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E. Hecke. Hdhere Modulfunktionen und ihre Anwendung a. d. Zahlentheorie. 1 


Héhere Modulfunktionen und ihre Anwendung auf die 
Zahlentheorie. 


Von 


E. Hecke in Gittingen.*) 


Vor einer Reihe von Jahren beschiiftigte sich Herr Hilbert mit dem 
Problem, Funktionen zu finden, die in der Theorie der algebraischen 
Zahlkérper zu verwenden wiiren und hier eine aihnliche Bedeutung hitten 
wie die Exponentialfunktion fiir den absoluten Rationalititsbereich und die 
elliptische Modulfunktion fiir die imaginiir quadratischen Kérper — eine 
Fragestellung, die sich in seinem Pariser Vortrag**) weiter ausgefiihrt 
findet und dort als ,,eines der tiefgehendsten und weittragendsten Probleme 
der Zahlen- und Funktionentheorie“ gekennzeichnet ist. Jede Einheits- 
wurzel, d: h. die Werte der Funktion e**** fiir die rationalen Argumente, 
erzeugt einen algebraischen Zahlkérper, welcher im absoluten Ratio- 
nalititsbereich eine Abelsche Gruppe besitzt. Wie nun schon Kronecker 
vermutete und wie spiiter von den Herren Weber und Hilbert bewiesen 
wurde, lassen sich auch alle absolut Abelschen Zahlkérper durch Einheits- 
wurzeln erzeugen. Ebenso ist die absolute Invariante aus der Theorie 
der elliptischen Modulfunktionen, J(rt), wenn man fiir das Argument t 
irgend eine imaginiir quadratische Zahl einsetzt, die Wurzel einer alge- 
braischen Gleichung, welche eine Abelsche Gruppe in bezug auf den 
quadratischen Kérper K(r) besitzt. LaBt man nun ¢ alle Zahlen eines 
imaginér quadratischen Kérpers durchlaufen, so erhilt man, wie neuer- 
dings von Herrn Fueter***) gezeigt wurde, durch die Zahlen J(r) unter 
Hinzunahme der absolut Abelschen Zahlen jeden Kérper, der Abelsch 
ist in bezug auf jenen quadratischen Grundkérper. 

Herr Hilbert hat tiber seine damaligen Uberlegungen nichts publiziert. 


*) Diese Arbeit ist ein Abdruck meiner Dissertation, Géttingen 1910. 
**) Géttinger Nachrichten 1900. Problem 12. 
***) Crelles Journal Bd. 130 u. 132. Einige Liicken in dem Beweise wird Herr 
Fueter in einem demnichst bei Teubner erscheinenden Buche iiber die komplexe 
Multiplikation ausfiillen. 
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Inzwischen ist aber auf seine Anregung und unter Benutzung seiner An- 
sitze die funktionentheoretische Seite dieser Frage von Herrn Blumen- 
thal*) in zwei Abhandlungen bearbeitet worden. Mit der vorliegenden 
Arbeit soll nun der erste Schritt dazu getan werden, diese Resultate zu 
vertiefen und fiir die Zahlentheorie nutzbar zu machen. 

Die Modulfunktionen von » Variabeln, um die es sich hier handelt, 
sind von Hilbert in direkter Verallgemeinerung der elliptischen Modul- 
funktion folgendermafen definiert: Es ist ein total reeller algebraischer 
Zahlkérper n“" Grades gegeben. Einer jeden der » Variablen z, 2’,---, 2"~-» 
ordne man einen bestimmten der » konjugierten Kérper zu und betrachte 
die simultanen linearen Substitutionen 

= ar af az 

mH © -THth 
wobei die entsprechenden Koeffizienten konjugierte ganze Zahlen der 
Kérper k,--- sind und die Determinanten ad — By total positive Ein- 
heiten sind. Diese Substitutionen bilden eine Gruppe, welche die Modul- 
gruppe in » Variabeln heiBen soll. Und die Modulfunktionen von 
n Variabeln sind die Funktionen, welche bei den Substitutionen dieser 
Gruppe oder gewisser Untergruppen ungeiindert bleiben. Blumenthal hat 
nun diese Gruppen genauer studiert, ihren Fundamentalbereich aufgestellt 
und die Existenz zugehériger Funktionen bewiesen. Weiterhin hat er 
den vollstindigen Beweis fiir den folgenden Satz geliefert: Unter geeigneter 
Voraussetzung iiber die Natur der Singularititen besteht zwischen je 
n+ 1 Funktionen der Gruppe eine algebraische Gleic.ung mit konstanten 
Koeffizienten, und alle diese Funktionen lassen sich durch » + 1 geeignet 
gewahlte rational ausdriicken. 

Von gréBter Bedeutung ist aber, dab es Herrn Hilbert gelang, diese 
Funktionen in Zusammenhang mit bereits bekannten Funktionen der 
Analysis zu bringen, nimlich mit den Thetafunktionen. In seiner zweiten 
Arbeit **) zeigt Blumenthal: Wenn man die ser) Moduln einer Theta- 


funktion als gewisse lineare Funktionen von » Variabeln ansetzt, so gibt 
es rationale Funktionen von Theta-Nullwerten, welche Funktionen der 
Modulgruppe in jenen »Variabeln sind. Daran schlieBt sich dann natur- 
gemaB die Frage, ob man mit Hilfe der Thetafunktionen auf rationalem 
Wege auch die allgemeinsten Modulfunktionen von m Variabeln erhiilt. 
Fiir den Fall » = 2, auf den ich mich in dieser Arbeit beschrinke, habe 
ich diese Frage beantworten kénnen. 


woe e-9 oo oe +g 
, ye Dg) 4 ged? 








*) Mathematische Annalen Bd. 56 u. 58. Jahresbericht der Deutschen Mathe- 
matiker-Vereinigung Bd. 13. 
**) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung Bd. 13. 
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Historisch méchte ich zu dem ganzen Problem noch folgendes an- 
fiihren. Das Prinzip, von zahlentheoretischen Gesichtspunkten aus zu 
neuen Funktionen zu gelangen, tritt vereinzelt schon friiher in der 
Literatur auf. In der Dirichletschen Abhandlung iiber die Bestimmung 
der Klassenzahl quadratischer Formen*) findet sich eine Digression iiber 
gewisse unendliche Reihen. Im Falle einer negativen Diskriminante fihren 
diese Reihen auf bekannte Reihen der Theorie der elliptischen Theta- 
funktionen, im Falle positiver Diskriminanten erhalt man aber neue Funk- 
tionen. In demselben Zusammenhange treten diese Funktionen auch in 
Abhandlungen von H. Weber**) auf; eine tiefere Untersuchung derselben 
findet sich aber bei keinem der beiden Autoren. H. Weber stellt nur 
fest, daB es bisher noch nicht gelungen ist, einfache Eigenschaften an 
diesen Funktionen zu entdecken. Ferner ist hier eine Stelle in einer 
Arbeit von Eisenstein***) zu nennen, wo eine allgemeine Klasse von 
unendlichen Produkten skizziert wird, ahnlich wie sie in der Theorie der 
doppeltperiodischen Funktionen auftreten. Wie Eisenstein zum Schlusse 
angibt, stehen sie in engem Zusammenhang mit der Zahlentheorie und 
diirften hier zur Lésung gewisser schwieriger Probleme fihren. Ge- 
naueres hat er hieriiber nicht publiziert. SchlieBlich ist noch eine Reihe von 
Arbeiten von R. Fricke+) zu erwihnen; dort werden Funktionen eines 
Argumentes konstruiert, welche bei linearen Transformationen ungeandert 
bleiben, deren Koeffizienten sich in ziemlich komplizierter Weise aus den 
ganzen Zahlen eines algebraischen Zahlkérpers zusammensetzen. Die 
Theorie dieser Funktionen ist dort soweit geférdert, daB ihr Zusammen- 
hang mit einer besonderen Klasse quadratischer Formen hervortritt. Diese 
Resultate sind aver anscheinend fiir die Zahlentheorie ohne spezifische 
Bedeutung. 

Es scheint mir noch von Interesse, daB einige Autoren auch von 
Seite der Funktionentheorie zu den Hilbertschen Modulfunktionen in zwei 
Variabeln gekommen sind. Picard+7+) hat diese Modulgruppen als die ein- 
fachsten Fille seiner ,,Groupes hyperabéliens“ untersucht, den Zusammen- 
hang dieser Gruppe mit der Gruppe der Transformationen einer gewissen 
quaterniren quadratischen Form in sich auseinandergesetzt und zugehdérige 
Funktionen durch Theta-Nullwerte dargestellt. Herr Bourget hat dann 
im Jahre 1898 in seiner Thése eine detaillierte Untersuchung dieser Funk- 





*) Crelles Journal [Bd. 21. Dirichlet-Dedekind, Zahlentheorie, auch Brief an 
Kronecker vom 13. Juli 1858. 
**) Géttinger Nachrichten 1893. 
***) Crelles Journal Bd. 27, 8. 190—191. 
+) Mathematische Annalen Bd. 38, 39, 41, 42. 
+t) Journal de Liouville, Série 4, T. 1. 
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tionen und ihrer Gruppe unternommen. Vor allen Dingen hat aber Herr 
Humbert *) in einer gréBeren Reihe von Arbeiten diesen Gegenstand von 
einem allgemeineren Gesichtspunkte aus studiert. Wenn man die Theorie 
der Transformation der hyperelliptischen Funktionen von zwei Variabeln 
in ahnlicher Vollstindigkeit und Ubersichtlichkeit aufzubauen sucht, wie 
es bei den elliptischen Funktionen der Fall ist, so erweist es sich als 
notwendig, diejenigen Systeme von Thetamoduln eingehend zu studieren, 
welche neben den gewdhnlichen Hermiteschen Transformationen noch 
andere gestatten und die, wie Herr Humbert zeigt, dadurch charakterisiert 
sind, daB sie mindestens eine Hermitesche Transformation in sich (eine 
komplexe Multiplikation) besitzen. Die allgemeinsten Thetafunktionen dieser 
Art fiihren direkt zu den Funktionen von Hilbert und Picard. Als 
Spezialfille derselben — solche, die zwei Transformationen in sich be- 
sitzen — erscheinen dann Funktionen einer Variabeln, wie sie Herr Fricke 
in den zitierten Arbeiten aufgestellt hat. Die Resultate von Herrn Humbert 
werde ich in dieser Arbeit in ausgedehntem Mafe benutzen. 


1. Kapitel. 


Theorie der Hilbertschen Modulfunktionen von 
zwei Variabeln. 


§ 1. 
Das hyperelliptische Gebilde vom Geschlechte zwei. 


Wie schon in der Einleitung angedeutet, werden wir die Hilbertschen 
Funktionen fiir zwei Variable aus den Funktionen der Perioden erhalten, 
welche beim hyperelliptischen Gebilde vom Geschlechte 2 auftreten. Ich 
gehe daher zuniichst etwas niher auf diese ein. 

Ist f(x) eime ganze rationale Funktion 6. Grades mit verschiedenen 
Wurzeln, so ist das algebraische Gebilde y* — f(z) = 0 der Reprisentant 
fiir die algebraischen Gebilde vom Geschlechte 2. Die zugehérige Riemann- 
sche Fliche denken wir uns kanonisch zerschnitten und die beiden zu 
diesem Schnittsystem gehérigen Normalintegrale 1. Gattung seien J,(z) 


und J,(z). Wenn nun 2, und 2, unabhingige Variable bedeuten, so sind 
durch die Gleichungen 


u = J, (x) + A,(3), v = d;(x,) + Jy(a) 
bekanntlich die rationalen symmetrischen Funktionen von 2, und 2, als ein- 


*) Journal de Liouville, Série 5, T. 5, 6, 7, 9, 10; Série 6, T. 2. 
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deutige analytische vierfach periodische Funktionen von u und » definiert, 
deren Periodensystem die folgende Gestalt hat: 


«/10%, 
9/0 1 g& f. 


Legt man eine andere kanonische Zerschneidung der Fliche zugrunde*), 
so gehen die Periodizititsmoduln t der Normalintegrale des neuen Schnitt- 
systems aus denen des alten im allgemeinen**) durch eine _,,lineare 
Periodentransformation“ hervor, die ich zum Unterschiede von einer spiiter 
vorkommenden als Hermitesche Transformation bezeichne. Umgekehrt 
kann man jede solche Transformation durch Anderung des kanonischen 
Schnittsystems erzeugen, und zwei beliebige kanonische Zerschneidungen 
lassen sich ineinander durch ,,Monodromie der Verzweigungspunkte“ tiber- 
fiihren. Nun kann man immer jede Monodromie aus endlich vielen Ele- 
mentar-Monodromieen zusammensetzen, wobei jeder von diesen stets eine 
Hermitesche Transformation entspricht. Daraus folgt, daB der oben nur im 
allgemeinen ausgesprochene Satz beziiglich des Zusammenhanges von 
Transformation der Perioden und Anderung des Schnittsystems auch fiir 
jedes spezielle Periodensystem gilt, sofern es nur zu einem Gebilde vom 
Geschlechte 2 fihrt. 

Diese Transformationen bilden eine Gruppe §, welche in einem 
gewissen Teilraum der Variabeln t eigentlich diskontinuierlich ist. Der 
Teilraum ist folgendermafen definiert: Bezeichnet man mit a,, a,, a, die 
imaginiiren Koordinaten der t, so muB sein 

a,>0, a, > 0, a,* — a, a, < 0. 
Es sind nun solche Funktionen der drei Argumente t zu konstruieren, 
welche bei den Substitutionen von § invariant bleiben. 

Die Funktionen von §, auf welche die Theorie des algebraischen 
Gebildes fiihrt, sind von Bolza***) durch Thetafunktionen dargestellt worden. 
Sie sind algebraisch dadurch definiert, daB sie absolute Invarianten von 
f(x) sein miissen. Die Binirform 6. Ordnung besitzt fiinf rational un- 
abhiingige ganze rationale Invarianten beziiglich von den Graden 2, 4, 6, 
10, 15. Ich wihle als Repriisentanten diejenigen, welche sich bei Bolza 





*) Beziiglich der folgenden Sitze und der Transformationsformeln vgl. Burk- 
hardt, Grundziige einer allgemeinen Systematik der hyperelliptischen Funktionen 
1. Ordnung. Math. Ann. Bd. 35. 

**) In den iiblichen Beweisen dieses Satzes (Hermite, Burkhardt) werden nim- 
lich die drei Perioden als unabhiingig veranderlich angesehen; sobald man sie aber 
speziell wihlt, ist noch eine Hilfsbetrachtung wie die oben im Texte zur Vervoll- 
stindigung des Beweises notwendig. 

***) Math. Ann. Bd. 30. 
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finden, und bezeichne sie mit J,, J,, J;, Ji, Jy,. Das Quadrat von J,, 
driickt sich rational durch die fibrigen aus, J,, ist die Diskriminante von 


f(z). Als absolute Invarianten ergeben sich daraus folgende drei Funk- 
tionen 
ao. a ., St 


A~J> Je J, ? % : 


und man sieht sofort, daB sich alle rationalen absoluten Invarianten von 
f(z) rational durch diese drei ausdriicken lassen. Betrachtet man die j 
als Funktionen der Perioden rt, so bleiben sie invariant bei den Sub- 
stitutionen von § und verhalten sich regulir fiir alle Werte der Variabeln 
innerhalb des oben angegebenen Bereiches auBer da, wo ein Theta-Null- 
wert verschwindet. 

Um die Besonderheiten zu beseitigen, welche dadurch entstehen, daB 
alle drei Funktionen gleichzeitig auf dem Gebilde J, = 0 verschwinden, 
fiihre ich noch die drei andern Invarianten ein 

— . —_— . os 

nm 5? = Fx» lee" 
Sind jetzt zwei verschiedene Binirformen 6. Ordnung gegeben, fiir die 
diese sechs GriBen j,,---j,, beziiglich die gleichen Werte haben, so kann 


man hieraus schlieBen, daB die ganzen Invarianten J und J beider Formen 
in der Beziehung 


J,=aJ, v=2, 4, 6, 10, 15 
stehen, wobei 4 eine Konstante ist, und es gilt folgender 

Satz: Wenn an zwei Punkten t und t die sechs Funktionen j sich 
reguldr verhalten und beziiglich die gleichen Werte annehmen, so ist ct -mit 
t nach der Gruppe 9 dquivalent. 

Zum Beweise betrachte ich die algebraischen Gebilde, welche zu den 
Periodenwerten t und 7 fihren. Zu dem entsprechenden System kano- 
nischer Schnitte der ersten Riemannschen Fliche mégen die beiden 
Normalintegrale J,(x), J;(x) gehéren, zu dem der zweiten J,(z’), J,(z’). 
Da nun nach Voraussetzung die Diskriminanten von f(x) und f(z) nicht 
Nall sind und die ganzen Invarianten beider Formen bis auf einen Faktor 
beztiglich dieselben sind, so laBt sich f(x) in f(x) durch eine lineare 
Transformation des Argumentes iiberfiihren*), derart, daf 


b _ 
(capa) ~ e+ 4)-*F@) 
wird. Die beiden Riemannschen Flichen werden dadurch eineindeutig 


aufeinander bezogen, und J,(z’) und J,(z’) gehen iiber in Normalintegrale 
fiir ein kanonisches Schnittsystem der ersten Fliche mit den Perioden t. 


*) Clebsch, {ber die Transformierbarkeit usw. Math. Ann. Bd. 2. 











b 


le 


»->§.f2 ee ok oe et. | 6 
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Nach dem zu Anfang Angefiihrten haingen dann aber rt und ¢ durch eine 
Transformation der Gruppe § zusammen. 

Ich gehe nun etwas naher auf die Resultate von Herrn Humbert ein. 
Herr Humbert nennt singulire Perioden +t solche, zwischen denen eine 
Gleichung von der Form 


At, + Br, + Cr, + D(t,? —1,7,) + E=90 


besteht, wo A, B,---, E ganze rationale Zahlen ohne gemeinsamen Teiler 
sind. Die charakteristische Konstante fiir eine derartige ,singulire Re- 
lation“ ist die Invariante 


A = B'—4AC—4DE. 

Sie ist notwendig positiv und bleibt ungeindert, wenn man die Perioden r 
einer Transformation aus § unterwirft. Umgekehrt: zwei singulire Re- 
lationen mit derselben Invariante lassen sich stets durch eine Trans- 
formation der Gruppe § ineinander iiberfiihren. Ist A eine Quadratzahl, 
so gehen durch eine Transformation der Ordnung YA die zugehérigen 
Thetafunktionen in elliptische tiber. Als einfachste Formen der singuliren 
Relationen ergeben sich offenbar 


,—2r=0, A=0 (mod. 4), 


1 +% +1741 =0, 4 =1 (mod. 4). 
Bestehen zwischen den Perioden zwei singulire Relationen F, = 0 und 
F, = 0, so gibt es auch unendlich viele, und sie haben alle die Gestalt 
zF,+yF, = 0, wobei x, y beliebige teilerfremde ganze Zahlen bedeuten. 
Sind A,, A, die Invarianten der beiden Relationen, so ist die Invariante 
der kombinierten Relation 
A = A,2* + 2d2y + Ay’, 

wobei @ eine gewisse Simultaninvariante von F, und F, ist 

Herr Humbert hat dann weiter gezeigt, dab man die singuliren 
Perioden noch auf andere Weise charakterisieren kann. Stellt man sich 
nimlich das Problem, ebenso wie bei den elliptischen Funktionen die- 
jenigen Periodensysteme zu finden, welche eine komplexe Multiplikation, 
d. h. eine Hermitesche Transformation in sich zulassen, so zeigt sich, daB 
gerade die Perioden, welche mindestens einer singularen Relation geniigen, 
diese Eigenschaft haben. 

Wenn ein Periodensystem nur einer einzigen singuliren Relation 
geniigt, so besitzt es, wie Herr Humbert zeigt, nur eine einzige komplexe 
Multiplikation. Da die Kenntnis derselben fiir das Folgende von Wichtig- 
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keit ist, so gebe ich sie fiir die obigen kanonischen Formen der singuliaren 
Relationen hier an. Diese Transformation in sich ist 








(0 1 0 0) 

400 0 

0001 4 = 0 (mod. 4), 

}0 0 = 0] 
[st —- © 6 
—S-1 © 0 

0 ae A = 1 (mod. 4). 

| 0 o 1] 








Die Ordnung der Transformation ist im ersten Fall — im zweiten 
gleich A. 

Aus der Tatsache, daB die singuliren Perioden Transformationen in 
sich besitzen, folgt sofort, daB zwischen den zugehérigen Funktionen j 
eine algebraische Gleichung besteht. Umgekehrt kann man aus dem Be- 
stehen dieser Gleichung folgern, daB die Perioden einer singuliren Relation 
mit véllig bestimmter Invariante geniigen. 


§ 2. 
Ubergang zu den Hilbertschen Modulfunktionen. 


Von den Funktionen der Gruppe § gelangt man nun zu den Hilbert- 
schen Modulfunktionen in zwei Variabeln auf folgende Weise*): 

Es sei k ein reeller quadratischer Kérper. Ist « eine Zahl desselben, 
so mége die konjugierte Zahl mit «’ bezeichnet werden. @,, @, sei eine 
Basis und A= .@,@,’—,'@, ihre Determinante. Dann wird zuniichst 
gefragt, ob eine Abelsche Funktion von zwei Variabeln existiert, deren 
Periodensystem ist 

O72 Or @y —a,y 

o,2 o,¢ ay —a,y. 
Dabei sollen z, y, x,y’ unbestimmte GréBen bedeuten. Line lineare 
Substitution der Argumente fihrt zuniichst auf ein System primitiver 


*) Blumenthal, Jahresbericht 1. c. 
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Normalperioden 1,,1,,7,, die nur abhiingen von den Verhiiltnissen £ =& 
und _ &’, und zwar ist 
= 5 (w,'*€ — a,*'), 
1 , , , 
B77 (— @,'@,'§ + @,0,€'), 


= < (@,’*& — w,7€’). 

Ich wihle nun ein fiir alle Mal die Basiszahlen @ so, dab A > 0 ist. 
Dann gehen die Ungleichungen, welche die rt erfiillen miissen, in die Be- 
dingung itiber, daB der imaginire Teil von £ positiv, der von & negativ 
ist. Wenn das der Fall ist, gibt es also Thetafunktionen mit den 
Perioden t. 

Die Elimination von &, &’ fiihrt zu der Gleichung*) 

@, @,'T, + (@,' @, + @,@4')t, + @,0,'t, = 0. 
Das System + geniigt also einer singuliren Relation, deren Invariante 
gleich A*, der Diskriminante des quadratischen Kérpers k, ist. 

Und nun gilt der fundamentale 

Satz: Sind a, B,y,0 ganze Zahlen des Koirpers k mit der Bedingung 
«ad — By =1 und iibe ich auf die &, & die simultane Transformation 

5. St? y . SE tF 
7§ +9’ ve+o 
aus, so geht das System zugehdriger Perioden t aus dem System t durch 
eine lineare Hermitesche Transformation hervor. 

Dieser Satz, der ein Spezialfall des allgemeinen von Blumenthal be- 
wiesenen Satzes ist, laBt sich leicht durch Rechnung verifizieren. Ich will 
beim Beweise, wie auch spiterhin, mich auf einen Kérper k mit gerader 
Grundzahl als auf das formal Einfachere beschriinken. Ist 4D die Dis- 
kriminante dieses Kérpers, so setze ich 


o,=1. o——VYD, A=2YyD, 
wobei immer YD den positiven Wert bedeuten soll. Daher wird 


1, — =VD(-8), 


1 r 
ores (6 +8’), 
1 , 
t= = — (- 
8 2VD (§ E ) ’ 
*) Bei Picard und Bourget tritt diese Relation in der Gestalt r,*— 1,1, = D 
auf, was wenigstens fiir den Fall D=2, 3 (mod. 4) nach den Humbertschen Sitzen 
auf dasselbe hinauskommt. 
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und die singulére Relation lautet 


t,— Dr,=0. 
Ist nun 
a=a—a4VD, p=q—4VD, y=a,—4a,VD, d=—c,—GVD, 
ad — By = 1, 


so ist die Hermitesche Transformation, welche der Substitution 


pate p_lette 
vé +9” ve +e’ 
entspricht, gegeben durch die folgende Matrix: 


(ay a; a, as \, 
“Da 4D a, 
Co C C3 C5 


4D v% gD «% 


Die Funktionen j der Gruppe gehen durch die Einfihrung der 
zwei Variabeln &, & gemiB den obigen Sitzen in Funktionen von &, &’ 
iiber, welche ungeindert bleiben bei den unimodularen Substitutionen der 
zum Kérper k gehérigen Modulgruppe. 

Was das Verhalten dieser Funktionen anbelangt, so ist ohne weiteres 
ersichtlich, daB die j,,---,j, im Innern des Raumes 7’ (3(é) > 0, 3(¢') <0) 
sich wie rationale Funktionen verhalten. Da sie sich rational aus Theta- 
funktionen aufbauen, so folgt, daB sie sich in der Umgebung des unend- 
lich fernen Punktes als Quotienten von Potenzreihen darstellen lassen, 
welche fortschreiten nach gewissen Variabeln e*', e**%. Sie erfiillen also 
diejenigen Bedingungen, welche Blumenthal aufstellt, um die Funktionen 
als rationale Funktionen der betreffenden Gruppe bezeichnen zu kénnen. 
Ich will zunichst nur die Gruppe der unimodularen Substitutionen des 
Kérpers k betrachten, welche mit Ul bezeichnet werde. Fiir die Gruppe U 
gelten dann im wesentlichen dieselben Sitze, die Blumenthal*) fiir die 
gesamte Modulgruppe bewiesen hat. Es sind dies folgende: Die Gruppe U 
ist im Teilraum 7 der &, & eigentlich diskontinuierlich und besitzt hier 
einen Fundamentalbereich, der mit dem Rande von 7 nur einen Punkt 
(einen unendlich fernen) gemeinsam hat. Zwischen drei rationalen Funk- 
tionen des Bereiches besteht eine algebraische Gleichung mit konstanten 
Koeffizienten, und durch drei geeignet gewihlte Funktionen lassen sich 
die tibrigen rational ausdriicken. 

Die Hauptfrage, die ich im Folgenden beantworten will, ist nun die, 


*) Math. Ann. Bd. 56 und 58. 





oe ee 
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ob durch die Funktionen j sich alle Funktionen der Gruppe U rational 
darstellen lassen. 

Zunichst ist leicht zu sehen, daB die Funktionen j nicht nur bei den 
Substitutionen von WU ungedndert bleiben. Vertauscht man namlich die 
beiden Argumente £ und &’ und multipliziert sie dann mit — 1, so bleiben 
t, und rt, ungeandert, wihrend tr, in — t, tibergeht. Das ist aber wieder 
eine Hermitesche lineare Transformation, und diese liBt daher die Funk- 
tionen j ebenfalls ungedndert.*) Diese bleiben daher auch invariant bei 
den Substitutionen . 

we 8s a Pe ee 
ve +0? y&+0"’ 
deren Determinante gleich —1 ist. Die Gesamtheit dieser Substitutionen 
zusammen mit denen von Ul bilden wieder eine Gruppe, welche mit GU 
bezeichnet und gelegentiich die symmetrische (unimodulare) Modulgruppe 
genannt werde. Ich beweise nun den 

Satz: Alle rationalen Funktionen der Gruppe SU lassen sich rational 
durch die sechs Funktionen j,, ++ +,j, ausdriicken. 

Dazu brauche ich nur zu zeigen**), daB im allgemeinen die sechs 
Funktionen an zwei nach der Gruppe SU iniiquivalenten Stellen (&, &’) 
nicht dasselbe Wertsystem annehmen: d. h. daraus, daB sie an zwei 
Stellen (£) und (&) beziiglich gleiche Werte annehmen, muB ich im all- 
gemeinen schlieBen kénnen, dab die beiden Punkte fquivalent nach der 
Gruppe SU sind. 

Es seien nun t und t die Perioden, welche den beiden Wertsystemen 
(£), (&) entsprechen. Da nach Voraussetzung die Funktionen j fiir (€) und (&) 
beziiglich die gleichen Werte haben, so gibt es nach dem, was in § 1 
bewiesen wurde, eine Transformation L der Gruppe § derart, dab (t) = L(r) 
ist. Nun geht durch die Transformation L die singulire Relation g(t)=0 
mit der Invariante A in eine mit derselben Invariante F(r) =O tier. 
Nach Voraussetzung erfiillt aber auch das System t die Relation F(t) =0. 
Wenn also t (und damit auch r) auber g = 0 keiner zweiten singuliren 
Relation mit der Invariante A geniigt, so muB die Transformation L 
so beschaffen sein, dab sie g =O ungeiindert laBt. Nun haben schon 
Picard, Bourget und Humbert gezeigt, daB diese Transformationen L genau 
diejenigen sind, welche durch die §-Substitutionen der Gruppe SU erzeugt 
werden. Unter Benutzung eines oben zitierten Satzes von Herrn Humbert 
kann ich hierfiir einen besonders einfachen Beweis liefern. Nach Humbert 


*) Diese Transformation liBt bereits alle geraden Thetafunktionen ungeiindert 
mit Ausnahme von #,,, das sich mit —1 multipliziert. 
il 


**) Vergl. Blumenthal, Math. Ann. Bd. 58, 8. 525ff. 
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besitzen die Periodensysteme, die nur einer einzigen singuliren Relation 
geniigen, auch nur eine einzige komplexe Multiplikation. Ist M diese 
komplexe Multiplikation, die sowohl t wie t gestattet, so laBt die Trans- 
formation L~'ML ebenfalls t ungeindert und muB folglich mit M iiber- 
einstimmen. Es mub also LM = ML sein, und daraus ergibt sich un- 
mittelbar, indem man die Koeffizienten einander gleich setzt, wobei noch 
ein gemeinsames Vorzeichen willkiirlich ist, daB LZ eine Substitution der 
Gruppe SU ist*). 

Ich nenne nun zur Abkiirzung ein Wertsystem &£, & singulir, wenn 
die zugehérigen Perioden t mindestens zwei singuliren Relationen ge- 
niigen. Jede singulire Relation zwischen den rt stellt sich, wie man leicht 
zeigt, zwischen den &, & in der Form 


a+ BE + BE + yéb =—0 
dar, wo a, y rationale und , #’ konjugierte Zahlen in k sind. Und um- 
gekehrt fiihrt jede solche Beziehung zwischen &, & auf eine singuliire 
Relation zwischen den Perioden tr. Ubt man auf die &, £’ eine linear 
gebrochene Substitution mit konjugierten Koeffizienten in k aus, so sind 
auch die transformierten GréBen gleichzeitig mit den urspriinglichen 
singulir oder nicht. 

Was ich in dem Vorhergehenden bewiesen habe, laBt sich dann so 
aussprechen: Wenn die Funktionen j an zwei nicht singuléren Stellen (&) 
und (&) besiiglich die gleichen Werte annehmen, so sind die beiden Punkte 
diquivalent nach GU. An einer singuliiren und an einer nicht singuldéren 
Stelle kinnen sie nie die gleichen Werte annehmen. Aus dem ersten Satze 
folgt, wie schon oben angefihrt, daB durch die Funktionen j sich alle 
rationalen Funktionen der Gruppe SU rational darstellen lassen. 


g 3. 
Der Kérper der symmetrischen Modulfunktionen. 


Es ist nun noch erforderlich, zu untersuchen, wo die Funktionen 
diy ** jg wobestimmt oder unendlich werden. Zu diesem Zweck will ich 
zunichst die Invarianten J als Funktionen der Thetanullwerte**) angeben. 
Es wird 
292950) 05 098 
. Ix6 4 
*) Auch fiir singuliire Werte (£) und (£) folgt aus der Gleichheit der sechs 

. . . . . = a <= a . 
Funktionen j an beiden Stellen eine Beziehung § = eat o = sete wo jetzt 
die Determinante eine im allgemeinen von 1 verschiedene, aber rationale Zahl ist. 

™) Bolza, Math. Ann. Bd. 30. 


J, = 
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dabei ist die Summe iiber die 15 Sextupel zu erstrecken, welche die 


15 Gépelschen geraden Quadrupel zum Produkt aller geraden Thetafunk- 
tionen erginzen. Weiter ist 


I= >'%, Jo = | [ 2%, 


Produkt und Summe iiber alle 10 geraden Thetanullwerte zu erstrecken. 
J, ist komplizierter gebaut; es geniigt fiir unsere Zwecke, zu wissen, dab 


es eine ganze rationale Funktion der Thetanullwerte mit rationalen Koef- 
fizienten ist. 


Ich setze nun’ 


Diese beiden Funktionen verhalten sich besonders einfach und sollen daher 
fiir das Folgende immer als die beiden unabhiingigen Funktionen der 
Gruppe SU angesehen werden. 

Diejenigen Punkte im Innern des Teilraumes 7’, an welchen J,, ver- 
schwindet, sind nach Picard und Humbert charakterisiert durch die Be- 
dingung, daB die zugehérigen Perioden ¢ einer singuliren Relation mit 
der Invariante 1 geniigen. Sie miissen also mit den Punkten des Gebildes 

t =0 [& + & =—0, wenn D=2,3 (mod. 4)] 
nach der Gruppe § fquivalent sein. Man tiberzeugt sich nun leicht, dab 
diese Relation durch Kombination mit tr, — Dr, = 0 keine neue Relation 
mit der Invariante 4D liefert. Also miissen nach dem Satz des vorigen 
Paragraphen im allgemeinen die iibrigen Gebiete (&, §’), an denen J,, ver- 
schwindet, aus dem Gebilde § + &’=0 durch eine Transformation der 
Gruppe SU hervorgehen. Eine Ausnahme kénnen hichstens solche 
Punkte (€, &’) machen, die noch einer andern Relation der Invariante 4.D 
und somit drei unabhingigen Relationen geniigen. Dadurch aber erhiilt 
man keine neuen Punkte, weil eine analytische Funktion nicht nur in 
diskreten Punkten verschwinden kann. 

Ich zeige nun, dab z, y nicht beide gleichzeitig unbestimmt werden 
kénnen. Setzt man niimlich t,=—0, so geht der Zihler von J, in 
das Produkt der elliptischen geraden Thetafunktionen fiir +t, und rf, 


iiber: T[« (t,) #8 (x,). Fiir Werte im Innern des Teilraumes wird diese 


GréBe sicher nicht Null, also ist hier x bestimmt unendlich. Da wo 
dieser Zihler aber verschwindet, d. h. im Unendlichen, wird J, nicht Null, 
sodaB dort y bestimmt unendlich wird. Wenn also eines der z, y un- 
bestimmt wiirde, so wird das andere bestimmt unendlich. Daraus aber 
folgt, daB x, y jedes endliche Wertsystem annehmen kénnen. Denn z, y 
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sind unabhingige*) Funktionen, und folglich kommen sie nach den Sitzen 
von Blumenthal jedem Wertsystem beliebig nahe. Ein endliches Wert- 
system kénnen sie aber nach dem Obigen in einem Unbestimmtheits- 
punkte nicht erreichen. Folglich miissen sie es in einem Punkte, wo sie 
regulir sind, wirklich annehmen. 
Ich setze weiterhin 
_ Tide Tid, IIo J 


4 omg ae 44> > oa 5-3 





und mit unbestimmten Koeffizienten 4 

B= 1,2, + Age, + Ages + Aye. 
z kann nur da unendlich werden, wo 2 oder y unendlich wird, und ist 
folglich eine ganze algebraische Funktion von z, y.**) 

Indem ich nun 2, y als unabhingige Variable betrachte, will ich als die 
ganzen Funktionen der Gruppe SU diejenigen bezeichnen, welche fiir alle 
endlichen Wertsysteme z, y endlich sind. Die Gesamtheit der ganzen und 
nicht ganzen rationalen Funktionen der Gruppe SU bildet einen K6rper 
algebraischer Funktionen von x, y. Aus diesen wihle ich mir einen Unter- 
kérper aus, den ich durch die Natur der Zahlkoeffizienten charakterisiere, 
welche in den algebraischen Gleichungen auftreten. Ich betrachte nim- 
lich nur diejenigen Funktionen der Gruppe, die mit x,y durch eine 
algebraische Gleichung mit rationalen Zahlkoeffizienten verbunden sind. 
Diese bilden wieder einen Funktionenkérper ®. Beriicksichtigt man, daB 
Z, y, 2 rational mit rationalen Koeffizienten sich aus Thetareihen zu- 
sammensetzen, so folgt durch Vergleichung der Koeffizienten, daB in der 
algebraischen Gleichung G(z, z, y) = 0 nur rationale Zahlkoeffizienten auf- 
treten. 

In dem Kérper ® gibt es nun nach Kronecker ein Fundamental- 
system von Funktionen, d. h. m—2 ganze algebraische Funktionen 
fis fas ** > fm—g Vou der Art, daB alle ganzen Funktionen von @ sich in 
der Form 

Ish + Ile +++ + Im—abm—s 


darstellen lassen, wo die g, ganze rationale Funktionen von x, y mit ratio- 








*) Wiiren sie nimlich nicht unabhiingig, so miiBte zwischen 2, y eine alge- 
braische Gleichung bestehen. Aus dem Verhalten bei tr, 0 kann man aber zeigen, 
daB dies nicht méglich ist. 

*) Die Substitutionen von SU fiihren nicht jede Thetafunktion in jede andere 
iiber, wie schon Herr Bourget bemerkte. Auf Grund dessen kann man sich solche Funk- 
tionen von Sli bilden, welche sich im Innern von 7 iiberall regular verhalten. Die 
Kenntnis derselben ist fiir die tiefere Anwendung auf die Zahlentheorie durchaus 
erforderlich, aber fiir die Zwecke meiner Arbeit zunichst entbehrlich. 
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nalen Koeffizienten sind. Der Symmetrie halber setze ich jetzt noch 
a=f,,1, ¥=f,, und mit unbestimmten Koeffizienten 


FE, 8) = uh, + tafe + +++ + Unf 


g 4. 
Die Substitutionen mit total positiver Einheitsdeterminante. 


Ich habe bisher nur diejenigen Funktionen betrachtet, welche invariant 
bleiben bei Substitutionen mit der Determinante 1. Ich will nun zu den- 
jenigen Funktionen iibergehen, welche sich nicht andern bei einer Sub- 
stitution mit konjugierten ganzen Zahlkoeffizienten in k, deren Deter- 
minanten total positive Einheiten sind. 

Die Substitutionen der Gruppe Ul bleiben offenbar dieselben, wenn 
ich ihre Koeffizienten mit derselben Einheit ¢ des Kérpers k multipliziere. 
Ihre Determinante wird dann «*. Wesentlich Neues liefern daher nur 
diejenigen total positiven Einheiten, welche nicht das Quadrat einer Ein- 
heit in & sind. Ist die Norm der Grundeinheit gleich —1, so ist jede 
total positive Einheit in k das Quadrat einer Einheit, und es gibt daher 
keine Substitutionen mit total positiver Determinante, die sich wesentlich 
von denen der Gruppe Ul unterscheiden. 

Anders im Fall, daB die Norm der Grundeinheit ¢ gleich + 1 ist. 
Die Gesamtheit der Modulsubstitutionen, deren Determinante eine Potenz 
von « ist, bildet dann wieder eine Gruppe. Nehme ich dann noch die 
Substitution £ — — ’, &’ — — & hinzu und setze sie mit jenen zusammen, 
so erhalte ich wieder eine Gruppe, welche ich mit G€ bezeichnen will. 
Offenbar erhilt man aus der Substitution — — ef, — —«’t’ durch Zu- 
sammensetzung mit der Gruppe SU die Gruppe SE. 

Um nun auch fir diese Gruppe ein System rationaler Grundfunk- 
tionen zu finden, setze ich in den Funktionen 2, y, z statt der Argumente 
&, & ein: e&, «&’ und bezeichne die so erhaltenen Funktionen von &, &’ 
mit z’, y’, 2. Dann sind offenbar die symmetrischen Funktionen 

vu, 2+n, yy, yty, 22, 2e+7 
rationale Funktionen der Gruppe S€. Mit Riicksicht darauf, daB die 
Grundfunktionen z, y, 2 der Gruppe Gl quadratischen Gleichungen ge- 
niigen, deren Koeffizienten rational von jenen sechs Funktionen abhingen, 
ergibt sich sogleich, daB diese sechs GréBen ihrerseits fiir die Gruppe S6€ 
ein System rationaler Grundfunktionen bilden, und man kann auch hier 
schlieBen, daB an einem singuléren und an einem nicht singuliren Punkte 
nicht das gleiche Wertsystem angenommen werden kann, und ferner, daB 
diese sechs Funktionen an zwei nicht singuliren Punkten dann und nur 
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dann beziiglich die gleichen Werte annehmen, wenn die beiden Punkte 
aiquivalent nach der Gruppe S€ sind. Da z, y unabhingige Funktionen 
sind, so muB es unter den Funktionen xz’, + 2’, yy’, y+y' ebenfalls 
zwei unabhiingige geben, die ich mit X, Y bezeichne. Es zeigt sich auch 
hier, daB X, Y jedes endliche Wertsystem annehmen kénnen und sich 
regular verhalten fiir jeden Punkt im Innern von 7 aufer fiir die Punkte 
des Gebildes — + & =O und die nach der Gruppe SE damit Aquivalenten 
Punkte. Der Kérper der Funktionen der Gruppe S€, welche mit X, Y 
durch eine algebraische Gleichung mit rationalen Koeffizienten verbunden 
sind, sei wieder ® genannt. 

Um nun eine einheitliche Bezeichnung einzufiihren, nenne ich jetzt 
allgemein die Gruppe der Transformationen mit total positiven Einheits- 
determinanten verbunden mit der Vertauschung — = — &’, &’ ——£ die 
Gruppe S. Das oben eingefiihrte Paar von rationalen Grundfunktionen sei 
fin—1» f-_ und das Fundamentalsystem sei f,, fy, - - -, Die algebraische 
Gleichung, welche zwischen der Funktion 


F(é, f)=—uf,+---+u,fn 


(identisch in u) und f,,_,, f,, besteht, sei kurz mit H=O bezeichnet. 
Sie hat rationale Zahlkoeffizienten. Mit € will ich die Untergruppe 
von © bezeichnen, bei welcher keine Vertauschung der Argumente &, &’ 
stattfindet. 


m—2* 


§ 5. 
Die Transformationsgleichungen. 


Es seien jetzt «, 8, y,@ vier ganze Zahlen des Kérpers k, deren 
Determinante «d— fy eine von Null verschiedene total positive Zahl v 
ist, und F(§,&) sei die eben definierte Funktion der Gruppe S. Die 
Funktion 


eb+B oh + 6) _ 
Feta vera) — 968) 
ist dann eine Funktion von &, &, welche in dem Teilraum 7 definiert ist. 
g(é) bleibt dann nicht mehr ungeiindert bei allen Substitutionen der 
Gruppe ©, sondern nur bei denen einer Untergruppe, die folgendermaBen 
definiert ist: Ist S die Transformation 
a ee pa KE +P 


v§+¢0’ 


ye+o? 


so bleibt m ungeiindert bei denjenigen Substitutionen L der Gruppe GS, fiir 
welche SLS~* wieder eine Substitution aus © ist. Diese Untergruppe 
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hat innerhalb der Gruppe € einen endlichen Index*). Mit Hilfe der 
Methoden, welche Hurwitz in der eben zitierten Arbeit anwendet, ergibt 
sich, daB der Index gleich 


1 
v% ) = N(5) [] (1+ xe) 
ist. Dabei bedeutet a den gréBten gemeinsamen Idealteiler der Koeffi- 
zienten «, 8, y, 0 und das Produkt ist tiber die verschiedenen Primteiler p 


Vv 
von = zu erstrecken. 


Ist S irgend eine Transformation in einer Variabeln der Determinante v, 
deren Koeffizienten den gréBten gemeinsamen Teiler a haben, so erhilt 
man alle Transformationen von den gleichen Eigenschaften und nur diese 
in der Form L,SL,, wo L,, L, Substitutionen von € sind. Ich nenne 
zwei Transformationen S, und S, fquivalent, wenn es eine Substitution L 
aus € gibt, sodaB S,—ZS,. Die Anzahl der iniiquivalenten Substi- 
tutionen der Determinante v vom Teiler a ist gleich der oben angegebenen 
Zahl h = w(v, a). Bezeichnet man mit S,, S,,---, 8, ein vollstiindiges System 
inaiquivalenter Substitutionen der Determinante v vom Teilera, mit 8,’,---, S,’ 
die mit den konjugierten Zahlen gebildeten, so zeigt man ebenso wie 
in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen, daB das mit der Un- 
bestimmten u gebildete Produkt 


G(u) = T(u — F(S,§))) (wu — FS, 6) 
eine Funktion von &, &’ ist, welche ungeiindert bleibt bei den Substitutionen 


der Gruppe ©. Sie laBt sich also als rationale Funktion von /f,, fy,--+sfn 
darstellen, uad die Gleichung G(u) = 0 hat zu Wurzeln die 2h Funktionen 


u— F((S), «= F((S;8). 


Die Gleichung G(u) = 0 ist im allgemeinen irreduzibel im Bereiche 
der rationalen Funktionen von f, mit beliebigen Koeffizienten. In dem 
Falle, daB die Determinanten und der Teiler rationale Zahlen sind, ist sie 
sicher reduzibel und die linke Seite wird offenbar das Quadrat einer 
Funktion g(u, /). 

Ich beweise nun den folgenden Hauptsatz: 

Ist F(§. &’) eine Funktion des Korpers ®, so sind die Zahlkoeffizienten 
in den Transformationsgleichungen rationale Zahlen. 

Ich betrachte zunachst nur solche Transformationen, deren Determi- 
minanten v,» und Teiler a,a’ die Bedingungen erfillen 

(a, a’) =1, (v, aa’) = aa. 





*) Hurwitz, Die unimodularen Substitutionen eines algebraischen Zahlkérpers, 
Géttinger Nachrichten 1895. 
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Dann setze ich aa’ gleich einer positiven rationalen Zahl a und ~; = 9. 
a 





Die Transformation ™ di 
a id ‘way - 
gaoseit? giseft? je 

Te 

ist eine soleche von der Determinante v, v’ und vom Teiler a, a’, wenn Pr 
4=0(moda),, (4, a’) =1. ™ Ye 

— ve 

Ist die Grundzahl von k(VYD) gerade, so wird we 
7 > 5 a+2 ur 

t= (6,5) = 9. — -* , _ » 

— & 4—7 i ve 

m= (6,5) — 2+ 5 ® di 

5 hi 


Hierbei sind g,, g, lineare homogene Funktionen von rt, und t, mit ratio- 
nalen Koeffizienten. Nun lat sich bekanntlich jede durch a teilbare, zaa’ B 
prime ganze Zahl 4 in der Form az +(b+YD)y mit ganzen rationalen ?; 
x,y darstellen, wo y zu a prim ist. Also , * 


b a 
%—%—2—-—y, B= g,+%- 


Nun lassen sich die Modulfunktionen f, fiir die Argumente 7,7, als 
Quotienten von Potenzreihen von ¢?**%, ¢?*™ mit rationalen Koeffi- i 
zienten darstellen. Fiihrt man durch die obigen Gleichungen die alten J Q 
és, ei% ein, so erhilt man Reihen, die nach Potenzen gewisser GréBen — 


Qxit, 2xit, 
e * ,e * fortschreiten, wo r eine ganze rationale Zuhl ist, und woin den ~ 

2aiy 4 
Koeffizienten noch a Einheitswurzeln e * auftreten. Daraus ergibt sich, | ~ pp 
daB in den zugehérigen Transformationsgleichungen die Koeffizienten 
rational von der EKinheitswurzel abhiingen. Sie diirfen sich aber anderer- — = 
seits nicht andern, wenn man fiir y eine beliebige andere zu a@ prime Zahl —s_—s gj 
einsetzt. Folglich sind sie rationale Zahlen. 

Die iibrigen Fille lassen sich auf diese zuriickfiihren. Durch Multi- 
plikation der gegebenen Transformationszahlen kann ich es erreichen, dab 
ihr Teiler ein Primideal p ist, welches von p’ verschieden ist. y = p’n sei 4 
ihre Determinante. Ist nun q ein mit p* iquivalentes Ideal, das zu n, p, p’ 
prim ist, so setze ich pq gleich einer total positiven Zahl w. Dann gibt 
es nach dem Vorigen eine algebraische Transformationsgleichung mit ratio- 
nalen Koeffizienten G,(F',,f)=0, welche zu den Transformationen der 
Determinanten vu, vu’ vom Teiler p, p’ gehért, ebenso eine solche 
G,(F,, f) = 9 fir die Determinanten uw, uw’ vom Teiler 1. Setzt man 
nun hier F, = u,f, +---+4,, f,, und eliminiert man aus den Gleichungen 











a 


tremens as = 





ee ee 


«14 teed 
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G, (0, Ff) = 0, Gu fi+---+4,f,, f) = 0 


die f,, so erhailt man eine Gleichung g(v, f) = 0, unter deren Wurzeln v 
jedenfalls die transformierten Funktionen der Determinanten vy, »’ vom 
Teiler p, p’ vorkommen. “Man wihle nun statt p ein anderes fquivalentes 
Primideal p, als Teiler der gegebenen Transformation und ein von q 
verschiedenes fiquivalentes Ideal q,, das zu p,p,’, nn’, qq’ prim ist, und 
verfahre mit den Determinanten v, = p,*n, u, = pj*q, ebenso wie vorher, 
wobei noch », = 7*v sei. Dann erhilt man eine neue Gleichung g, (v,/) = 0, 
unter deren Wurzeln v die transformierten Funktionen der Determinanten 
v,,¥, vom Teiler p,, p,’ sich finden, die offenbar mit den friiheren », v’ 
vom Teiler p, p’ tibereinstimmen. Gleichzeitig aber sieht man, daB dies 
die einzigen gemeinsamen Wurzeln von g = 0 und g,=0 sind. Man er- 
hilt also auf rationalem Wege eine Gleichung G(v, f) = 0, deren Wurzeln 
genau die transformierten Funktionen der Determinanten v, v’ vom Teiler 
p, p’ sind. Da die Ausgangsgleichungen rationale Koeffizienten hatten, 
so ist das auch bei G der Fall. 
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§ 6. 
Die Multiplikatorgleichungen. 


Bekanntlich laBt sich jede Funktion der Gruppe € darstellen als 
Quotient von zwei multiplikativen innerhalb 7 reguliiren Funktionen. Dabei 
besteht bei Ausiibung einer Substitution der Gruppe € die Beziehung 

we +8 WE +6) _ ~o (yt + 8-7 f(t. E 
f(Sex5> vee) — (VE + 0)? (8 + 8) PFE, &). 
Die Zahl p heiBt das Gewicht von f. 

Zuniichst zeigt sich, daB man solche Funktionen aus den Theta- 

fanktionen erhilt. Die Formeln fiir die lineare Transformation der Theta- 


funktionen gehen, auf die Substitutionen von Ul angewandt, in die folgen- 
den iiber: 





9,( + 4 , rte) = c(yé +d) * (t+ 0) *o,¢, &). 


k ist eine Charakteristik, welche durch die Transformation und die Cha- 
rakteristik i bestimmt ist. Die Konstante ¢ ist fiir alle Thetafunktionen 
dieselbe, sie ist eine gewisse 8. Einheitswurzel, die uns hier nicht weiter 
interessiert. Nun ist z.B.J3, d.h. das Produkt der 4. Potenzen aller 
geraden Thetanullwerte, eine multiplikative Funktion der Gruppe 11 vom 
Gewichte 20 und bleibt auBerdem noch ungeindert bei Vertauschung von 
£, & mit Wechsel des Vorzeichens. 


2* 














E. Hecxs. 


Ich setze nun 
n(&, §’) = TiE, e), 


wenn die Norm der Grundeinheit «¢ gleich — 1 ist, dagegen 


n(&, &) = Ji(E, &) - Ji (eé, 8) 

im andern Falle. Dann ergibt sich leicht folgendes: 
Sei 
e§+6B 7 _ @F+6 ¢ 
g= yé+a’ g _ yi’+a’ (é) so S(§) 
eine Transformation mit total positiver Determinante v, v’. Dann bleibt 
die Funktion 
(sete a’ + r) 


n Per 7 ey 
p(é, &) = (vé + 6) (ye + 0)" — rete Ete 


ungeindert bei allen Substitutionen Z von €, fiir welche SLS-' wieder 
eine Substitution von € ist. 

Wenn a, f,y,¢ teilerfremd sind, so kann man y = 0 voraussetzen, 
und dann zeigt man, dab m mit f,, f,,-- ,f,, durch eine algebraische 
Gleichung mit rationalen Zahlkoeffizienten verbunden ist. Algebraische 
Gleichungen dieser Art mégen Multiplikatorgleichungen heiBen. 

Es ist leicht zu sehen, daB die Wurzeln der Multiplikatorgleichungen 
sich rational durch f,,---,f,, und die entsprechende Wurzel F(S£) der 
Transformationsgleichung ausdriicken lassen. Die Koeffizienten der Multi- 
plikatorgleichung fir g sind offenbar ganze Funktionen von /,,-- -, /,,. 
Dagegen ist das nicht der Fall in der Transformationsgleichung fiir F(&, &’). 
Die Koeffizienten kénnen nimlich unendlich werden fiir solche Argumente 
E, &, fiir die eine Beziehung 

wf+B wi +8 

veto? ye+e~° 
besteht. Dabei ist (**) irgend eine Transformation, zu der die betreffende 
Gleichung gehért. 





2. Kapitel. 
Einige Saétze aus der Theorie der relativ-quadratischen 
K6orper. 


§ 7. 
Zahlklassen und Idealklassen. 


Es sei k ein total reeller algebraischer Zahlkérper und K ein relativ- 
quadratischer Kérper, der durch Adjunktion von VA erzeugt werde. Ksei 
total imaginar. In diesem Paragraphen sollen nun die Beziehungen ent- 
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wickelt werden, welche zwischen den Klassen iquivalenter Zahlen und 
gewissen Idealklassen in K bestehen, analog, wie das fiir den absolut- 
quadratischen Kérper der Fall ist*). Die Ableitung dieser Beziehungen 
soll hier méglichst ohne Benutzung der Theorie der quadratischen Formen 
in k geschehen, sondern in direktem Anschlu8 an die Idealtheorie in K, 
da dies, wie mir scheint, zu einer wesentlichen Vereinfachung fiihrt. 

Ist nun D die Relativdifferente von K, so ist das Ideal } — D* ein 
Ideal in k. Wenn D kein Hauptideal ist, so gibt es keine ,,Relativbasis“ 
in K, d.h. keine zwei ganzen Zahlen Q,, 2, von der Art, daB sich in der 
Form @,Q, + «2, mit ganzzahligen Koeffizienten « in k alle ganzen Zahlen 
von K darstellen lieben. Man mu in diesem Falle entweder auf die 
Ganzzahligkeit der Q Verzicht leisten oder sich mit Idealen statt der Q 
begniigen**). Ich definiere nun: 

Zwei ganze Zahlen B, und B, heifen eine Relativbasis eines Ideals W 
in K, wenn sich alle Zahlen von & in der Form 


a, B, + «,B, 
darstellen lassen, wo «,, a beliebige ganze Zahlen in k sind. 


Aus dieser Definition folgen sofort mehrere einfache Siitze: 
Wenn & eine Relativbasis B,, B, besitzt und eine Zahl 


A= «,B, + «,B, 
durch ein Produkt a& teilbar ist, wo a ein in k liegendes Ideal ist, so 
sind auch @, und a, durch a teilbar. 
Wenn YW eine Relativbasis besitzt und 8 ein mit Y& aiquivalentes Ideal 
ist, so hat auch % eine Relativbasis. 
Ist B,, B, eine Relativbasis von M, so ist jedes Zahlenpaar 


B,’ = «B, + BB,, 
B,’ = vB, + 6B, 


dann und nur dann wieder eine Relativbasis von U, wenn a, B, y, d ganze 
Zahlen in k sind, deren Determinante «ad — By eine Einheit ist. 

In dem Grundkérper & soll fiir die Ideale zunichst der weitere Aqui- 
valenzbegriff gelten, wonach zwei Ideale aiquivalent sind, wenn ihr Quotient 
eine Zahl in k& ist. In k gibt es dann eine ganz bestimmte Idealklasse A 
von der Art, daB aD gleich einer den Kérper K erzeugenden Zahl VA 
gesetzt werden kann, wenn a ein Ideal der Klasse A ist. Es gilt der Satz: 





*) Vgl. H. Weber, Elliptische Funktionen und algebraische Zahlen. 2. Aufl. 

**) Beziiglich der Relativbasis vgl. A. Speiser, Die Theorie der biniren quadra- 
tischen Formen mit Koeffizienten und Unbestimmten in einem beliebigen Zahlkérper, 
Dissertation Gottingen 1909, § 2. 
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Alle und nur diejenigen Ideale in K besitzen eine Relativbasis, deren 
Relativnorm in k der Klasse A angehirt. 

Beweise: Es sei s die Substitution der Relativgrappe von K. Hat 
dann ein Ideal &% in K eine Relativbasis B,, B,, so ist die Determinante 


Ss = 
\=VA 
8B, sB, | V4, 
zu setzen, und diese ist offenbar gleich &-sU%-D. Daraus folgt, ‘dab 
W-sM der Klasse A angebért. 
Umgekehrt: SeiaD=VYA und &A-sU&~a in k&. Dann wile ich 
unter den Idealen der Klasse = ein solches 8 aus, welches prim zu seinem 


relativkonjugierten ist. Nun ist a®~Y& und folglich aB-sB~1 in k; 
ich setze aB-sB gleich einer Zahl « in k und bestimme eine Zahl f ink 
aus der Kongruenz 


6 + VA = 0(mod 208), 
was offenbar stets méglich ist. Dann sind die Zahlen a, Bor 


Relativbasis fiir 2B. Denn jede durch a teilbare Zahl in K hat die Form 


+7 = d wo § = O(a) und » ganze Zahlen in k sind. Ist eine solche 


Zahl durch aB teilbar, so muB € durch aB und folglich auch durch 
aBsB’ = a teilbar sein, w.z.b.w. Da a®B eine Relativbasis besitzt, so hat 
auch das iquivalente Ideal & eine solche. 

Die Gesamtheit der Klassen, deren Relativnorm in k die Klasse A ist, 
sei mit G bezeichnet. Jedem Ideal von G ordne ich dann eine Zahl rt zu, 
und zwar den Quotienten zweier Relativbasiszahlen, welcher positiv ima- 
gindren Teil hat. Gehért dann t zu YU, so gehdrt auch are zu YU, wenn 
a, 6, y, 8 ganze Zahlen in k sind, deren Determinante ad — By eine Ein- 
heit ist, und zwar wegen des festen Vorzeichens des Imaginarteiles eine posi- 
tive Einheit. Zwei Zahlen, welche durch eine derartige Transformation aus- 
einander hervorgehen, sollen iquivalent (im weiteren Sinne) heiBen. Offenbar 
gehért dann zu zwei fquivalenten Idealen dasselbe System iquivalenter 
Zahlen. Die Zahlen tr, welche auf solche Weise den Idealklassen von G 
zugeordnet sind, zeichnen sich dadurch aus, daB sie einer in k liegenden 
quadratischen Gleichung geniigen, deren _,,Primitivdiskriminante“*) gleich 
D* ist. Man sieht auch das Umgekehrte: Ist ar?+ Br+y=—0 die 
quadratische Gleichung in & fiir eine Zahl t aus K und ist die Primitiv- 


diskriminante esr = D*, wenn a = (a, B, y) ist, so gehért + als Zahl 


DI 


eine 


*) Vgl. A. Speiser, 1. c., 8. 3. 
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zu einer bestimmten Idealklasse, z. B. zu dem Ideal («, —fry » Wenn 


«>0. Uber die Klassen des Systemes G ist nun noch folgendes zu 
sagen: Seien C,, C,. zwei Klassen aus G. Da nach Voraussetzung C,-sC, = A, 
C,:sC, =A in k ist, so ist der Quotient C,C.-* eine solche Klasse, deren 
Relativnorm in k der Hauptklasse angehért. Man sieht dann sofort die 
Richtigkeit des folgenden Satzes ein: 

Die Gesamtheit derjenigen Klassen in K, deren Relativnorm in k die 
Hauptklasse ist, bildet eine Gruppe EZ. Die einzelnen Klassen seien 
E,, E,,-++,H,. Ist dann C eine beliebige Klasse des Systemes G, so 
erhalt man alle und nur die Klassen von G@ in der Form 


E,C, B,C, --+, B,C. 


Ich untersuche nun den Zusammenhang der Zahlklassen t, die zu ver- 
schiedenen Idealklassen von G gehéren. Es sei & ein Ideal der Klasse C, 


und Q,, Q, eine Relativbasis von YU, wobei 5 = Tt einen positiv imaginiren 
Teil habe. Ist dann € ein Ideal aus einer der Klassen E,, so hat auch 
EY eine Relativbasis Q,’, Q,’, wobei wieder a =t’ positiv imaginiiren 
Teil habe. Da nun die Basiszahlen Q,’, Q,’ durch & teilbar sind, so 
miissen die Gleichungen bestehen 


Q) = «@Q, + BQ,, P at +6 
- t= ; 
Q = 7Q, + OQ, yore 


wo «, 6, y, 8 ganze Zahlen in k& sind und «d — By > 0 ist. Daraus folgt, 
indem man die Relativnorm bildet, 

€E-sE—ad — py. 
Ist der gréBte gemeinsame Teiler von € und s€, der in & liegt, etwa 
das Ideal n, so ist offenbar n= (a,8,y, 4). Damit ist folgender Satz 
bewiesen: % 

Wenn die Zahl v>O des Korpers k in K in das Produkt zweier 
Ideale E€ und s€ zerfiillt, wobei n das grifte in E aufgehende Ideal von k 
ist, so existiert fiir eine beliebige Klasse C von G immer eine solche Trans- 
formation der Determinante v vom Teiler nu, daB eine zu C gehirige Zahl t 
dadurch in eine 2u EC gehirige Zahl iibergeht. 

Ist im besonderen v eine Primzahl in k und zerfillt v in K in 
$-sB, so erhilt man durch Ausiibung aller Transformationen mit der 
Determinante v auf eine zu C gehorige Zahl « nur zwei Zahlklassen, welche 
wieder 2u Idealklassen aus G gehiren, niimlich zu %-C und zu s$- C. 
Diese beiden kinnen im besonderen Falle noch einander gleich werden, wenn 
nimlich B ~ sY% ist. 
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Wenn jede Einheit in k(YA) bereits Einheit des Grundkérpers ist, 
so zeigt man sehr einfach, daB es genau ebensoviel nicht Aquivalente 
Transformationen der Determinante vy = na* vom Teiler a gibt, welche 
wieder zu Zahlen von G fihren, als es Darstellungen von n als Relativ- 
norm eines Ideals 3 in K gibt, das durch kein Ideal von & teilbar ist. 

Diese Sitze bleiben im wesentlichen richtig, wenn man statt des 
ganzen Kérpers K einen in ihm enthaltenen Ring mit dem Fiihrer f zu- 
grunde legt. Als Ring wird dabei die Gesamtheit derjenigen ganzen 
Zahlen in K bezeichnet, welche nach dem in k liegenden Ideal f einer 
Zahl des Kérpers k kongruent sind. Man hat sich dabei nur auf reguliire 
Ringideale zu beschrianken und ordnet dann die Zahlen mit der Primitiv- 
diskriminante f** den Klassen reguliirer Ringideale zu. 


§ 8. 
Die Transformationen der Zahlen des Relativkérpers in sich. 


Von besonderer Bedeutung fiir die spiiteren Anwendungen sind die- 
jenigen Transformationen, welche Zahlen von XK in sich tiberfiihren. Be- 
ziiglich der Teilbarkeit von Zahlen eines Ringes gelten zunichst noch 
folgende einfache Sitze, welche ich bei der weiteren Untersuchung brauche: 

Ist B,, B, eine Relativbasis eines reguliiren Ringideals 8 im Ringe 
mit dem Fiihrer f und ist eine durch 8 teilbare Ringzahl 


A = aB, + AB, 
durch a% teilbar, wo a ein zu f primes Ideal in & ist, so sind « und ~ 
durch a teilbar. Ist dagegen p ein Faktor von f in & und A auch durch 
p teilbar, so sind @ und # dann und nur dann auch durch p teilbar, 
wenn eine Zahl 4A ebenfalls dem Ringe angehért, wo 4 =>; eine Zahl 
in k und q zu f prim ist. 

Sind A, B zwei ganze Zahlen in K, deren Produkt dem Ringe an- 
gehért, und ist A eine reguliire Zahl des Ringes, so gehért auch B dem 
Ringe an. 

Nun sei t eine Zahl, die einer Idealklasse des Ringes mit dem Fihrer f 
zageordnet ist. Und es existiere eine Transformation derart, dab 
arp. 
yt+a 
Ist nun etwa t dem Quotienten zweier Basiszahlen Q,, 2, des reguliren 
Ringideals 8 gleich, so folgt aus obiger Gleichung fiir eine noch zu be- 
stimmende Zahl M 


‘= 


MQ, = «Q, + BQ,, 
MQ, —_ yQ, + dQ. 





ey 
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Daraus ergibt sich zuniichst, daB M eine ganze Zahl in K ist, da 
ja—M B 
Y d—M 
sein muB. Ferner erhilt man die Beziehung 
M-sM= ad — By. 
Aus dem letzten der zu Anfang angefiihrten Hilfssiitze folgt, daB M eine 
Zahl des Ringes sein muB, da MQ, und MQ, diese Eigenschaft hat. 
Es muf also zuniichst die Determinante der Transformation die Relativ- 
norm einer ganzen Zahl des Ringes sein. Haben dann noch a, B, y, 3 
den gripten gemeinsamen Teiler e, so muB e in M aufgehen. Ist dann 


noch ein gemeinsamer in k gelegener Teiler von s und a vorhanden, 


a 


etwa p, so muB p offenbar in dem Fiihrer f aufgehen. Wenn nun 


i= > eine Zahl in & ist und q zu f prim, so darf 7M nicht mehr im 


Ringe liegen, weil sonst a, B, y, d auBer e noch einen gemeinsamen Teiler 
hitten. Ist umgekehrt M eine solche durch ¢ teilbare Zahl des Ringes, 
daB 4M nicht mehr im Ringe liegt und mit 4-sM auBer q keinen in k 
liegenden gemeinsamen Teiler hat, so gibt es fiir jede Zahl t mit der 
Primitivdiskriminante f?D* eine Transformation mit der Determinante 
v=M-sM und dem Teiler e, welche t ungeindert laBt. 


g 9. 
Singulire relativquadratische Zahlen. 


In den niachsten Paragraphen werden die Modulfunktionen fiir solche 
Argumente £, &’ untersucht werden, welche relativquadratische Zahlen in 
bezug auf den Kérper k(YD) sind. Dabei sind &, &’ Wurzeln in k(YD) 
liegender quadratischer Gleichungen mit konjugierten Koeffizienten. Es 
sollen nun die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir auf- 
gestellt werden, daB zwei solche Zahlen ein singulires Wertsystem in dem 
friiher definierten Sinne bilden. 

Ein Wertsystem &, £’ hief singulir, wenn eine Gleichung 

a+ pi+ PE + ck =—0 
besteht, wo a,c rationale, 6, ’ konjugierte Zahlen in k(YD) sind. Die 
Kigenschaft, singulair zu sein, bleibt erhalten, wenn ich auf &, & gleich- 
zeitig eine Transformation mit konjugierten Koeffizienten in k ausiibe. 


Es geniigt daher, die Werte £=/A, & =/A’ zu untersuchen, wo A 
eine total negative Zahl in k ist. Dann zeigt sich: 
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£, & ist dann und nur dann singuliir, wenn es eine Zahl 1 in k gibt, 
derart, daB Ai? eine rationale Zahl ist, oder was dasselbe ist, wenn der 
Korper K(é, YD) aufer k(VD) noch einen anderen quadratischen Unter- 
korper enthiilt. 

Ist nimlich Ad? =r eine rationale Zahl, so ist 14’E&’ + r = 0 eine 
singulire Relation fiir die £, &’. Andrerseits muB eine singulire Relation 
zwischen £, &’ eine der Formen B§ + f’t’=0 oder a + c&E’=0 haben. 
Die erste Form liefert Af* = A’p’*, also ist Af* rational, die zweite Form 
ergibt a?= c?AA’; daraus folgt, dab die Norm von ““ gleich 1 ist, daher 
ist “4 der Quotient . zweier konjugierten Zahlen in k, folglich bat man 


Ar? = - ny, a. h. gleich einer rationalen Zahl, was zu beweisen war. 


3. Kapitel. 
Die komplexe Multiplikation der Modulfunktionen. 


§ 10. 
Die Klasseninvarianten. 


Ebenso wie in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen sollen 
nun hier die friiher definierten Funktionen der Gruppe SU bezw. SE 
untersucht werden, wenn man fiir die Argumente gewisse ausgezeichnete 
Zahlenwerte einsetzt, welche dadurch charakterisiert sind, daB sie eine 
Transformation héherer Ordnung in sich besitzen. 

Die Gruppe derjenigen Transformationen, deren Determinante eine 
total positive Einheit ist, sei wieder mit GS bezeichnet. Es bedeute 
fis fe» -+*,> f, as Fundamentalsystem von rationalen Funktionen dieser 
Gruppe, wie es im ersten Kapitel dieser Arbeit definiert ist, und es sei 
F= uf, + tfet+-:++Uaf,, wobei die u unbestimmte Parameter be- 
deuten. 

Ich betrachte nun eine Transformation 


5+ p_ekte 
o— ete? Std ee 2 ad —py=yv, 


der gréBte gemeinsame Teiler von «, 6, y, 0 sei a. Die transformierte 
Funktion F(S§) ist dann Wurzel einer Transformationsgleichung 


G(F(S6), fy, fe, ie fn) es 0, 


deren Koeffizienten rational von « und den /,(&) mit rationalen Zahl- 
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koeffizienten abhingen. AuBerdem besteht fiir die f, selbst ein System 
algebraischer Gleichungen, ebenfalls mit rationalen Zahlkoeffizienten, welches 
wieder mit H=0 bezeichnet sei. Die tibrigen Wurzeln der Transformations- 


gleichung sind F (i pa 4 PEE), wobei entweder x9 —wi=—ev und 





(x, #, 4, @) =a oder xg — wis = ev’ und (x, uw, 1, @) =a’ ist, und « eine 
total positive Einheit ist. 

Wenn nun die transformierten Funktionen fiir gewisse Argumente den 
urspriinglichen gleich sind, so wird das System algebraischer Gleichungen 


G(F@®), fis-+s nm) = 9, H=0 


erfiillt. Die f;, gebildet fiir ein solches besonderes Argumentensystem, sind 
also Lésungen dieser algebraischen Gleichungen. Ist umgekehrt F’ eine 
Lésung derselben (identisch in den w), so sind zwei wesentlich verschiedene 
Fille méglich, je nachdem die Argumente &£, &’, fiir welche F' diesen Wert 
annimmt, singulair sind oder nicht. Im letzteren Falle muS wieder sein 
entweder 
= Se an ETE 
) biere = Fm rete 
oder 
_ —xf'+o ,_ E+ 
b) oir +e? : —VE+e" 
da ja die urspriinglichen und die transformierten Argumente nach © dqui- 
valent sein miissen. Ich zeige zuniichst, daB im Falle b) die Argumente 
£, & notwendig singular sind. Sind nimlich die beiden Gleichungen in b) 
voneinander unabhingig, so folgt 
5 a SE — ht or +) 
(4x'— ¥e)E + (—A2u'+ e@')’ 


und fiir § ergibt sich daraus die quadratische Gleichung 
(An’ — 29) 8 + E(A'u — du’ + ee’ — xx’) + xu’ — wo’ = 0. 
Die Diskriminante derselben hat den Wert 
(xx' + 99’ — dy’ — i'u)?— dvr’, 
ist also eine rationale Zahl. Nach §9 folgt daraus, daB &, & ein singu- 
lires Wertsystem ist. Ist aber die eine Gleichung in b) eine Folge der 


andern, so muB es eine Zahl « geben, welche folgende vier Gleichungen 
erfiillt: 


—x=ag, o=—ax, w=—au', —l—al. 


Daraus folgt 


, 


Aw =1'u- 


aa’ =1, 
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Dann kann man @ in die Form ua setzen, und die eine der beiden 
Gleichungen b) nimmt die Gestalt an: 


— AnVDEE' + onVDE + xnVDE —unVD=0, 
und das ist eine singuliire Relation: 

Damit ist folgender Satz bewiesen: 

Ist F(é, &) eine Lésung des Gleichungssystemes G = 0, H=0, d. h. 
sind die transformierten Funktionen f, den vrspriinglichen gleich, so ist 
£,&’ entweder ein singuliires Wertsystem, oder es tritt der Fall a) ein. 
Auch die scheinbaren Lésungen, welche eventuell dadurch auftreten kénnen, 
daB die in G auftretenden Nenner verschwinden, sind dann unter der ersten 
Méglichkeit einbegriffen. 

Die erste Aufgabe ist nun, diese beiden Klassen von Lésungen auf 
rationalem Wege voneinander zu trennen. Die singuliiren Lésungen kénnen 
in dem Fall b), wenn die beiden Gleichungen dort nicht unabhiingig von- 
einander sind, endlich viele Kontinua bilden. Die Kroneckersche Elimi- 
nationstheorie gestattet zuniichst, diese Lisungen auf rationalem Wege 
von denjenigen abzusondern, welche aus diskreten Punkten bestehen. Da 
andererseits fir die diskreten singuliren Lésungen noch algebraische Glei- 
chungen mit rationalen Koeffizienten bestehen, welche durch die nicht 
singuliren Argumente nicht befriedigt werden, so kann man schlieBlich 
durch rationale Operationen ein Gleichungssystem mit rationalen Koeffi- 
zienten erhalten: 

9g ra(F’) = 0, 


dessen siimtliche Wurzeln die Funktionen F sind, gebildet fiir alle diejenigen 
nicht singuléren Argumente £, &’, welche zwei Gleichungen der Form a) 
erfiillen*). 

Dann iniissen £, &’ Wurzeln konjugierter quadratischer Gleichungen in 
k(VD) sein, und es treten die Siitze des zweiten Kapitels in Kraft. Jede 
Zahl £ bestimmt dann im Sinne dieser Ausfiihrungen einen Ring in einem 
relativquadratischen Kérper und gehért hier zu einer bestimmten Ideal- 
klasse dieses Ringes. Ist nun € die Gruppe derjenigen ganzzahligen Trans- 
formationen in k, deren Determinante eine total positive Einheit ist, so 
gehéren alle mit § nach € fquivalenten Zahlen zur selben Idealklasse. Ich 
werde nun in dem Kérper K(§’) die Festsetzung treffen, daB zu den Ideal- 
klasseri immer die Zahlen mit negativ imaginirem Bestandteil gehéren sollen. 
Alsdann gehért jedes Argumentpaar £, §’, welches einer Gleichung a) geniigt, 
zu einem ganz bestimmten Paar von Idealklassen zweier Ringe in den 
Kérpern K(§) und K(&’). 


*) Dabei kann auch gleich angenommen werden, dab g, a(2") = 0 jede Wurzel 
nur einfach enthilt. ; 
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Es kénnen nun die Kérper K(&) und X(&’) miteinander identisch 
sein, sogar auch die durch § und §’ bestimmten Ringe, ohne daB &, €’ sin- 
gular sind. Es miissen dann &, &’ einen Galoisschen Kérper vierten Grades 
bestimmen, der nur einen quadratischen Unterkérper enthilt, d.h. die 
Gruppe dieses Kérpers mu zyklisch sein. Der Typus fiir solche Kérper, 
wie sie hier in Betracht kiimen, ist etwa der Kérper der fiinften Einheits- 
wurzeln. Dieser Fall soll aber in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt 
werden. 

Ist nun K(€) von K(§’) verschieden, so ist der Kérper K(é, &’) ein 
Galoisscher Kérper vom Grade 8. Da er einen nicht-normalen Unterkérper 
enthilt, eben K(£), so kann seine Gruppe weder Abelsch sein noch mit 
der Quaternionengruppe iibereinstimmen. Sie ist dadurch vollstiindig be- 
stimmt*), da es auBer diesen nur noch eine einzige Gruppe vom Grade 8 
gibt. Sie besitzt finf Untergruppen vom Grade 2, davon sind vier nicht 
Normalteiler, und drei Untergruppen vom Grade 4. 

Was nun die Zuordnung von Zahlenpaaren &, & zu den Ringideal- 
klassen anbetrifft, so ist noch zu beriicksichtigen, ob die Norm der Grund- 
einheit ¢ in k(YD) gleich — 1 ist oder nicht. Im ersteren Falle gehéren 
— und «& (¢ > 0) zu derselben Idealklasse, sie sind aber nach der Gruppe 
€ nicht aiquivalent. Die zweite Zahl des Paares ist Wurzel der in k(YD) 
konjugierten Gleichung mit negativ imaginirem Teil. Ist das erste Paar 
also &, &’, so ist das zweite «&, «'(st’), wobei st’ die zu &’ relativkonju- 
gierte Wurzel ist. Die beiden Zahlenpaare gehéren also doch zu ver- 
schiedenen Paaren von Idealklassen beider Ringe. Ist aber N(«) gleich 
+1, so entsprechen die Klassen nach der Gruppe € fiquivalenter Zahlen & 
umkehrbar eindeutig einem gewissen Systeme von Idealklassen des durch & 
bestimmten Ringes. 


§ 11. 


Die Klassengleichung. 


Ich fiihre nun folgende Bezeichnungen ein. Es sei &,, &,---, &, ein 
volistindiges System nach der Gruppe € iniiquivalenter Zahlen, die zu 
einem Ring mit dem Fihrer f gehdren, und VA sei etwa eine Zahl, welche 
den Relativkérper K(§) erzeugt. Dann setze ich 


9(h, 2) = | [(@—Fé,, &) 


n=1 


*) Vgl. H. Weber, Lehrbuch d. Algebra. II. 2. Aufl. § 31. Dort findet sich 
iibrigens ein Versehen beziiglich der Anzahl der Untergruppen 4. Grades, welche dort 
zu 1 angegeben ist. 
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und nenne diese Funktion von x die zu dem Ringe f in K(VA) gehérige 
Klassenfunktion. Die Wurzeln von g =0 sind die zu diesem Ringe ge- 
hérigen Klasseninvarianten. In F kommen noch die unbestimmten Para- 
meter ,, %,---,, Vor, die man eventuell in jedem einzelnen Falle durch 
geeignete rationale Zahlen ersetzen kann. 

Es mu8 nun bewiesen werden, daf diese Funktion rationale Zahl- 
koeffizienten besitzt. Dieser Nachweis gestaltet sich hier wesentlich kom- 
plizierter als der entsprechende Beweis fiir die elliptischen Modulfunktionen. 
Ich will mich daher hier darauf beschriinken, den Satz fiir die Ringe mit 
dem Fiihrer 1 zu beweisen. 

Es kommt (A, f; z) in allen und nur denjenigen Funktionen 9,,a(") 
des vorigen Paragraphen vor, bei denen <"v oder e"v’ die Relativnorm einer 
ganzen Zahl des Ringes f von den in § 8 niaher bezeichneten Eigenschaften 
ist. Nun sei etwa g, ,(x) eine dieser Funktionen, in welchen eine be- 
stimmt gegebene Klassenfunktion m(A, 1; 7) als Faktor enthalten ist. 
Dabei soll der Kérper K(VA) von K (Va’) verschieden sein, und der Ein- 
fachheit halber nehme ich noch an, das y jeden Primfaktor nur einfach 
enthalt. Diejenigen Kérper und Ringe, deren Klassenfunktionen auBerdem 
noch in g, ,(~) aufgehen, sind dann dadurch gekennzeichnet, daB "vy oder 
ée"v' gleich der Relativnorm einer ganzen Zahl des betreffenden Ringes 
ist, welche durch kein Ideal in k(/D) teilbar ist. Es muB also e"y oder 
e"v’ in dem betreffenden Kérper zerfallen. Nun seien (A,, f;) alle m von 
(A, f) und (A’, f’) verschiedene Ringe anderer Kérper, deren Klassenfunk- 
tionen p(A,, f,; 2) ebenfalls in g, ,(x) aufgehen. Dann gibt es nach einem 
Satze von Hilbert*) unendlich viele Primideale p,, von der Art, daB 

(5)--1, ()--1 ()-+1 i= 1,8,---m 
wobei man noch die p zu allen f; prim annehmen mag. Eine gewisse 
Potenz von p,, etwa z,— p,%;, ist dann immer eine Zahl in k(YD) und so 
beschaffen, daB zx; gleich der Relativnorm einer ganzen Zahl des Ringes 
(A,, f,) ist, welche durch kein Ideal in k(YD) teilbar ist. Dann kommt 
aber offenbar o(A,, f;; 2) in In,,1(2) als Faktor vor, wihrend (A, 1; 2) 
sicher nicht Faktor von Gn, 1(2) ist. Bildet man also den gréBten ge- 
meinsamen Teiler der (m+ 1) Funktionen 


9,,1(2); In,,1 (2) i= 1,2---m 
und dividiert g, ,(z) durch ihn, so bleibt eine Funktion h,(x) zuriick, deren 


Wurzeln die Klasseninvarianten fiir solche Ringe sind, welche in dem 
Kérper K(V/A) oder K(VQ’) liegen, darunter auch der Ring mit dem Fihrer 1, 


*) Hilbert, Relativquadr. Zahlkérper, Math. Ann. Bd. 51. 
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d.h. es ist h,(z) durch o(A4,1;2) teilbar. h,(x) hat offenbar wieder 
rationale Zahlkoeffizienten. Nun kann man g(A4,1;2) auf rationalem 
Wege auch noch von den anderen Faktoren in h,(#) trennen. Dazu brauche 
ich den von Herrn Furtwingler*) bewiesenen Satz, daB es in jeder Ideal- 
klasse eines KGérpers, d. h. eines Ringes mit dem Fiihrer 1, unendlich viele 


Primideale gibt, und zwar so, daB > ¥e" erstreckt iiber alle Primideale 
einer Klasse, divergiert. Daraus kann ich niimlich mit Benutzung der 
Resultate von Herrn Weber schlieBen, daB es in der Hauptklasse des 
Kérpers unendljch viele Primideale gibt, welche nicht in der Hauptklasse 


eines gegebenen Ringes liegen. Ligen nimlich alle Primideale der Haupt- 
klasse des Kérpers, abgesehen von endlich vielen Ausnahmen, auch in 


dem Ringe in der Hauptklasse, so wiirde die > xe erstreckt tiber die 


Primideale der Hauptringklassen, divergieren uud nach den Sitzen von 
Weber**) giibe es dann in jeder Klasse des Ringes unendlich viele Prim- 
ideale. Da es aber mindestens eine von der Hauptklasse verschiedene 
Klasse im Ringe gibt, welche im Kérper in die Hauptklasse fillt, so giibe 
es auch in dieser Ringklasse unendlich viele Primideale, welche alle im 
Kérper Hauptideale werden, was gegen die Voraussetzung ist. 

Es sei nun z eine solche Zahl in k(YD), welche in K(VA) in zwei 
verschiedene Primideale der Hauptklasse der K6érper zerfillt, die aber in 
einem gegebenen Ring f in K(VYA) nicht Hauptideale sind: z= $8 - sf. 
Nun kénnte es sein, daB x’ in zwei Hauptideale des Ringes zerfiele. Ist 
das der Fall, so bestimme ich ein Primideal p in k(VD), so daB pp’ prim 
za dem Fiihrer und 


4 dA’ A 

G)-+1, (G)--1, ah (F)=--1 
ist. Eine geniigend hohe Potenz p* wird dann sicher Relativnorm einer 
Zahl A des gegebenen Ringes, wahrend p’ in K(VA) nicht zerfallt. Dann 
ist aber die Zahl x-p* = @ in dem Kérper in zwei Hauptideale zerfall- 


bar, die nicht in der Hauptklasse des Ringes liegen kénnen, wihrend 9’ 
weder im Ringe noch im K6rper eigentlich zerfallbar ist. Betrachte ich 


nun die Funktion h(x) im Falle, dab (4) =—1, dagegen h(x) im 
andern Falle, so kommt darin sicher g(A, 1; x), aber nicht (A, f; 2) 


als Faktor vor. Ahnlich kann man nun fiir jeden Ring verfahren, dessen 
Klassenfunktionen etwa in h,(x). vorkommen, und erhilt dann vermittelst 





*) Furtwingler, Existenzbeweis f. d. Klassenkérper, Math. Ann. Bd. 63. 
**) Weber, Uber Zahlengruppen in algebraischen Zahlkiérpern, Math. Ann. Bd. 49. 
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rationaler Operationen schlieBlich die Klassenfunktion (A, 1; x) allein. 
Diese muB daher auch rationale Zahlkoeffizienten haben, was zu be- 
weisen war. 


§ 12. 
Die Zerfillung der Klassengleichung. 


Wihrend der bisherige Teil der Untersuchung wesentlich parallel 
zu den Entwickelungen in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen 
verlief, gelangen wir jetzt an einen Punkt, wo die Analogie aufhért. Es 
kommt nun erst eigentlich die Tatsache zur Geltung, daB in unseren 
Funktionen zwei Argumente verfiigbar sind. 

In dem 2. Kapitel war gezeigt worden, daB die Zahlen &, deren 
Primitivdiskriminanten gleich der Diskriminante von K(§) in bezug auf 
k(VD) sind, einem gewissen System von Idealklassen zugeordnet werden 
konnten. Dieses letztere war durch die Forderung definiert, daB die 
Relativnorm eines jeden Ideals dieser Klassen im Grundkérper einer festen 
Klasse angehéren sollte. Es folgte daraus ohne weiteres, daB man alle 
Klassen dieses Systems in der Form 


K, A, K, A, ae K,A 

darstellen konnte. Hierbei war A eine feste beliebige Klasse unseres 
Systems, wihrend K,, - - -, K, diejenigen Idealklassen in K(£) waren, deren 
Relativnorm in k(YD) der Hauptklasse angehért. Im Grundkérper war 
dabei der weitere Aquivalenzbegriff in Geltung. Nun sollen in k(VD) 
zwei Ideale aquivalent heiBen, wenn ihr Quotient eine total positive Zahl 
in k(VD) ist. 

Es werde zuerst vorausgesetzt, daB die Norm der Grundeinheit gleich 
+ 1 ist. Dann zerfallt die Gruppe der K,,---, K, in zwei Teile, je nach- 
dem die Relativnorm eines Ideals von K, eine total positive Zahl ist, oder 
nicht. Bedeutet P,, P,, ---, P,, das System der Klassen, deren Relativ- 
norm in k(YD) in die engere Hauptklasse fillt, so laBt sich das System 
der obigen Idealklassen in folgender Form schreiben: 


P,A, P, A, “- P,A, 

P,B, P,B, oe P, B, 
wobei A und B zwei geeignet gewihlte Klassen sind. Entsprechend 
dieser Einteilung zerfallen auch die Zahlen £ in zwei Reihen, und es wird 
nun gezeigt werden: 

Durch Adjunktion der reellen quadratischen Irrationalitit YAQ' zer- 

fallt die Klassengleichung (A, 1; 2)=0 in zwei Gleichungen vom 
Grade hi’. 
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Man erhilt die Wurzeln x = F(é, &) einer jeden, wenn man fiir & 
die Zahlen je einer Reihe einsetzt. 

Um diese Zerfillung auszufihren, mu eine Multiplikatorgleichung 
herangezogen werden. Es bedeute p ein solches Primideal in k(YD), 
welches in K(VA) in das Produkt zweier verschiedener Primideale y 
und s$ zerfillt, wihrend p’ unzerlegt bleibt. Ein solches existiert. Dann 
bestimme man eine solche Potenz 9%, daB man %* gleich einer Zahl TT 
in K(VA) setzen kann, und x=—TI-sTT. Da = eine total positive Zahl 
ist, so gibt es fiir unsere Modulfunktionen f eine Transformationsgleichung, 
welche zu den Transformationen mit der Determinante x oder x’ vom 
Teiler 1 gehért: G(F'(S8), f,, fr,--+f,.) =. Ferner gibt es eine dazu 


gehérige Multiplikatorgleichung J/(u, f,,---,f,,)=0, deren Wurzeln 


w= “(yg + 8)(y'F + 8°) sind (vgl. § 5). Die w lassen sich im all- 


gemeinen rational durch die F'(S€) und die f,(&) ausdriicken. Diese 
Darstellung versagt, wenn F(S§) gleich einer konjugierten Wurzel von 
G = 0 wird. Wenn ich nun fir & eine Zahl aus K(VA) einsetze, welche 
zu den Idealklassen in diesem Kérper gehért (und entsprechend &’), so 
gibt es nach den Siitzen von § 7 genau zwei iniquivalente Transforma- 
tionen der Determinante x vom Teiler 1, welche £ in eine ‘quivalente 
Zahl transformieren; daher hat F’(é, §’) denselben Wert wie diese beiden 
transformierten F'(S§), und G(v, f,, f2,--+f,) = 0 hat dann zwei gleiche 
Wurzeln. Nun geniigt die Funktion uw + F'(S€) fiir beliebige unbestimmte 
Parameter u,, u,--- in J einer algebraischen Gleichung 


O(u + F(S§), hy he» tee: i, =0 


mit rationalen Koeffizienten. Wenn ich nun als Argumente die eben 
genannten Zahlen & & einsetze und frage, welche gemeinsame Wurzeln u 


diese Gleichung ® = 0 fiir alle u,, u,,--- hat, so sieht man aus dem oben 
Gesagten, daB es zwei gemeinsame Wurzeln 
1, — "SO (yg + a) (ai + 0, ((=1,2) 


gibt, entsprechend den beiden iniiquivalenten Transformationen S, und §,, 
welche € in fiquivalente Zahlen iiberfiihren. Daraus folgt, daB die sym- 
metrische Funktion mw, + u, sich rational mit rationalen Koeffizienten 
durch F(&, &’) ausdriicken léBt. Die Form dieser Funktion hingt offen- 
bar nur von a ab und ist fiir alle Zahlen & mit den obigen Eigenschaften 
die gleiche. Wenn nun S,£ mit & fquivalent ist, so kann man aus den 
Formeln fiir die lineare Transformation der Thetafunktionen den Wert 
von w, ermitteln und zwar auf folgende Weise: 


Mathematische Annalen. LXXI. 
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Ist E-= und (B,, B,) Relativbasis eines Ideals 8, so hat die Basis 
von TTS die Form 
A, = «,B, + 6,B,, 
A, = 7,B, + 0,B, 
Andererseits ist & aquivalent mit x und es gibt daher eine Zahl M, sodab 
A, = M(B, + 6B,), 
A, = M(yB, + 4B,) 
Daraus folgt (M) = (TT) und 


yvE+d= (ne + 6,). 


(«, 0, —B,y, = 2). 


(ad — By =<"). 


Nun ist aber nach den Formeln der linearen Transformation der Theta- 
funktionen , 


(te <e +6) 
a ¥yF+d tee , 
rer TEES +o" = (yt +d) (y'8'+ 0’)-®. 
Folglich in unserm Falle 
uy — (M- Mm’) 
wo M’ eine gewisse konjugierte GréBe von M ist, welche offenbar aus M 
durch dieselbe Substitution der Galoisschen Gruppe hervorgeht, wie & 
aus —& Ebenso wird u, = (sM- sM’)"; also ist 
Hy + ty = (MM’)® + (sM- sM)® =a +bVAd’, 
dabei sind a, b rationale Zahlen. Wenn ich nun ein Paar von Argu- 
menten £,, &,’ finden kénnte von der Art, daB &,° aus & durch eine 


andere Substitution der Galoisschen Gruppe hervorgeht als & aus £, so 
wiirde mw, + mw, einen andern Wert erhalten, indem dann offenbar statt der 
rechten Seite der Ausdruck 
(M - sM’)* + (sM - M’)*® 

stiinde. Ein solches Paar von Argumenten liBt sich aber leicht finden. 
Ist nimlich etwa g eine ganze Zahl in k(YD) mit negativer Norm, die 
in K(VQ) zerfallt, so gibt es eine Transformation der Determinante Q 
(wenn @ > 0), welche die Zahl & iiberfiihrt in eine Zahl & mit derselben 
Primitivdiskriminante. Ich will etwa annehmen, da dies eine einfache 


Multiplikation sei; dann hat man als Argumente in F' einzusetzen die 
beiden GréBen 


é, - e&, . = ¢ . st’, 


und diese erfiillen offenbar die obige Forderung. Damit haben wir das 











omU.mWlUlhrrlU Ee CUD 





ee RET 


Sgn pineal A 





Hoéhere Modulfunktionen und ihre Anwendung auf die Zahlentheorie. 35 


Resultat: wu, + my laBt sich darstellen als rationale Funktion R(F¢é, &')) 
mit rationalen Koeffizienten. Es ist 


R(Fé&, t)) =a +bVAL, 


aber 
R(F(@&, 9'sé’)) —a— bVAN. 

Beide Gleichungen bleiben richtig, wenn man auf &, & solche Transforma- 
tionen mit total positiver Determinante ausiibt, welche wieder auf Zahlen 
derselben Primitivdiskriminante fiihren. Die rechten Seiten der beiden 
Gleichungen sizid sicher voneinander verschieden, wenn a2’ zu AA’ prim 
ist. Nimmt man nun die Klassengleichung g(A, 1; x) = 0 hinzu, so er- 
kennt man die Richtigkeit des zu Anfang aufgestellten Satzes. 

Nunmehr erledigt sich der Fall, daB die Norm der Grundeinheit 
gleich — 1 ist, sehr einfach. Man hat hier die Zahlen & in zwei Reihen 
zu teilen, je nachdem sie durch eine Transformation mit total positiver 
Determinante aus einer bestimmten Zahl hervorgehen oder nicht. Die 
Uberlegungen lassen sich hier fast wértlich ebenso durchfiihren, wie es 
eben geschah. Und als Resultat ergibt sich, daB auch hier die Klassen- 
gleichung p(A,1; «) = 0 in zwei Gleichungen zerfallt, wenn man VAX’ 
adjungiert. Die Argumente der Wurzeln einer Gleichung gehen aus ein- 
ander durch Transformation mit total positiver Determinante hervor. 


§ 13. 
Die algebraische Natur der Klassengleichung. 


Zum SchluB beweise ich nun einen Teil des Hauptsatzes der ganzen 
Theorie, nimlich, daB die Gleichungen, welche wir im vorigen Paragraphen 
erhielten, eine Abelsche Gruppe in bezug auf gewisse Kérper vom Grade 4 
besitzen. Den Nachweis fir ihre Irreduzibilitét kann ich noch nicht er- 
bringen. Ich werde nur zeigen, dab ihre Gruppe enthalten ist in der 
Gruppe derjenigen Idealklassen in K (VA), deren Relativnorm in k(YD) 
der Hauptklasse (im engeren Sinne) angehért. 

Der Beweis verliuft nicht wesentlich anders als bei den elliptischen 
Modulfunktionen. Ich will deshalb den Gedankengang nur andeuten. Es 
sei ~(A; x) der eine Faktor der Klassenfunktion, wie wir ihn im vorigen 
Paragraphen erhielten. Seine Koeftizienten enthalten als Irrationalitit nur 
die GréBe YAA’. Die Argumente der Wurzeln F'(é, &’) erhilt man aus 
einem beliebigen derselben durch eine Transformation mit total positiver 
Determinante. Es sei nun &, &’ ein solches Paar dieser Argumente, welches 
zu zwei Klassen gehdrt, in denen etwa die Ideale B beaw. B, liegen. Ich 
will immer nur das erste Argument beriicksichtigen, da ja das zweite 


3* 








36 E. Hecxe. 


dann eindeutig bestimmt ist, auch wenn ich nur die Klasse von 8 an- 
gebe. Ist dann § ein Primideal in einer beliebig vorgegebenen Klasse 
von K(VA), deren Relativnorm in k(YD) der Hauptklasse im engeren 
Sinne angehért, und etwa za = $%-s, so gibt es Transformationen der 
Determinante x, welche & in eine Zahl der Klasse $B iiberfiihren. Ist 
diese Transformation etwa S, so gehért die Wurzel «= F(S§)) der 
Gleichung ¥(A; x) = 0 zur Klasse BB. Andererseits gibt es eine Trans- 
formationsgleichung fiir die Determinante z: 


G(F(S8), f, fay**s fn) = 0, 

in der ich noch die numerischen Werte /,(€) rational durch F((§)) aus- 
driicken kann. Wenn nun 2’ ebenfalls in K(VA) zerfiillt, etwa x= 0.-sQ, 
so gibt es unter den Wurzeln von G=0 im Allgemeinen vier, welche 
ebenfalls Klasseninvarianten fiir den Kérper K(VA) sind, d. h. fiir den 
Ring mit dem Fihrer 1. Es gibt jedenfalls genau vier nicht aquivalente 
Transformationen, davon zwei mit der Determinante 2 und zwei mit 7’, 
welche — in eine Zahl derselben Diskriminante iiberfiihren. Diese vier 
Zahlen gehéren zu den Klassen von 


SS, s$¥-B, OB, sHh-B 


oder, was dasselbe ist, zu 


$B, F-'S, 2B, O-'B. 
Durch Vergleich mit der Klassengleichung » = 0 erhilt man daher eine 
Gleichung g(x) = 0, deren Koeffizienten rational von F(&, §') abhingen 
und deren Wurzeln genau die Invarianten der obigen vier Klassen 
sind. Nehme ich nun an, daB diese vier Klassen alle voneinander ver- 
schieden sind, und dab auBerdem, wenn $$’ die kleinste Potenz ist, die in 
der Hauptklasse liegt, auch die Klasse von 0°-' von $% und $-! ver- 
schieden ist, so schlieBe ich genau so, wie in der Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen, mit Hilfe der Multiplikatorgleichung, da® man durch 
Adjunktion einer gewissen GriBe diese vier Wurzeln voneinander trennen 
kann, und somit die Invariante einer solchen Klasse $B rational durch 
die von 8 und jene adjungierte GréBe ausdriicken kann. Diese GréBe 
stellt sich dar in der Form («& + #) («’&’ + £’), wobei der zweite Faktor 
aus dem ersten durch dieselbe Substitution der Galoischen Gruppe hervor- 


geht, wie & aus &. Er definiert einen bestimmten Kérper 4. Grades, 
dessen erzeugende Zahl die Form 


VA+V4 =-VA+4'+2VAe 


hat, der also relativquadratisch in bezug auf K(VAQ’) ist. Sind nun die 
vier Klassen etwa so beschaffen, dai 


Fre, 
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so kann man mit einer leichten Modifikation ebenso verfahren wie oben; 
und wenn etwa O*-! ~ § ist, so betrachte man statt der Transformationen 
mit der Determinante x = $-s diejenigen mit der Determinante 2*-', 
welche auf die Klassen 

PUB~ PB, Pe B~ PB, OB PB, O-C-MBn YB 
fiihren. Man hat dann offenbar den letzten der eben behandelten Fille 
vor sich. Noch einfacher ist der Fall, wo 2’ in K(YA) nicht zerfallt, 
dann hat man itiberhaupt nur héchstens zwei verschiedene Klasseninvarianten 
als Wurzeln der Transformationsgleichung. 

Als Ergebnis der ganzen Arbeit kann ich jetzt folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Gegeben ein reeller quadratischer Kérper K(VD). Es sei & eine 
total negative Zahl in ihm von der Art, dag die Zahl YA mit ihrer 
konjugierten YX’ einen Galoisschen Kirper vom Grade 8 definiert. Es 
lezeichne & eine Zahl mit positiv imagindrem Teil in K(YA), deren 
Primitivdiskriminante gleich der Relativdiskriminante von K(Y A) in beeug 
auf k (VD) ist, und & die Konjugierte in K(VQ’) mit negativ imaginiérem 
Teil. Dann bilde ich die Modulfunktion F der zwm Kérper k(V D) ge- 
hirigen Modulgruppe, setze als Argumente diese Zahlen &, &' ein und er- 
halte als Wert von F eine algebraische Zahl u von folgenden Eigenschaften: 

u geniigt einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten, 
deren Grad 2h’ doppelt so groB ist wie die Anzahl derjenigen Idealklassen 
in K(VQ), deren Relativnorm in k(YD) der engeren Hauptklasse an- 
gehirt. Nach Adjunktion von VAL’ zerfiillt diese Gleichung in zwei 
Gleichungen vom Grade h’. Nach Adjunktion der Gripe VA+VAQ' fiir 
die eine dieser Gleichungen, von VA — VAX fiir die andere, werden beide 
Gleichungen Abelsch. Ihre Gruppe ist als Untergruppe enthalten in der 
Gruppe derjenigen Idealklassen von K(Y A), deren Relativnorm in k(V D) 
der Hauptklasse in engerem Sinne angehéort. 

Die zu adjungierenden GréBen YA + VA’, welche die Gleichung vom 
Grade h’ fiir u zu einer Abelschen machen, sind definiert durch die 
Forderung, daB der durch sie erzeugte Kérper iibereinstimmt mit dem 
Kérper der symmetrischen Funktionen von § und &’. ‘ 

Ubrigens resultiert natiirlich derselbe Kérper 8. Grades, wenn man 
ausgeht von der Modulgruppe ftir K(VAA’). Die Untersuchung der vier 
so erhaltenen Kérper K(w) und ihres Zusammenhanges wird dann die 
Aufgabe einer weiteren Arbeit sein. 
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Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme. 
(Zweite Mitteilung.)*) 
Von 


Avrrep Haar in Gottingen. 


Einleitung. 


In der Theorie der Reihenentwicklungen nach einem orthogonalen 
Funktionensystem kann man zwei Arten von Fragestellungen unter- 
scheiden. 

Man denkt sich erstens eine Funktion f(s) gegeben und bildet in 
bezug auf das gegebene Orthogonalsystem 


1 
J} 9,(8) 9,(8)ds =0 (p+q), 
$1(8), Pe(8), Ms(S), «°° 0 
fo, 2(s)ds—= 1 (p=1,2,---) 
0 


die Fourier-Reihe dieser Funktion 


(1) wi(s),f £(8) p(t) at + p(s), [FO pet) at + - +3 


man sucht nun solche Eigenschaften der Funktion f(s) zu bestimmen, 
vermége deren man itiber die Konvergenz, Divergenz und Summierbarkeit 
der Reihe (1) entscheiden kann. Zu wesentlich tieferen und schwierigeren 
Siitzen gelangt man aber 

durch die zweite Fragestellung. Man denkt sich dabei eine nach den 
Funktionen des gegebenen Orthogonalsystems fortschreitende itiberall kon- 
vergente Reihe 


(2) p(8) = a, 9, (8) + My Py(8) + 4 H(8) + --- 


(mit konstanten Koeffizienten a,, a,,---) gegeben, die eine Funktion ¢(s) 
darstellt, und fragt, welche Eigenschaften sich daraus fiir die dargestellte 


*) Die vorliegende Arbeit ist bis auf unwesentliche Anderungen mit meiner im 
Dezember 1909 der Gdttinger philosophischen Fakultiit vorgelegten Habilitationsschrift 
identisch. 
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Funktion ableiten lassen. Insbesondere ob die Koeffizienten der Reihe (2) 
die Fourier-Koeffizienten dieser Funktion sind, d. h. ob 


1 


a, = { p(t) y,(t) at (p=1,2,---) 


ist, und — was ein spezieller Fall dieser Frage ist — ob alle Koeffizienten 
der Reihe (2) verschwinden miissen, wenn g(s) iiberall gleich Null ist. 

Diese zweite Art von Problemstellung riihrt von Riemann her, der 
zuerst die hier aufgeworfenen Fragen fiir den Fall der trigonometrischen 
Reihen in seiner beriihmten Habilitationsschrift in Angriff nahm. Die 
daran ankniipfenden Arbeiten von Cantor und Du Bois-Reymond beant- 
worten insbesondere die zuletzt gestellten Fragen. 

Was nun die Theorie der allgemeinen orthogonalen Funktionensysteme, 
insbesondere die mit den trigonometrischen Funktionen nahe verwandten 
Sturm-Liouvilleschen Funktionen*) betrifft, so hat man sich bis jetzt aus- 
schlieBlich mit der ersten Art von Fragestellung beschiaftigt; ja man be- 
schrankte sich sogar mit geringen Ausnahmen einfach darauf, Kigen- 
schaften der Funktion f(s) anzugeben, auf Grund deren man auf die 
Konvergenz der Reihe (1) schlieBen konnte. Ich habe in meiner Inaugural- 
dissertation**) die Divergenztheorie und Summationstheorie der allgemeinen 
Orthogonalsysteme in Angriff genommen. Fiir die Sturm-Liouvilleschen 
Systeme ergab sich dabei***) das Resultat, dab die Differenz der n'" Teil- 
summe der Fourier-Reihe und der Sturm-Liouvilleschen Reihe einer im 
Lebesqueschen Sinne integrablen Funktion an jeder Stelle gegen Null kon- 
vergiert, woraus ich schloB, daB die auf die Fouriersche Manier gebildete 
Sturm-Liouvillesche Reihe einer Funktion an einer Stelle konvergent, diver- 


*) Man gelangt zu diesen Funktionensystemen aus dem sogenannten Eigenwert- 
problem der Differentialgleichungen. Dieses Problem besteht darin, diejenigen Werte 
des Parameters 2 zu bestimmen, bei denen die Differentialgleichung 


d du 
ig (P@G.) + 4@)u+au—o (p(x) > 0) 
eine Lisung besitzt, die an zwei Stellen, etwa «=a und «=f homogene Rand- 
bedingungen erfiillt, beispielsweise 
du du cs 
7 — towne fir «=a und qa + uO fir «=—6. 
Man zeigt nun, daB es, wenn die Funktionen p(x) und q(x) bestimmte Stetigkeits- 
bedingungen befriedigen, stets abziihlbar viele solche Parameterwerte gibt und dab 
die zugehérigen Lisungen ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem bilden. 
**) ,,Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme“, Dissertation, Gdttingen. 
Abgedruckt Math. Ann. 69 (1910), 8. 381—371. 
“) Vergl. S. 30 meiner Dissertation (8S. 355 des genannten Annalenbandes). 
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gent bew. summierbar ist, je nachdem die in dhnlicher Weise gebildete Kosinus- 
reihe dieser Funktion an dieser Stelle konvergent, divergent bzw. summierbar ist*). 

Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist nun, die Theoreme jener 
fiir trigonometrische Reihen auf Riemann zuriickgehenden Theorie fiir die 
allgemeinen Sturm-Liouvilleschen Reihen zu entwickeln. Es gelingt, alle 
Siitze dieser Theorie in sinngemaBer Weise auf diese Funktionensysteme 
zu tibertragen; insbesondere beweisen wir 

den Cantorschen Eindeutigkeitssatz, d. h. den Satz, daB alle Koeffi- 
zienten der Sturm-Liouvilleschen Reihe 


@, Uy (2) + ay Uy(%) + a, u,(%) + --- 
verschwinden, wenn die Reihe iiberall Null darstellt.**) 

Ferner wird das Analogon des Du Bois-Reymondschen Satzes ab- 
geleitet, der aussagt, daB die Koeffizienten der iiberall konvergenten Reihe 
U(x) = G, Uy (X) + ay uy(x) + a, Uy(x) + --- 
auf die Fouriersche Manier aus u(x) gebildet werden, wenn diese Funktion 
dem Betrage nach fiir jeden Wert von x unterhalb einer oberen Grenze bleibt. 

SchlieBlich erhalt man die den Riemannschen Bedingungen fiir die 
Darstellbarkeit durch eine trigonometrische Reihe analogen notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen fiir die Darstellbarkeit einer Funktion 
durch eine Sturm-Liouvillesche Reihe. 

Die Grundlage dieser ganzen Untersuchung ist aber ein Satz, der in 
dieser Theorie dieselbe Rolle spielt, wie das bekannte Riemannsche Theorem 
in der Lehre der trigonometrischen Reihen. Der betreffende Satz Riemanns, 
der das Hauptresultat seiner Abhandlung bildet, ist folgender: Die trigono- 
metrische Reihe mit gegen Null konvergierenden Koeffizienten 

f(x) -> (a, cos nx + b, sin nz) 
n=0,1,2,°-- 
konvergiere an der Stelle =a. Riemann bildet daraus, indem er jede 
trigonometrische Funktion in dieser Reihe durch den zugehdérigen nega- 
tiven Eigenwert, d.h. durch — n?*, dividiert***), eine neue Reihe 


*) Dieser in meiner Dissertation bewiesene Satz enthilt als Spezialfille die 
Theoreme, die seitdem von Herrn W. Stekloff in seiner Note ,,Solution générale du 
probléme de développement d’une fonction arbitraire...“, Roma Acc. Linc. Rend. 1910, 
auf andere Weise abgeleitet wurden. 

“™) Dieser Satz wurde fiir die nach den Legendreschen Polynomen fortschreiten- 
den Reihen von Dini bewiesen. Diese Reihen sind aber keine reguliiren Sturm-Liouville- 
schen Reihen, da in der Differentialgleichung der Legendre-Polynome p(z) = 1 — «* 
fiir «= -+ 1 verschwindet. 

“*) Es ist naimlich 


da? cos nx ad* sin nx 


dz +n? cosnz=0, + n*sinna = 0. 


dz* 
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b, sin nx 
F(2) Meds a,, COS = fi 
die offenbar gleichmaBig Rie ot und eine stetige Funktion darstellt; 
er zeigt nun, dab 
F(a+0)—2F F(a— 
L (a+-9) rie) ts (a—8) = f(a) 


ist. — Betrachten wir nun ein beliebiges Sturm-Liouvillesches Funktionen- 
system 





0, (2), vg(2), us(2), --°, 
das obwa « aus der ee apie 


+Qv+iv=0 
entspringt*), und sei 4, der zu v,(z) gehérige Eigenwert. Wir werden 
dann im AnschluB an das obige Theorem folgenden Satz beweisen: 
Ist @,, dy, @3,-+~- eine gegen Null konvergierende Zahlenfolge und kon- 

vergiert die Reihe 
(3) F(2) = a, ¥,(2) + ay vg (2) + ay 05(2) +--- 
an der Stelle z= a, so konvergiert die neue Reihe, die wir dadurch er- 
halten, daB wir in (3) jede Funktion durch den zugehirigen negativen Eigen- 
wert (— i,) dividieren 

Fi) =-— . v, (2) — zt v, (2) — : v3(2) — 
absolut und gleichmiifig fiir jedes z und stellt daher eine stetige Funktion F(z) 
dar. Wir beweisen ferner die Limesgleichung 

F 6)—2F F(a—é 7 

Le + O@) Fa) =f). 

Man leitet aus diesem allgemeinen Theorem sodann mit Leichtigkeit die 


oben genannten Verallgemeinerungen des Cantorschen und Du Bois-Rey- 
mondschen Satzes ab. 


§ 1. 
Die Verallgemeinerung des Riemannschen Theorems. 


Um das Orthogonalsystem u,(x), u,(x),--- zu studieren, das aus der 
Differentialgleichung (mit analytischen Koeffizienten p(x), q(z)) 


(4) ~ (p(x) 5") + q(a)u+iu=0 (p(x) > 0) 


*) Es ist keine wesentliche Einschrinkung, da8 wir die Differentialgleichung 
in dieser speziellen Form angenommen haben, da sich die allgemeine Gleichung durch 
eine einfache Transformation auf diese Form bringen laSt, vgl. 8. 52 der vor- 
liegenden Arbeit. 
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bei der Randbedingung 


(6) $“—hu=0 fir c—« und $“+ Hu—0 fir c—8 


entspringt, wenden wir auf die vorgelegte Differentialgleichung eine in 
_ dieser Theorie iibliche Transformation an, die von Liouville herrihrt. 
Wir setzen 


Zz = { (pw) Fae, v(2) = (p(x))* u(x). 


Unsere Differentialgleichung geht dann in die neue Differentialgleichung 
(4’) a2 +Qv+iv—0 

iiber, wobei Q(z) eine durch die Funktionen p(x), g(x) leicht ausdriick- 
bare analytische Funktion bedeutet. Die Randbedingungen werden 

(5’) i” _ h'v =0 fir «= 0, a 4 Hv =0 fiir ¢ =a, 

wobei wir der Einfachheit halber 


s 
1 
fwwy? dz=ax 


angenommen haben, was man ja durch eine Maultiplikation der unab- 
hingigen Variablen stets erreichen kann. Wir bezeichnen die Sturm- 
Liouvilleschen Funktionen, die aus der Differentialgleichung (4’) ent- 
springen, mit 

v,(2), v,(2), v;(2), rt 


die zugehérigen Eigenwerte mit 4, und beweisen unsere auf 8. 40 und 
41 ausgesprochenen Theoreme vorab fiir dieses Funktionensystem. 
Wir nehmen zu diesem Zwecke an, daB die unendliche Reihe 


f(2) = a, 0, (2) + a, v%(2) + as v5(2) +--+, 
deren Koeffizienten a,, a,, a4;,--- gegen Null konvergieren, an der Stelle 


z=a konvergiert und bilden — zuniichst ganz formal — die unend- 
liche Reihe 

4,U,(2) a,v,(2) av, (2) 
(6) FG) = — S38 — She SA... 


von der wir behaupten, daB sie absolut und fiir jeden in Betracht kommenden 
Wert von z gleichmipig konvergiert. Um dies zu zeigen, benutzen wir eine 
von Liouville herriihrende und von Hobson*) verschirfte asymptotische 





*) London Math. Soc. Proc. (2) 6 (1908), S. 349. 
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Darstellung des n‘*" Gliedes unseres Orthogonalsystems und des n‘" Kigen- 
wertes: . 


v, (2) — ve cos nz + Be) a + =) : 
4 (n+ ft); 


wobei die analytischen Funktionen A(z), «,(z) und die GréBen y, unterhalb 
einer von » und zg unabhingigen Grenze A bleiben. 

Aus diesen Formeln entnehmen wir unmittelbar, daB die Funktionen 
v, (2) unterhalb einer von » und z unabhiingigen oberen Grenze bleiben 
und daS die Summe der reziproken Eigenwerte 


1 1 1 
7a"? 


(7) 


absolut konvergiert; daraus schlieBen wir, daB die Reihe (6) absolut und 
gleichmaBig konvergiert und eine stetige Funktion F(z) darstellt. 
Um den Gedankengang nicht zu unterbrechen, bemerken wir schon 
hier, daB die unendliche Reihe 
n* 
> (1 ” -) 
n=1,2,-°- 
absolut konvergiert, da ihr n** Glied fiir hinreichend grobe Werte von n 
dem Betrage nach kleiner als 
A(2n*+- A) 


n® (n a= sy 
ist. 


Fiihren wir zur Abkiirzung fiir den zweiten mittleren Differenzenquo- 
tienten einer beliebigen Funktion ®(z) an der Stelle ¢ = a die Bezeichnung 
Dj %(a) = (a+ 4) — 29(a) + O(a—8) 

he 6? 
ein, so lautet der die Verallgemeinerung des Riemannschen Theorems dar- 
stellende Satz, den wir nun beweisen wollen, folgendermafen: 


(8) Liege” + @@) Fta)} = fla). 





Der Grundgedanke des Beweises ist der, dab man von der Reihe 


6) F@=-->#.@-->¢ (/= cos na + P@sinne 5 s9'6)) 
n= 1, 2,3,--- n=1, 2, 8,--- 

sukzessiv bestimmte Teile abspaltet, bei denen man leicht den Limes des 

zweiten mittleren Differenzenquotienten berechnen kann, bis man zu 

einem Rest gelangt, auf den unmittelbar das Riemannsche Theorem an- 

wendbar ist. 
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Unser Beweis zerfallt danach in drei Teile. 
Wir berechnen zuerst deri in (8) angedeuteten Limes fiir die unend- 
liche Reihe 


F@)-- Se, 
n=1,2,--- 
die das letzte Glied von F(z) darstellt und deren absolute und gleich- 
miBige Konvergenz aus der fiir alle » und ¢ giiltigen Ungleichung 
|a,(2)|<A folgt. Bilden wir nun den (8) analogen Limes fiir das 
n“ Glied dieser Reihe, so finden wir — mit Riicksicht darauf, daB v,(z) 
die Differentialgleichung (4’) befriedigt — nach einer kleinen Rechnung: 


(9) wy) == 54. [HE + Ca.) =(1- F)[V 2 cosms +2 sins] 
+ x4 . n(#) +o Be) a ) sinnz + 28'(z2) cosnz 


+ Q(z) (V2 cos nz + Me) sin nz) |, 


wobei B'(z) und f(z) die Ableitungen von A(z) nach z bedeuten. Aus 
der bewiesenen absoluten Konvergenz der Reihen 


n* 1 
> (1 ~ i) a dy 
und aus dem Umstande, daB die in eckigen Klammern stehenden Ausdriicke 


unterhalb einer von » und zg unabhiingigen Grenze bleiben, schlieBen wir 
unmittelbar, dab die unendliche Reihe 


> 4,1, (2) 
n=1,2,--- 
absolut und gleichmiBig konvergiert. Aus denselben Griinden ist auch 
die Reihe 
Q(z) «,, (2) 
n*i,, 


n 
n=1,2,--- 


gleichmaBig konvergent, woraus unmittelbar die gleichmiBbige Konvergenz 
der Reihe 


-D at Se => 4,08) +> st QC) &(2) 


n= 1, 2,--- n=1,2,--- n=1,2,--- 


folgt, die also den Limes des zweiten Differenzenquotienten von F,(z) an 
der Stelle ¢ =a darstellt, und wir erhalten folglich: 





ao) —L {7 iD iw +0) St “()) S$" a,1,(a). 


n=1,2,- n=1,2,-- 
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Um in déhnlicher Weise den entsprechenden Limes fiir die Funktion 
F,(z) = -2% ‘(V2 cos nz + Pe) sin ns| 
* n=l,3, 


zu berechnen, beachten wir, daB fiir zwei beliebige Funktionen f(z) und g(z) 

die Identitit 

Dy (f'@) - p@) = fle + 8) Dip (z) + [p(2) — p(e—9)] [fe + 8) — Fe—9)] 
+ 9 (2) Df() 

gilt. Wenden wir diese Identitiét auf die Funktion F(z) fir die Stelle 

¢ =a an, so erhalten wir, wenn wir noch zur Abkiirzung 

K,(a, 8) = sin n(a+8) Di B(a) + [8 (a) — B(a—d)][sinn(a+0)—sinn(a—a)} 


setzen, die Relation 





Dy F, D; » Si 
(ll) — a) Pas 2 V = cosna + a(a) 2 sr 
n=1,2,- n=1,2,--- 
+ Ly ie K,(a, 8). 
n=1,2,-- 


Der zweite Teil unseres Beweises besteht nun darin, daB wir zeigen, daB 


)L ; Pts *, K,(a,8) = 6"(a) >" a oo @>s ir cos na 


> emaene n=1,2,--- n=1,%,-- 


ist. In der Tat, die beiden rechtsstehenden unendlichen Reihen 


: =— und Ds —" cos nz 
n=1,2,--- n=1,2, 
konvergieren fiir jeden Wert von z geishentbig, und es stellt daher die 
erste den Limes der unendlichen Reihe 
a, sin n(z + 6) 
i, n 
n=1,2%,+-- 


fiir 6 = 0, die zweite aber den Limes der unendlichen Reihe 


a, [sin n(z¢-+-d) — sin n(z—9@)| 
4,” 20 
n=1,%)--- 
fir 6=0 dar. Daraus folgt aber mit Riicksicht auf die zweimalige 
Differenzierbarkeit der Funktion B(z) unmittelbar die Limesgleichung (12). 
Wir fihren den Beweis unseres Satzes zu Ende, indem wir drittens 

zeigen, daB auch der Limes der ersten beiden Glieder in (11) existiert, 
d.h. indem wir die Limesgleichung 
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(13) 1, [ee >ev2 cos na + B(a) Di DS sin 


ae eens 4 1,2, -- An . 
ae = ‘V2 cos —- HO 2 ~ sinna 


beweisen. Zu diesem Zwecke bemerken wir, dab der links unter dem 
Limeszeichen stehende Ausdruck sich auf die Form 


“ dann! 
=D [te VE cnn + 0) 42 nse] (™ 


n— 


2 


bringen laBt. Schreiben wir fiir den Augenblick A, fiir den Ausdruck in 
den eckigen Klammern, so liuft unsere Behauptung auf den Beweis der 


Limesgleichung 
2 


sinn 5. 
L Ps A, 7 ->)A, 
d=0 n=1,2,--- oe n=1,2,--- 


hinaus. Das ist aber genau der Satz, den Riemann in seiner Habilitations- 
schrift beweist (vgl. Werke, 8. 245). 


Durch Addition der Limesgleichungen (10), (12) und (13) ergibt 
sich aber 


La” + e@)F(a)} = 2 ela) = f0)s 


damit ist unser Satz in allen Teilen bewiesen. 

Wir kénnen aus diesem Satze eine Anwendung auf die Darstellbar- 
keit einer Funktion durch eine Sturm-Liouvillesche Reihe machen: 

Wir sagen im AnschluB8 an die analogen Definitionen von Riemann, 
daB die Funktion f(z) durch die Sturm-Liouvillesche Reihe 


> ba. () 
n=1,2,--- 
ydarstellbar“ ist, wenn die unendliche Reihe 
. b 
F(e) = — >) 2%.) 
n=1,2,--- 


eine stetige Funktion F(z) definiert, die so beschaffen ist, dab 


L (rar + C@) FO} -f©) 


ist. Es ergibt sich dann aus unserem allgemeinen Theorem der folgende 
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Satz, der eine Verallgemeinerung eines in der Riemannschen Habilitations- 
schrift fiir trigonometrische Reihen bewiesenen Satzes ist: 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB eine Funk- 
tion f(2) durch eine Sturm-Liouvillesche Reihe mit gegen Null konvergieren- 
den Koeffizienten darstellbar sei, sind, dap eine stetige Funktion F(z) 
existiere von der Beschaffenheit, dap 


L (75° + e@ F@} -1© 
ist und daB die Zahlenfolge 
hy J F (2) v, (2) dz 
5 


mit wachsendem n gegen Null konvergiere. 

Es bietet auch keine prinzipielle Schwierigkeit, die zweite dieser Be- 
dingungen in der Weise umzuformen, wie es bei Riemann in der genannten 
Abhandlung geschieht. 





§ 2. 
Der Eindeutigkeitssatz. 


Bevor wir zu dem Beweise dieses Satzes kommen, wollen wir zwei 
Bemerkungen vorausschicken. 
1. Ist 


La, v,(4) = 0 
fiir jeden Wert von z im Intervall (0,2), so ist 
La, = 0. 
Es folgt nimlich aus der asymptotischen Darstellung des nn" Gliedes 
unseres Funktionensystems durch die Liouville-Hobsonsche Formel, dab 


man, wenn ein beliebig kleines Intervall [«, 6] gegeben ist, einen Index m 
derart bestimmen kann, daB jede der Funktionen 


Yn41(2)> Vng2(2)> Um4s (2), °° 


an mindestens einer Stelle dieses Intervalls dem Betrage nach gréBer 


als $ ist. Herr Osgood hat nun bewiesen, dab unsere Behauptung, die 


fiir trigonometrische Funktionen zuerst von Cantor bewiesen wurde, fiir 
jedes Funktionensystem richtig ist, das die genannte Higenschaft besitzt.*) 


*) Vgl. G. Cantor, J. f. Math. 72; Math. Ann. 4; und Osgood, Amer. Trans. 
Math. Soc. 10. 
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2. Ist F(z) eine stetige Funktion von der Beschaffenheit, dab 
Diy F( | 
LG? + e@ Fe) =0 

ist fiir jeden Wert von z in einem Intervall, wobei Q(z) eine stetige 
Funktion bedeutet, so ist F(z) sicherlich eine in diesem Intervall zweimal 
stetig differenzierbare Funktion und eine Lésung der Differentialgleichung 

Pi Al ° 
(14) oa + Q(s) F(z) =0. 


In der Tat, es folgt aus dem bekannten Schwarzschen Theorem unmittel- 
bar, daB 


F(z) = ~ (few F(t) dtd® + c2+ ¢, 
00 


ist, woraus man vermége der Stetigkeit von (Q(z) schlieBt, dab F(z) zwei- 
mal stetig differenzierbar ist und die Differentialgleichung (12) befriedigt. 
Nehmen wir nun an, es gebe eine Reihe 


(15) @, 0, (2) + yy (4) + a, 05(2) +---, 
die im ganzen Intervall gegen Null konvergiert. Vermége unserer ersten 
Bemerkung schlieBen wir aus der Konvergenz dieser Reihe, dab die Zahlen- 
folge a,, 4, 4,,--- gegen Null konvergiert; daher ist die unendliche Reihe 
(16) (6) = — S046) — Hey(e) — ey (e) —-- 
gleichmaBig konvergent und stellt eine stetige Funktion V(z) dar. Unser 
in § 1 bewiesenes Theorem lehrt nun, daf fiir jedes z 
yy V (2) - 
L [7 + Q@ Va} =0 
d=0 
ist, woraus wir mit Hilfe der zweiten Bemerkung folgern, dab V(z) eine 
Lésung der Differentialgleichung 
av ' 
ast + (2) Vz) = 9 


ist. Da die Reihe (16) gleichmaBig konvergiert, so ist eine gliedweise 
Integration dieser Reihe gestattet und wir schlieBen daraus, daB die 
Koeffizienten dieser Reihe die Fourier-Koeffizienten von V(z) in bezug auf 
das betrachtete Orthogonalsystem sind; d. h. es ist 


- “. = {V%) v,(2) de (n = 1, 2, 3, ---). 
Da aber v,(z) ein Integral der Differentialgleichung*) 
— A,v,(2) = 0, (2) + Q(2) 0, (2) 





*) Die Akzente bedeuten Differentiationen nach z. 
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ist, so folgt aus der letzten Formel 


a, =f V(2)[v%(2) + Q(2)0,(a)] de. 


Da aber andererseits V(z) die Differentialgleichung 
V(2) QO) =— V"(2) 
befriedigt, so erhalten wir: 


a,—{(V(@)vi(@) (2) V"@)l ae, 

oder . 

a, = [V(2)v, (@) — V'(2)0,(@)I0 (n= 1, 2,3, ---). 
Diese Formel laiBt sich mit Hilfe der Randbedingungen 

v' (2) — h’v(e) = 0 fir z=0, vo'(2) + H’v(z) =0 fir z=, 
die alle Funktionen v,(z) (vn =1,2,3,---) erfiillen, auf die Form 
a, = — Cv,(x) + Dv, (0) (n = 1,2, 3,---) 
bringen, wobei zur Abkiirzung 
C=V'(xa)+ H V(x), D=V'(0)—h'V(0) 


gesetzt ist. Mit Riicksicht auf die Formel (7) 5. 43 kénnen wir dies 
noch schreiben: 


.= ye [D —(—1)"C] + = [D«,(0) — Ca,(x)] (n=1,2,3,---). 


Da die Funktionen «,(¢) unterhalb einer von » und ¢ unabhiingigen 
Grenze bleiben, so muf 


L 4 [Da,(0) — Ca,(x)] = 0 


sein; aus dem Umstande, daB die Zahlenfolge a,, a,, a,,--- gegen Null 
konvergiert, kénnen wir also schlieBen, daB auch 


L (D —(— 1)"C) =0 
ist; d.h. es ist 
C=0 und D=0 
und folglich auch 
a,=0 (nm = 1, 2, 3,-+-). 
Damit ist unsere Behauptung bewiesen, da alle Koeffizienten der Reihe (15) 
verschwinden miissen, wenn diese Reihe im ganzen Intervall Null darstellt. 
Wir haben uns bei dem Beweise dieses Satzes der Einfachheit halber 
auf den Fall beschrinkt, daB die gegebene Reihe ausnahmslos gegen Null 
Mathematische Annalen. LXXI. 4 
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konvergiert; wir kénnten aber ohne jede Schwierigkeit eine solche Menge 
von Ausnahmepunkten zulassen, wie es in der Theorie der trigonometrischen 
Reihen iiblich ist. 


§ 3. 
Das Analogon des Du Bois-Reymondschen Satzes. 


Wenn die unendliche Reihe 
(17) @, 0, (2) + Gy0_(2) + a,05(2) +--- 
im gangen Intervall gegen eine Funktion f(2) konvergiert, die fiir jeden Wert 
von z im Intervall [0, x] dem Betrage nach unterhalb einer oberen Grenze 
bleibt, so ist 
a, = ff(2) »,(2) de (n=1,2,3,--.). 
0 


Wir beweisen den Satz wie folgt*): 
Wir schlieBen zuerst genau so wie oben aus der Konvergenz der 


Reihe (17), daB die Zahlenfolge a,,a,,a,,--- gegen Null konvergiert, und 
bilden die stetige Funktion 
FG) =- $4) — Fae) — $4) —--- 
Aus der gleichmaBigen Konvergenz dieser Reihe folgert man, dab 
— 3 - fF) v,(2) de (n=1,2,3,---) 


ist oder 


(18) a,— J F(e) [22 + Q(e) »,(2)] az 


-_ [re Q(z) v, (2) dz + fF os dz. 
0 0 
Da aber zufolge unseres allgemeinen Theorems (§ 1) 


Lr? =f) -— 0 Fe) 





*) Der Gedankengang unseres Beweises ist dem von Herrn Lebesgue bei dem 
Beweise des entsprechenden Satzes im Falle der trigonometrischen Reihen Ahnlich. 
Vergl. Lebesgue, Lecons sur les séries trigonométriques, S. 122. 
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ist, so schlieBen wir mit Hilfe des bekannten Schwarzechen Satzes und 
aus dem Umstande, daB f(z) beschrinkt bleibt*): 


F(s) = J fi (f(t) — Q(t) F(t)} dtd® + az +b, 


und wir erhalten daher: 
f F(e) “He as fi ff if (F(t) — Q(t) FO) “isl? at ao ae 


+ foc +b) Te deg (n= 1, 2,3,---). 


Da alle hier auftretenden Funktionen beschriinkt bleiben, so kann man 


in dem dreifachen Integral in der letzten Formel die Integrationsfolge 
vertauschen**), und man erhilt, indem man zuerst nach z, dann nach @ 
partiell integriert: 


fi Fe) Gn? de — J va(2) [f(@)— QC) F(e)] de + e0, (x) — 40, (#) 
— 4¥, (0) + 42,(0), 
wobei zur Abkiirzung 


= J J (f(t) — Q(t) Fit) dtde+ax+b, e=b, 


Cy -/ [f@¢) — Q(t) F@Jat —a, q=a 


gesetzt ist. Setzen wir dies in die Formel (18) ein, so erhalten wir mit 
Riicksicht auf die Randbedingungen (5’), 8. 42: 


a, ~ fis) 0, (4) de + Av,(x) + Bv,0) (n—1,2,3,---); 


A und B sind zwei von nm unabhingige Konstante, die man mit Hilfe 
der ¢,,¢,,C,,¢, und der in den Randbedingungen auftretenden Konstanten 
h’ und H’ leicht ausdriicken kann. Vermége der Hobsonschen Formeln (7) 
kann man diese letzte Gleichung auch auf die Form 


» Wir denken uns die Integrale im Lebesgueschen Sinne genommen; die 
Integrabilitét der Funktion f(z) ist dann eine Folge des Umstandes, da8 sie meBbar 
und beschriinkt ist. Vergl. Lebesgue, Legons sur les séries trigonométriques, 8. 11. 

**) Lebesgue, Intégrale, Aire, Longueur (Ann. di mat. 1902). 

4* 
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(19) a,—fr(e)e,(¢)ae +4] 1/2 +22] 43/2490] 
(n= 1,2,3,---) 
bringen. Da aber die Zahlenfolge a,,a,,a,,--- gegen Null konvergiert, 


so muB auch*) 
L{(—1)"4 + B} =0 
n=0 


sein, d. h. sowohl A— B wie auch A+ B ist gleich Null. Aus (19) 
kénnen wir daher schlieBen, dab 


a, = [fle)v,(2) de (n = 1, 2,3,---) 
0 


ist, womit unser Satz bewiesen ist. — 


Die oben abgeleiteten Siitze, insbesondere der Eindeutigkeitssatz und 
das Analogon des Du Bois-Reymondschen Theorems, die wir nur fiir ein 
Sturm-Liouvillesches Funktionensystem, das aus der spezielleren Differen- 
tialgleichung (4’) S. 42 entspringt, bewiesen haben, lassen sich mit Leichtig- 
keit auf das allgemeinste regulire Sturm-Liouvillesche Funktionensystem 


u, (2), U,(2), u(x), ange 
iibertragen, das aus der allgemeinsten sich selbst adjungierten Differential- 
gleichung 


(4) Tz (P(@) Gs) + a(2) «+ Au = 0 (p@)>0) 
entspringt. In der Tat, konvergiert die unendliche Reihe 
(20) A, U(X) + Ayuty (a) + agus (x) + --- 


im ganzen zugrunde gelegten Intervall [«, 6] gegen Null, so kénnen wir 
daraus, indem wir die unabhingige Variable x — wie bei der Liouvilleschen 


Yy tA 
Transformation — durch 2 = { [p(x)| *da ersetzen und dann die Reihe 


1 
mit [p(x)]* multiplizieren, eine Reihe 


a 
*) Da niimlich P f(2)dz im Lebesgueschen Sinne existiert und /(z) eine be- 
Ci) 
schrinkte Funktion ist, so folgt nach einem Satze von Herrn Lebesgue (I. c. S. 12) 


nm 
auch die Existenz von J [f(2)|*dz, woraus man unmittelbar auf die Limesgleichung 
0 


L { fe) v, (2) dz = 0 
n=eh 


schlieBt. 














Orthogonale Funktionensysteime. II. 53 


(20') 4, 0, (2) + ayv,(2) + a303(2) +--- 

ableiten, die nach den Eigenfunktionen einer Differentialgleichung von der 

Form (4’) fortschreitet. Da aber diese Reihe (20’) nur um den Faktor 
1 


[p(a)]* von der Reihe (20) verschieden ist, so muB sie ebenfalls tiberall 
gegen Null konvergieren; daraus schlieBen wir aber, dab 

a, =0 (n = 1, 2,3,---) 
ist. — Um schlieBlich auch das Analogon des Du Bois-Reymondschen 


Satzes fiir das Fynktionensystem u(x) abzuleiten, bemerken wir, dab 
wenn die Reihe (20) die beschriinkte Funktion f(z) darstellt, die Reihe 
1 


(20’) gegen die Funktion f(x)[p(x)]* konvergiert, die ebenfalls unterhalb 
einer endlichen Schranke liegt. Wir kénnen daher schlieBen, dab 


; 1 
a, = {f(@) [ p(a)]* v, (2) dz (n= 1, 2,3,-+-) 
0 
ist; fiihren wir x als unabbiingige Variable ein*), so erhalten wir: 
i 
a, = f(a) u,(2) da (n = 1,2,3,---), 


womit unsere Behauptung erwiesen ist. 


*) Vgl. den aibnlichen Schlu8 S. 344 meiner Dissertation (Math. Ann. 69). 
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Einleitung.*) 


Aus den Arbeiten von Fejér ist es wohl bekannt, welche hervor- 
ragende Rolle die Mittelwerte der Teilsummen in verschiedenen Fragen 
der Fourierschen Reihen spielen. 

Riemann stellte der Theorie der Fourierschen Reihen die Theorie der 
durch ihre Koeffizienten formal gegebenen, trigonometrischen Reihen an die 
Seite. Die Konvergenztheorie dieser Reihen kniipft an die Namen Riemann, 
Cantor und Du Bois-Reymond an. 

Die Fejérschen Resultate iiber Fouriersche Reihen legen es nahe zu 
untersuchen, inwieweit die Siatze der oben genannten Forscher ihre Giiltig- 
keit behalten, wenn man in der Theorie der formal gegebenen trigono- 
metrischen Reihen statt Konvergenz nur die Summierbarkeit durch Mittel- 
werte der Teilsummen voraussetzt. ; 

Es handelt sich zunachst um die Eindeutigkeitsfrage: Kann eine Funk- 
tion durch zwei verschiedene summierbare trigonometrische Reihen dargestellt 
werden? 


*) Diese Arbeit ist ein wesentlich umgearbeiteter und erweiterter Teil meiner 
Inauguraldissertation: Osszegezheté trigonometrikus sorok és dsszegezheté hatvany- 
sorok, Budapest 1908. Ein kurzer Bericht iiber die Resultate erschien in den Paris 
C. R.: Sur les séries trigonométriques (7 octobre 1907). 
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Wie bekannt, wurde die Eindeutigkeitsfrage der konvergenten trigono- 
metrischen Reihen durch den Cantorschen Satz erledigt, der sich im 
wesentlichen auf zwei Satze von Riemann und einen Satz von Schwarz 
stiitzt. : 

Die Frage nach dem Analogon des Cantorschen Satzes tritt zuerst in 
der Dissertation von Fejér auf. Er stellt sich hier der Frage skeptisch 
gegeniiber, da doch die bekannte Reihe 


= + cose +--+ + Cosma +--- 


an jeder Stelle x + 0 (mod 2z) durch sein Verfahren summierbar ist und 
den Wert Null hat. In seiner Annalenarbeit gibt er jedoch schon ein 
tiefreichendes Analogon des Riemannschen Satzes, wodurch jie Lésung 
des Problems angebahnt wurde. 

Eine diesbeziigliche Unterhaltung mit Herrn Fejér, im Sommer 1907, 
gab mir die Veranlassung, das Problem aufzunehmen. Ich habe bewiesen, 
daB tatsichlich im allgemeinen Eindeutigkeit der Entwicklung stattfindet. 
Mein Beweis stiitzt sich nebst dem obengenannten Fejérschen Satze auf 
einen neuen Mittelwertsatz, aus dem dann ein Analogon des Schwarzschen 
Satzes folgt. Um diese Siitze anwenden zu kénnen, muBte ich immerhin 
die untersuchten trigonometrischen Reihen einer gewissen Einschriinkung 
unterwerfen. 

Die Sonderstellung des obigen Fejérschen Beispieles erklart sich dann 
dadurch, daB in unserem Falle, im Gegensatz zu dem urspriinglichen 
Cantorschen Theorem, Ausnahmestellen im allgemeinen nicht zugelassen 
werden kénnen. 

Ahnlich, wie der Cantorsche, la8t sich auch der Du Bois-Reymondsche 
Satz auf summierbare trigonometrische Reihen iibertragen. 

Wir werden am Ende unserer Arbeit auf arithmetische Mittel be- 
liebiger — ganzzahliger oder nicht ganzzahliger — Ordnung eingehen. 
Dabei wird sich die Ordnungszahl 1 in gewisser Hinsicht als Grenzfall 
darbieten. Wihrend namlich die zwei genannten klassischen Siitze sich 
iibertragen lassen, wenn die Ordnungszahl der Summation k < 1 ist (fiir 
k= 1 mit der angedeuteten Einschrinkung), ist dies bei k > 1 durchaus 
nicht der Fall. . 

Die Ubereinstimmungen bezw. Gegensiitze, die sich ergeben, bieten 
auch fiir die urspriinglichen Sitze manche neue Gesichtspunkte. 
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g 1. 


Die Sitze von Cantor, Riemann, Schwarz, Du Bois-Reymond 
und Holder. 


Der Satz von Cantor*) lautet: 

Ist eine trigonometrische Reihe mit eventueller Ausnahme einer reduk- 
tiblen Punktmenge im Intervall (0, 22) konvergent und hat daselbst den 
Wert Null, so sind alle ihre Koeffizienten gleich Null. 

Die Riemannschen Sitze**), auf welche sich der Cantorsche Beweis 
stiitzt, kénnen folgendermaBen ausgesprochen werden: 

Die Koeffizienten der trigonometrischen Reihe 


(1) a, + a, cosza+b,sinz+---+a,cosnx+b, sinnx+--- 
mégen mit wachsendem n gegen Null konvergieren. Durch eine zweimalige 
gliedweise Integration entsteht aus der Reihe (1) die gleichmiBig kon- 
vergente Reihe 
’ a, x* = a, cosna + b, sinnax 
Fe)=55— > = 


n? ? 
n=1 
die natiirlich eine stetige Funktion darstellt. Der erste Riemannsche Satz 
besagt nun: 
Ist die Reihe (1) an einer Stelle x, konvergent und hat daselbst den 
Wert f(x,), so existiert der Grenswert 


lim 2 —Y— 2 Fe) + Fla +h) 
A=0 h 
und ist gleich f(a). 

Der zweite Riemannsche Satz besagt: 

An jeder Stelle x ist 

hime F(a—h) — 2 F(a) + F(x+h) ae 

A= h 

Dieser letzte Satz griindet sich allein auf die Voraussetzung, dab 
lim a, = lim 6, = 0 ist und gilt véllig unabhiingig von der Beschaffenheit 


a= ue a=@ 


der betreffenden Stelle. 


0. 


*) Cantor, Beweis, daB eine fiir jeden reellen Wert von x durch eine trigono- 
metrische Reihe gegebene Funktion f(x) sich nur auf eine einzige Weise in dieser 
Form darstellen la6t, J. f. Math. 72 (1870); Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der 
Theorie der trigonometrischen Reihen, Math. Ann. 5 (1872). 

**) Riemann, Uber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine trigonometrische 
Reihe, Gesammelte Werke (1892), S. 227. 
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Der Satz von Schwarz lautet: 
Verschwindet die verallgemeinerte zweite Ableitung 


lim Fe@t— 2F\e) +F(@e—h) 
h=0 h 





der stetigen Funktion F(x) in einem Intervalle iiberall, so ist die Funktion 
in diesem Intervalle linear. 

Cantor gebraucht bei dem Beweise seines Satzes noch das folgende 
Lemma*): ; 

Ist in jedem Punkte eines Intervalles 


lim (a, cos nz +b, sinnz) = 0, 
so ist auch f 
lim a, = lim b, = 0. 

Endlich sprechen wir den Du Bois-Reymondschen**) Satz, der den 
Cantorschen umfaBt, gleich in der schénen Fassung von Lebesgue***) aus, 
die erst durch die Einfiihrung seines Integralbegriffes ermiglicht wurde: 

Jede trigonometrische Reihe, die mit eventueller Ausnahme einer reduk- 
tiblen Menge von Stellen, im Intervall (0, 2) konvergiert und daselbst eine 
beschriinkte Funktion darstellt, ist die Fouriersche Reihe dieser Funktion. 

Der Beweis dieses Satzes griindet sich nebst den obigen Riemann- 
schen Sitzen am besten auf den folgenden Satz von Hélder+), der seiner- 
seits wieder den Schwarzschen Satz umfabt: 


*) Cantor, Uber einen die trigonometrischen Reihen betreffenden Lehrsatz, J. f. 
Math. 72. Einen viel einfacheren Beweis gibt er in der Arbeit: Uber trigono- 
metrische Reihen, Math. Ann. 4 (1871). 

Kiirzlich hat Osgood einen sehr einfachen Beweis gegeben: On Cantor's theorem 
concerning the coefficients of a convergent trigonometric series with generalizations, 
Amer. Math. Soc. Trans. 10. Fiir den Beweis vgl. auch Lebesgue, Legons sur les 
séries trigonométriques, S. 110—111. 

Cantor teilt in seiner Notiz zu dem Aufsatze ,,Beweis, daB eine etc.“ J. f. 
Math. 73 (1871), eine miindliche Bemerkung von Kronecker mit, die sehr einfach zeigt, 
daB das Lemma bei dem Beweise des Eindeutigkeitssatzes entbehrt werden kann. 
Wie leicht ersichtlich, ist das auch in unseren Untersuchungen der Fall. Wir werden 
dennoch das Cantorsche Lemma benutzen, denn durch seine Anwendung sieht man 
am natiirlichsten, welchen Einschriinkungen die Koeffizienten der summierbaren 
trigonometrischen Reihen unterliegen. 

**) Du Bois-Reymond, Abh. d. bayer. Akad. 12 (1875). 

**) Lebesgue, Sur les séries trigonométriques"', Ann. éc. norm. 1903. Vgl. auch 
fiir all diese Fragen sein vorziigliches Werk: Lecons sur les séries trigonométriques 
Paris, Gauthier-Villars 1906, 8. 110 u. ff. 

+) Holder, Zur Theorie der trigonometrischen Reihen, Math. Ann. 24, S. 183. 
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Wenn die stetige Funktion F(x) an jeder Stelle eines Intervalles eine 
verallgemeinerte aweite Ableitung besitet, deren Werte im Intervall (x, —h, 
2 +h) zwischen m und M liegen, so liegt auch der Wert 


A’ F(a», h) = Met —8 = t F(a, —h) 


§ 2. 
Die Analoga der Siitze von Riemann, Schwarz und Holder. 


Vorab miissen wir einige Bemerkungen iiber summierbare Reihen 
machen. 

Gegeben sei die Reihe 
(2) Stat: te,+°:> 
Wir setzen 

8 = Cy, Sy = OQ Hy 8 =H QE Ty, *: 

8 + 8, _ & +8, +--- +8, 
“el i i he n+1 a. » 2 


So 


"TFT, 4° 


Existiert der Grenzwert 

(3) lim 6, = s, 

so sagen wir, daB die Reihe (2) durch das Verfahren der ersten arith- 
metischen Mittel summierbar ist und nennen s ihre Summe. Wir wollen 
bis auf weiteres diese Reihen schlechthin ,,swmmierbar“ nennen. Spiter 
werden wir dieses Wort in einem allgemeineren Sinne gebrauchen. Wie 
bekannt, ist die Existenz des Grenzwertes lim s, hinreichend, aber nicht 


notwendig fiir die Existenz des Grenzwertes lim o,. Existiert aber dieser 


letzte Grenzwert, so ist, wie zuerst F ejér*) hervorgehoben hat, not- 
wendigerweise 


(4) lim Sn lim Ot N= ors - lim a—¢_.)=6, 
also auch 
(5) lim “* = lim “*—*»=1 — Q. 


Diese Bemerkung laBt sich sofort auf die trigonometrischen Reihen 
anwenden. Es ergibt sich nimlich daraus mit Riicksicht auf das Cantorsche 
Lemma der folgende Satz: 

Ist eine trigonometrische Reihe 


a, + 4, cos xz +b, sinz+---+a,cosnz+b, sinnz+--:: 


*) Fejér, Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen, Math. Ann. 58, 8. 63. 
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in einem Intervalle summierbar, so ist 


(6) lim %* — lim ** = 0, 
Dies vorausgeschickt, kénnen wir zur Besprechung der im Titel an- 


gedeuteten Siitze iibergehen. Wie gesagt, liegt das Analogon des (ersten) 
Riemannschen Satzes bei Fejér fertig vor. 


Es sei wiederum eine trigonometrische Reihe 
(7) a +a, cosx +b, sing +---+a,cosnz+b, sinnz+--- 
gegeben, deren Koeffizienten der Bedingung (5) geniigen mégen.*) Eine 


viermalige gliedweise Integration ergibt die itiberall gleichmaBig konver- 
gente Reihe 





F(2) = - + > cos NX +e sin A 
a=? 
und der sogenannte vierte mittlere Differenzenquotient von F(x) hat die 
Form 
A‘F(@,h) _ F(w+2h)—4F(2+h) + 6F(x)—4F@—h) + F(@—2h) 
h* hé 


“. mh\ 4 
c- 
~a+ SX, cos na + b, wan) (“ *): 
n=1 é * 
Der Fejérsche Satz besagt nun: 

Ist die Reihe (7) an einer Stelle x, swmmierbar mit dem Werte f(2,), 

so ist auch 
At F(a, h) 
(8) lim Se = F(a). 

Um diesen Satz bei der geplanten Verallgemeinerung der Cantorschen 
und Du Bois-Reymondschen Sitze verwerten zu kénnen, miissen wir noch 
die entsprechenden Analoga der Schwarzschen und Hélderschen Siatze ent- 
wickeln. Wir beweisen zuerst einen Mittelwertsatz, der dem Hélderschen 
entspricht und folgern aus ihm das Analogon des Schwarzschen Satzes. 

Es sei F(x) eine stetige Funktion mit stetiger aweiter Ableitung, die 

.an jeder Stelle eines Intervalles eine verallgemeinerte vierte Ableitung 
A‘ F(a, h) 
h* 
= lim 7 e+?) — 4 FO +) + OF) — Fe —M + Fe, —2h) 
om —— a a 
h=0 


O(x) = lim = 





*) Fejér, 1. c. S. 68—69. In der Fejérschen Fassung steht statt (6) eine leichtere 
Einschrinkung der Koeffizienten, wir gebrauchen aber den Satz nur in obigem 
Umfange. 
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besitet. Dann liegt der Wert 4 zwischen der oberen und unteren 
Grenze der Werte, die ® im Intervalle (x,—2h, x,+2h) annimmt.*) 

Dieser Mittelwertsatz spielt in unseren Untersuchungen eine grund- 
legende Rolle. Wir beweisen ihn durch folgenden 

Hilfssatz: Die verallgemeinerte vierte Ableitung einer unseren obigen 
Bedingungen**) geniigenden Funktion ist positiv oder Null an jeder Stelle, 
wo die zweite Ableitung ein Minimum hat, negativ oder Null an jeder Stelle, 
die einem Maximum entspricht. 

Unser Hilfssatz folgt leicht aus dem zitierten Hélderschen Satze. Es 
habe nimlich an einer Stelle 2, die zweite Ableitung ein Minimum. Wire 
die verallgemeinerte vierte Ableitung dort negativ, so wire ein /’ zu 
finden, sodaB fiir jedes h < h’ 

F(e,+ 34) — 4F (+) + — 417%, —9 + FQ—) ~ 6 
n* 
ausfiele. Also wiire 
F(a, +2h) — 2 F(a,) + F(a, —2h) F(a, +h) — 2 F(a,) + F(x, —h) 
4h? < hi? aie 


So bekiimen wir eine Folge von Ungleichungen 





Fath —1Fe)+Fe—w F(t 3)— Pet (3) 
h? 
F(, +34) — 2 F(a,)+ F (2, = .) 


iy 
—_— 


A <+++< F(a). 
Andererseits hat nach unserer Voraussetzung F(x) in x, ein Minimum, 
also hat z gewiB eine Umgebung h”, in welcher F’’(x) keinen kleineren 
Wert als F(z.) annimmt. Dann miiBte aber bei gentigend groBem xn 
zufolge des Satzes von Hélder die Ungleichung 


F(x,+")—2F@,)+F(2,—2 
? : ; me) . ( *) = F"(a) 


bestehen, was unserer obigen Ungleichung widerspricht. Aus unserem 
Hilfssatz kénnen wir unseren Mittelwertsatz auf folgende Art beweisen: 


*) h ist natiirlich so gewihlt, daB 2, —2h und x +2h im Inneren des ge- 
gebenen Intervalles liegen. 


**) In diesem Satze kann man die Stetigkeit der zweiten Ableitung auch fallen 
lassen. 
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Wir betrachten die Werte der Funktion F(x) an den Stellen 2 — 2h, 
Lp — hy %q, Lo +h, %+2h. Es gibt immer ein Polynom P,(z) vierten 
Grades von der Eigenschaft, daB an den obigen fiinf Stellen die Gleichung 
F(x) — P,(a)=0 besteht. Wir finden unmittelbar*), dab P,(x) die 
Form hat 


P,(z) = a rey ») aA +az>+ be?+ecxr+d. 





Da die stetige Funktion F(x)— P,(7) an den zwei Endpunkten und 
mindestens drei inneren Punkten des Intervalles (x — 2h, x + 2h) ver- 
schwindet, hat sie im Inneren des Intervalles wenigstens zwei Maxima 
und zwei Minima. Uberdies sind zwei Punkte, die einem Maximalwerte 
entsprechen, durch einen Punkt getrennt, der einem Minimum entspricht, 
und umgekehrt. Bei einem Maximum ist F(x) — P,’(x%) negativ oder 
Null, bei einem Minimum positiv oder Null. Also hat diese fiir stetig voraus- 
gesetzte zweite Derivierte im Innern des Intervalles («, — 2h, x + 2h) 
mindestens ein Maximum und ein Minimum. 

Es sei z. B. x, eine solche Stelle, wo F(x) — P,"(x) ein Minimum 
hat. Nach unserem Hilfssatze ist an dieser Stelle die verallgemeinerte 
vierte Derivierte von F(x) — P,(#) positiv oder Null. Das heiBt 


a» #174, 9a (2,8) _ lime A‘ a - te A‘ P,(2,, ) 
re = t=0 t* 
= lim are. _ 4 aA h) > 0. 
t=0 t 
Also ist 
(10) 2 ee <lim “ =: § = 0(2,). 


t=0 
Ist ferner x, eine Stelle, wo F(x) — P," (x) ein Maximum hat, so ist 


(11) ae”) > 0(s,). 


Durch die zwei Ungleichungen (10) und (11) ist unser Mittelwertsatz 
volistiindig bewiesen. 


Daraus leiten wir nun das gewiinschte Analogon des Schwarzschen 
Satzes her, das folgendermafen lautet: Jede Funktion F(x), die in einem 


*) In den untersuchten fiinf Punkten haben F(x) und P,(x) denselben Wert, 
also sind die Werte ihrer vierten Differenzenquotienten (die mit dem Mittelpunkt x, 
und mit der Differenz h gebildet sind) auch gleich. Aber der n Differenzenquotient 
eines Polynoms n‘* Grades ist konstant fiir jedes # und fiir jedes h und ist gleich 
dem Produkte aus »! und dem Koeffizienten des hichsten Gliedes. Aus dieser Tat- 
sache ersieht man sogleich die obige Form von P,(z), die sich natiirlich auch durch 
Rechnung leicht verifizieren lit. 
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Intervalle samt ihrer zweiten Ableitung*) stetig ist und deren verallgemeinerte 
vierte Ableitung identisch verschwindet, ist in diesem Intervalle ein Polynom 
dritten Grades. 

Es folgt nimlich aus unserem Mittelwertsatze, daB fiir jeden Wert 
von « und h**) 


(12) F(a+2h)—4F(a+h) + 6F(«) —4F(x—h) + F(x—2h) = 9. 
Wir behaupten nun, daB jede stetige Funktion, die dieser Gleichung ge- 
niigt, ein Polynom dritten Grades ist. Denn es ist fiir zwei spezielle 
Werte x, und h, 

F(a + 2hy) — 4.F' (a + hy) + 6 F(a) — 4F (a —hy) + F(x — 2h.) = 0. 
Es gibt also ein Polynom dritten Grades P,(x) von der Eigenschaft, dab 
(13) K(2) = F(x) — P,(z) = 0 
an den fiinf Stellen x, + 2h,, % +h, usw. Wir behaupten nun, daB die 
Gleichung (13) identisch besteht. Es besteht niimlich identisch die 
Gleichung 

Py (a+ 2h) —4P,(a@ +h) + 6P, (x) —4P;(a@ —h) + P,(a@— 2h) = 0, 
woraus dann in Verbindung mit (12) auch identisch 
(14) K(v#+2h)—4K(ax+h) + 6K(x2) —4K(x#—h) + K(x—2h) = 0. 
Durch wiederholte Anwendung von (14) folgt aus (13), daB auch 
(15) K(a,+nhy) = 0 (n =0, 1, 2,---). 
Es geniigt also, den Beweis des identischen Bestehens von (13) fiir das 
Intervall (z,—2h,, %+2h,) zu fihren. Dieselbe Beweisfiihrung kann 


dann auf ein beliebiges Intervall (~, + ,h,, %) + ”,h)) angewandt werden. 
Es ist aber auch 


K (a + 2h) — 4K (a+ ) + 6K(a +h) — 4K (x +*) + K(a,) = 0. 


*) Es wire der spiteren Anwendung wegen wiinschenswert, unseren Satz zu be- 
weisen, ohne die zweite Ableitung stetig vorauszusetzen. Die Funktion 
wenn «#20, 


= 2’, 
fay {7 5, ” “s0, 


liefert aber ein deutliches Gegenbeispiel. Die vierte verallgemeinerte Ableitung dieser 
stetigen Funktion verschwindet iiberall, ihre erste Ableitung ist iiberall stetig, die 
verallgemeinerte zweite Ableitung existiert auch iiberall, sie erleidet aber an der 
Stelle « = 0 einen Sprung. 

**) Die Werte x und h sind natiirlich so gewahlt, dab alle Argumente in dem 
gegebenen Intervalle liegen. 
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Indem man dies mit (13) vergleicht, erhailt man: 


(16) K («+ *}) = — K(x, +"): 
Dieselbe SchluBweise -ergibt 

a) ~ E(u +) = K(q—") 
und 

(18) K (x,—) = — K(x—"*). 


Ferner erhalt man ebenfalls aus (14) 


ine K (xy + *}*) — 4K (a) + he) + 6K (a, —"s) 
h 
— 4K (a) + K(2,+%) =0. 
Die Gleichungen (16), (17), (18) und (19) kénnen nur dann gleichzeitig 
bestehen, wenn 
8h hy h, 8 
K (x +) = K(x, +%) — K(«—%t) — K(z,—**) =0. 

Indem man die Halbierung fortsetzt, ersieht man, daB die Funktion 
K(x) in Punkten einer iiberall dichten Menge, also infolge ihrer Stetig- 
keit tiberall verschwindet, womit das Analogon des Schwarzschen Satzes 
dargelegt ist. 

Nach diesen vorbereitenden Siitzen kénnen wir uns endlich zu unseren 
trigonometrischen Reihen wenden. 


§ 3. 
Der verallgemeinerte Cantorsche Satz. 
I. Hauptsatz. Es sei die trigonometrische Reihe 
(20) a,+a,cosx+b,sinz+---+a,cosnx+b, sinnz+--- 
tiberall summierbar und die aus ihr durch zweimalige gliedweise Integration 
gebildete Reihe 


(21) My -> G, enn +h eee 


2 n? 





n=1 


gleichmipig konvergent.*) Verschwindet dann die Summe der Reihe (20) 
im ganzen Intervall (0, 22), so verschwinden auch alle ihre Koeffizienten. 


*) Diese Bedingung ist offenbar erfillt, wenn man zwei Konstanten C und 
k (k <1) angeben kann, sodab 


(22) |a,|<Cn® und |b, < Cn. 
Andererseits folgen aber laut (6) aus der Summierbarkeit die Limesgleichungen 
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Il. Hauptsatz. Konvergieren die Koeffizienten der Reihe mit wachsendem 
nm gegen Null, so bleibt der Satz auch dann noch richtig, wenn man eine 
reduktible Menge von Ausnahmestellen zuldft, d. h. solche Stellen, in welchen 
die Reihe entweder nicht summierbar, oder ihre Summe von Null ver- 
schieden ist. 

Der Beweis unseres ersten Hauptsatzes folgt nun genau dem Cantorschen 
Verfahren. Nach dem Fejérschen Analogon des Riemannschen Satzes er- 
fillt die aus (20) durch viermalige gliedweise Integration erhaltene Reihe 
die Bedingungen, die unserem Analogon des Schwarzschen Satzes zugrunde 
liegen. Diese Reihe stellt also ein Polynom dritten Grades dar: 


Cy2* + C,2°+ Cyr + C,= Pa at +> =< ses —P 
a=l1 
Damit aber diese Gleichung iiberall bestehe, miissen in ihr die nicht- 
periodischen Glieder verschwinden. Daraus folgt zuniichst 


ay =. 
; Bo) on 

(23) lim “" = lim “* = 0. 
n=0 n= "Mt 


Man ersieht aus (22) und (23), welcher Natur die Koeffizientenfolgen sind, auf welche 
unser Satz nicht anwendbar ist. 
Wir bemerken noch, daB aus der Summierbarkeit der Reihe (20) an einer 


Stelle x, leicht die Konvergenz der Reihe — +s = , also auch 
n=l 
a, cosnx, +b, sinna, 


die Konvergenz von 
n* 


folgt. In der Voraussetzung der 
a=1 

Konvergenz von (21) liegt also keine Einschrinkung. Eine wesentliche Einschrinkung 

scheint aber in der vorausgesetzten GleichmaBigkeit zu liegen. Vgl. fiir all dies § 5 

der vorliegenden Arbeit. 


Ubrigens ist die Bedingung (21) mit der folgenden gleichwertig: Die Konstanten 


a, b, 

a, = n? und 6B, = n? 
seien die Fourierschen Konstanten einer stetigen Funktion. Man hat niimlich infolge 
von (23) 

lim ne, = lim nf, = 0. 

n=~o n=~w 
Es folgt aber leicht (z. B. aus den Fejérschen Siitzen iiber Fouriersche Reihen), dab 
GréBen von dieser Beschaffenheit dann und nur dann die Fourierschen Konstanten 
einer stetigen Funktion sein kénnen, wenn die Reihe 


> «, cosna + 6, sinnx 


n=1 


gleichmiibig konvergiert. 
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Da ferner die trigonometrische Reihe auf der rechten Seite gleich- 
maBig konvergiert, sind die Werte 
| i ae ae 
1* ? 1* ? > n* ? n* ’ 
die Fourier-Koeffizienten einer durchweg konstanten Funktion, d. h. 
a, = b,=---—a,=—b, =—---=0, w.z.b.w. 


Wir wollen unseren Satz durch ein Beispiel erliutern. Wir unter- 
suchen, warum sich unsere Methode auf die Reihe 


> + cos x +--+ + cose +--- 


nicht anwenden laBt. Es liegt dies, kurz gesagt, an den Ausnahmestellen 
az = 0 (mod 22). Im Innern des Intervalles (0,22) niimlich, wo die Reihe 
iiberall summierbar ist und den Wert Null hat, lassen sich unsere Schliisse 
ohne weiteres anwenden. Folglich stellt die durch viermalige gliedweise 
Integration erzeugte Reihe 


Fe) = + 
n=1 


ein Polynom dritten Grades dar. Dieses Polynom ist, wie man auch 
direkt leicht berechnet: 


a =? a* 
P(@) = 52 —-Be +H: 
Man hat also im Intervall (0, 22): 


F(a) = gett > = PE). 
n=l 


Diese Beziehung besteht aber nur im Intervalle (0,22). Im Intervalle 
(22,42) z. B. hat man: 


F(x) = 7,04 — 4, (@—22)'+ * (w@—2a)'— % (w@—2a) + & + PCa). 


Unser Verfahren scheitert also an dem Umstande, daB das urspriing- 
liche Polynom dritten Grades sich bei dem Uberschreiten der Punkte 
x =0 (mod 22) je in einem anderen Polynome fortsetzt. 

Diese Bemerkung leitet uns iiber zu unserem zweiten Hauptsatze. 
Wenn niimlich die Koeffizienten der trigonometrischen Reihe gegen Null 
konvergieren (was bei dem urspriinglichen Cantorschen Satze immer der 
Fall ist), so setzt sich — wie wir sehen werden — die Reihe F(z) 
bei der Uberschreitung eventueller Ausnahmestellen in demselben Polynom 
dritten Grades fort. Der Gedankengang der vorigen Seite wird somit 


anwendbar. 


Mathematische Annalen. LXXI. 5 
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Es sei nun unter dieser Voraussetzung 2, eine isolierte Ausnahme- 
stelle unserer trigonometrischen Reihe, die im allgemeinen summierbar ist 
und den Wert Null hat. Nach dem zitierten Fejérschen Satze und dem 
Analogon des Schwarzschen Satzes stimmt die Funktion F(x) rechts von 
% (in einer gewissen Umgebung) mit einem Polynom 


a, 2° + Bw? + ya + 4,, 
links von 2, mit einem Polynom 


tx? + Bx? + 7, + O, 
iiberein. Diese zwei Polynome sind identisch. Denn infolge des Unend- 
lichkleinwerdens der Koeffizienten unserer trigonometrischen Reihe laBt 
sich der zweite Riemannsche Satz auf die Reihe 


” a, x* . a, cos naz + b, sinn« 
F (x) = - -> n? - 
n=1 
anwenden, das heiBt, man hat auch fiir die Stelle 2,: 
lim Fr” (Lp + h) —3 F’'(a) + F(a, ea h) via 
h 


a=0 


0. 





Daraus und aus der Stetigkeit von F(x), F(x), F(x) folgt sofort 


a= 0%, B= By, = %, 9, = 93. 

Durch Fortsetzung dieser SchluBweise kann man dasselbe Resultat 
auch fir nichtisolierte Ausnahmestellen beweisen, wenn nur diese eine 
reduktible Menge bilden. Damit ist unser zweiter Hauptsatz in seinem 
vollen Umfange bewiesen. 


§ 4. 
Der verallgemeinerte Du Bois-Reymondsche Satz. 


Wir hoben schon im § 2 die Verdienste von Lebesgue um den 
Du Bois-Reymondschen Satz hervor. Auf dem Standpunkte von Du Bois- 
Reymond (Riemannscher Integralbegriff) muBte man, auBer der durch- 
gingigen Konvergenz der Reihe, die Integrierbarkeit der dargestellten 
Funktion voraussetzen. Lebesgue gibt nun Beispiele von beschriinkten 
Funktionen an, die durch iiberall konvergente trigonometrische Reihen 
dargestellt werden, obgleich sie im Riemannschen Sinne nicht integrierbar 
sind.*) Man sieht, wie die Einfiihrung des Lebesgueschen Integralbegriffes 
in der Theorie der trigonometrischen Reihen einen einheitlichen Gesichts- 


*) Lecgons sur les séries trigonométriques, 8.68. Vgl. fiir alle diese Bemerkungen 
Fatou, Séries trigonométriques et séries de Taylor (Thése), Acta Math. 30, S. 386—337, 
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punkt gewahrt. Im folgenden gebrauchen wir nun die Worte ,JIntegral“ 
und ,,integrierbar“ im Lebesgueschen Sinne. 
Unsere Verallgemeinerung des Du Bois-Reymondschen Satzes lautet: 
Ill. Hauptsatz: Es sei wiederum die trigonometrische Reihe 


(24) f(z) = a,+ a, cosx+b, sinz+---+a,cosnz+b, sinnz+--- 
iiberall summierbar und die Reihe 


- a, cos nx +- b, sin nx 
25) I 
n=1 
gleichmipig konvergent. Ist dann die Funktion f(a) beschréinkt, so ist (24) 
ihre Fouriersche Reihe, d.h. es ist 


22 22 2a 
(26) a= of Hadar; a= > fa) cosnzdz; »,=2 [r@) sin nx dx. 
0 0 0 


Der Beweis kann nach Heranziehung unserer Hilfssitze dem Lebesgue- 
schen Beweisgange analog gefiihrt werden.*) 

Wir wollen zuniichst den folgenden Satz begriinden: 

Hat eine Funktion ©(x) iiberall eine verallgemeinerte vierte Ableitung f(z), 
die zwischen endlichen Grenzen liegt, und auerdem eine iiberall stetige zweite 
Ableitung F(x), so ist 


(27) F(a) = i f(t)dtd0 + Aa + B, 


00 

wo A und B Konstante bedeuten. 
Da namlich 

lim 


A=0 


f(#) 


A‘ (a, h) 
os") 


’ ‘ ‘ a At ® (a, h) ‘ ° 
ist, so liegen auch die GréBen ——;("— zwischen denselben endlichen 


Grenzen fiir jeden in Betracht kommenden Wert von 2 und h. Be- 
zeichnen wir also ein unbestimmtes Integral von ®(z) mit ,(%) und ein 
unbestimmtes Integral von ®,(x) mit ®,(7), so kann man nach einem be- 


*) Man kann auch, wie es Lebesgue im Falle konvergenter trigonometrischer 
Reihen durchgefiihrt hat, beweisen, da® unter unseren Bedingungen, die Werte der 
harmonischen Funktion 


f(r, 2) = > ur" cos nx + br” sin nx) (r<1) 
n=0 


zwischen denselben Schranken liegen wie f(x). Dadurch erhilt man leicht einen 
zweiten Beweis unseres III. Hauptsatzes. 


5* 
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kannten Lebesgueschen Satze unter dem Limes-Zeichen integrieren und 
erhilt so: 


lim 4° [O. = Fo (0h) _ fi f(t) at; 
0 


lim [4"% ©, (2h) ae. A‘, & h) x J-f roars 
h=0 


Es ist klar, daB die ersten zwei Ausdriicke in (28) fiir h = 0 einen 
Grenzwert haben, denn , hat als zweimaliges Integral einer zweimal 
differenzierbaren Funktion auch im gewdhnlichen Sinne eine vierte Ab- 
leitung. Ferner ist die Integration auf der rechten Seite ausfiihrbar, also 
mu8 der dritte Ausdruck unter dem ,,Limes“-Zeichen auch einen Grenz- 
wert haben. 

Da aber 


(28) 


. At®, (a, h) - 
lim 5 ) = F(x) 


A=0O 
ist, so kénnen wir nach (28) setzen 
z@ 


F(a) ={{f()dtao + Ax + B. 
o6 
Wenden wir nun dieses Resultat auf unsere trigonometrische Reihen an. 
Es sei 
f(z) = a, + a, cosa + b, sina +--- +a, cosna +b, sin nz + - 


eine trigonometrische Reihe, die den Bedingungen unseres III. Hauptsatzes 
geniigt. Dann sind die Reihen 


(2) = +3 pom nett sin nx 





und 


F(a) = o’ (2) = “> mses! sin nx 
n=1 


gleichmiBig konvergent. Wir kénnen also ihre Koeffizienten durch das 
Fouriersche Verfahren bestimmen: 


2a2 @ 


% A) f(f) cos nadtdd dx — *%, 


2a2 6 


a 


—ts=2 ff [pe sinnadtdode +*%* —*4 
a 6 


n 


= 


(n> 0). 
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Die Integrationen kénnen aber in beliebiger Reihenfolge ausgefiihrt 


werden*) und somit hat man: 


on 
: 


22 z zx 
es = * foosnzan { r(tat f dé — 2% 
0 0 t 


-  foosnade { f(t)(e—t at — as 


0 


#1 


a 2a 
-if (at | (2-0 cosnz dx —**, 


0 


schlieBlich 


1 , Fo 
a, = + fre cos nt dt + 2| ay— ro at|; 
1) 0 . 


ahnlich: 


a 


22 
b= = fro sin nt dt — n| 2a — 2A — - {ro (2a —t) ae| 
8 6 


(n> 0). 


eto 


Aus der Summierbarkeit unserer trigonometrischen Reihe folgen aber 
die Gleichungen 
(29) lim ** = lim & 0, 
n= n=o " 
In dem Ausdrucke fiir b, konvergiert nach einem bekannten Riemannschen 
Satze**) das erste Integral mit wachsendem » gegen Null. Aus (29) 
folgt also unmittelbar 


22 


2a2a,— 2A — * [roex—nat = 0. 


Ferner konvergiert auch in der Formel fiir a, das erste Integral gegen 
Null. Wire daher der Klammerausdruck von Null verschieden, so hiitte a, 
von einem geniigend groBen » an ein festes Vorzeichen und sein Betrag 
wire gréBer als eine feste Zahl. Mithin kénnte unsere Reihe (24) an der 
Stelle x = 0 nicht summierbar sein. 


*) Legons sur les séries trig. 8S. 12 und 123. 
**) S. 60—61 des Lebesgueschen Werkes findet man die Verallgemeinerung dieses 
Riemannschen Satzes auf Funktionen, die im Lebesgueschen Sinne integrierbar sind. 














Also ist schlieBlich 


or 
22 


a= Ss fro cos nt dt, 


a » 
b= = {ro sin nt dt. 
0 


Unser Satz findet gerade in diesen Formeln seinen Ausdruck. 

Es sei nun unsere Reihe so beschaffen, daB ihre Koeffizienten gegen 
Null konvergieren, sie selbst aber im Interall (0, 22) eine reduktible Menge 
von Ausnahmestellen hat, in denen sie entweder nicht summierbar ist, 
oder aber ihre Summe nicht zwischen endlichen Grenzen bleibt. Wir 


kénnen dann in ‘jedem Intervalle (a,b), das keine Ausnahmestellen ent- 
halt, setzen 


F(x) ~({r@atao +ex+d iho dtd0+ Ax + B. 
aa 00 


In einem anderen solchen Intervall muB dann F(z) die Form haben 
4-4 
F(2) =f [f(t)dtdo + A’x + B”. 
66 


Da aber die Koeffizienten der trigonometrischen Reihe gegen Null kon- 
vergieren, haben wir nach dem zweiten Riemannschen Satze fiir jeden 
Wert von z: 
ag eee ee 6, 
h=0 h 


woraus folgt, daB der lineare Ausdruck immer derselbe bleibt. Also hat 
man im ganzen Intervall (0, 22): 


z@ 
. 


F(x) =/ [f()dtdd + Ax + B 
00 


und somit kann unsere friihere SchluBweise angewendet werden. 
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§ 5. 
Untersuchung der Giltigkeit der Cantorschen und 
Du Bois-Reymondschen Siitze fiir arithmetische Mittel 
beliebiger Ordnung. 


Wir schicken wieder einige Bemerkungen iiber diese Mittel voraus. 
Es sei zuniichst eine numerische Reihe 


(29) Cotg te +6,¢-:: 
gegeben. Wir setzen mit Cesaro*) 
0 (yy or 
ies y n=0 ‘ 
und (k>0) 
4 1 \k+1 . 
a) (1,)" San Sa 
n=0 n=0 
Existiert dann der Grenzwert 
aa _ s) .. re+1 8H 
(32) lim ow = lim ce . 


so nennen wir die Reihe (29) durch arithmetische Mitlel k* Ordnung 
summierbar**) und bezeichnen (32) als ihre Summe. 

Es bestehen nun die zwei leicht beweisbaren Sitze, von welchen der 
erste von Knopp™*) herriihrt: 

Satz A. Evzistiert der Grenzwert (32) fiir ein gewisses (ganzzahliges 
oder nichtganzzahliges) k >, so existiert er auch fiir jedes k'>k, und diese 
Grenzwerte sind alle gleich. 

Satz B. LEvistiert der Grenzwert fiir ein gewisses k >0, so ist 
(33) lim “2 = 0. 


k 
n=o 


Aus diesem letzten Satze folgt nach Heranziehung des Cantorschen 
Lemma sofort der 


*) Cesaro, Sur la multiplication des séries, Bull. Sc. Math. 14 (1890). 

**\ So viel ich wei8, wurden arithmetische Mittel nicht ganzer Ordnungszahl 
zuerst von Hadamard in Betracht gezogen: Essai sur l'étude des fonctions données 
par leur développement de Taylor (Thése), J. de math. (1892) S. 182. 

***) Knopp, Grenzwerte von Reihen bei der Anniiherung an die Konvergenzgrenze 
(Imauguraldissertation), Berlin 1907. In dieser Arbeit werden eine Reihe wichtiger 
Siitze tiber arithmetische Mittel beliebiger Ordnungszah] dargelegt. 
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Satz C. Ist eine trigonometrische Reihe 


a@,+ a, cosz +b, sinz+--+-+a,cosnz+b, sinnz+--- 
in einem Intervalle durch arithmetische Mittel k*" Ordnung summierbar, so ist 
(34) lim “* = lim % — 0. 
n=eo n=eo 

Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir uns zur folgenden Frage 
wenden, welche einen guten Uberblick iiber unsere bisherigen Betrach- 
tungen gestattet: 

Es sei die trigonometrische Reihe 
(35) a,+ a, cosz+ b, snz+---+a,cosnz +b, sinnz+--- 
durch die arithmetischen Mittel k** Ordnung im Intervall (0, 22) sum- 
mierbar und habe iiberall den Wert Null. Fiir welche Werte von k >0 
folgt daraus das Verschwinden ihrer Koeffizienten?*) 


I. Es sei zunichst 
0O<k<l. 


Aus der Beziehung (34) folgt dann unmittelbar, daB die Reihe 


> a, cosnx + b, sinnx 
n* 
a=1 


gleichmaiBig konvergiert. Andererseits folgt aus dem zitierten Satz von 
Knopp, daB unsere trigonometrische Reihe auch durch arithmetische Mittel 
erster Ordnung iiberall summierbar ist und auch so summiert iiberall ver- 
schwindet. Es sind also alle Bedingungen unseres ersten Hauptsatzes er- 
fiillt, folglich haben wir den Satz: 

Ist die Reihe (34) durch arithmetische Mittel kleinerer als erster Ordnung 
an jeder Stelle des Intervalles (0,22), mit dem Werte Null summierbar, so 
verschwinden alle ihre Koeffizienten. 

Dieser Satz ist eine volle Verallgemeinerung des Cantorschen Satzes. 
Ahnlich 1a8t sich der Du Bois-Reymondsche Satz auf arithmetische Mittel 
kleinerer als erster Ordnung iibertragen. 

Il. Es sei nun 


k>1. 
Da zeigt das Beispiel 


(36) sing +2sin24+---+nsinnz+---, 


*) Die Reihe > + cosa+---+ cosna-+--- ist in jedem Punkte 20 (mod2z) 


durch arithmetische Mittel beliebiger positiver Ordnung mit dem Werte Null summier- 
bar. Will man also Ausnahmestellen zulassen, so hért die Giiltigkeit des Cantorschen 
Satzes fiir k>0O auf. Wir kénnen uns daher im Text darauf beschriinken, den 
Cantorschen Satz ohne Ausnahmestellen zu untersuchen. 











st 
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daB fiir arithmetische Mittel hoherer als erster Ordnung der Cantorsche Satz 
und mithin auch der Du Bois-Reymondsche Satz nicht gelten. Diese Reihe ist, 
wie leicht ersichtlich, durch irgend welche arithmetische Mittel hiherer als 
erster Ordnung tiberall summierbar und hat iiberall den Wert Null.*) (Dabei 
kann die Ordnung der Summation ganzzahlig oder nichtganzzablig sein.) 

Dies zeigt, daB fiir arithmetische Mittel héherer als erster Ordnungs- 
zahl unsere obige Frage negativ zu beantworten ist. 

Ill. Es sei endlich 
k= 1. 

Dieser Fall ist‘es, dem eigentlich die ganze Arbeit gewidmet ist. Dennoch 
kénnen wir in diesem Falle die in diesem Paragraphen gestellte Frage 
nicht befriedigend beantworten. Vielmehr miissen wir sie in einem 
wesentlichen Punkte als offen bezeichnen. In unserem ersten Hauptsatze 


*) Wir wollen iiber diese Reihe noch einige Bemerkungen machen. Sie ist die 
formale Ableitung der Reihe 


-(5 + cose +--+ cosna+---) 


die, wie wir wissen, mit Ausnahme der Stellen 2 = 0 (mod 22) verschwindet, was auch 
die thnliche Eigenschaft der Reihe (36) begriinden mag. (Bei dieser letzteren bilden 
aber natiirlich auch die erwiihnten Stellen keine Ausnahme.) Setzen wir 
ré*—g=—=u+iv, 

so sehen wir, daB die assoziierte Reihe 

nr” sin nex (r< 1), 

n=1 
der imaginire Bestandteil der Funktion 
F 

(1—z)* 

ist. Sie ist mithin gleich der harmonischen Funktion 
v u?+tv?—1 

~ (w— 1)? + oF (w— i) oF 
Von dieser Funktion sieht man auch direkt, daB sie die folgende merkwiirdige Eigen- 
schaft hat: Sie ist harmonisch und reguliir im Invern des Kinheitskreises. Nihert 
sich der Punkt (u, v) liings eines beliebigen Radius dem Rande dieses Kreises, so 
nahert sich die Funktion dem Werte Null. (Natiirlich ist diese Anniherung keine 
gleichmibige.) 

Dieses Beispiel einer solchen Funktion wurde meines Wissens zuerst yon Herrn 
Petrini gefunden. Ich verdanke es der miindlichen Mitteilung von Herrn Holmgren. 
Ich bin durch diese Funktion auf die Reihe (36) gekommen. 

(Wiihrend der Korrektur erschien eine Arbeit von Burkhardt: Zur Geschichte 
der divergenten Reihen von 1750—1860, Math. Ann. 70, die auf S. 371—372, unter 
anderen, sehr bemerkenswerte geschichtliche Angaben iiber die letzt erwahnten trigono- 
metrischen Reihen enthiilt.) 


w (u,v) = 
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haben wir ja auBer der Summierbarkeit der Reihe (20) auch die gleich- 
maBige Konvergenz der Reihe (21) zur Voraussetzung. Aus der Sum- 
mierbarkeit durch Mittel erster Ordnung folgen aber nur die Gleichungen 


a” 


lim “* —lim 2» —0, 
aue ase n 
woraus keineswegs (wie im Falle k< 1) die gleichmibige Konvergenz 
der Reihe (21) folgt. Dazu will ich noch folgendes hinzufiigen: 

In der FuBnote zu S. 64 bemerkten wir gelegentlich, daB aus der 
Summierbarkeit einer Reihe 

Cotte +e,+-:: 

durch einfache arithmetische Mittel die Konvergenz der Reihe 


% 1% Cy 
ee oes ee pees 


folgt. (Dies liBt sich durch zweimalige partielle Summation leicht beweisen 
und ist tibrigens als Spezialfall in einem Satze enthalten, den ich iiber 
Dirichletsche Reihen*) ausgesprochen habe.) Unsere Reihe 


ow 
b,, si P . 
>) Seooene _—— > (a, cosnz + B, sinnz) 
a=1 


n=1 


hat also allein infolge der durchgiingigen Summierbarkeit der Reihe 


> (a, cosnxz + b, sinnz) 
n=0 


die Eigenschaft: 
An jeder Stelle ist nicht nur die Reihe 


(37) ae (a, cosnx + B, sinnz), 
n=l 

sondern auch die Reihe 

(38) D4 (ne, cosnx + nB, sinnax) 
n=1 


konvergent. Ob daraus die gleichmiBige Konvergenz der Reihe (37) folgt, 
kann ich nicht entscheiden.**) Damit bleibt aber eben die in diesem 
Paragraphen behandelte Frage, fiir k = 1, unbeantwortet. 


*) Sur les séries de Dirichlet (Théortme I), Paris C. R , 21 juin 1909. 

“*) Wiire die Antwort bejahend, so kiénnten wir in unserem ersten und dritten 
Hauptsatze die einschriinkende Bedingung fallen lassen, und die Sitze von Cantor 
und Du Bois-Reymond wiren durch unsere Untersuchungen auch im Falle k=1 in 
voller Allgemeinheit bestatigt. Aus einer negativen Antwort wiirde die Ungiiltig- 
keit der beiden Sitze natiirlich nicht folgen. 
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Man kénnte nun auch im Falle k>1 nach geeigneten Einschrin- 
kungen iiber die Koeffizienten der Reihe suchen, welche das Bestehen der 
Siitze von Cantor und Du Bois-Reymond sichern. Solche bieten sich 
ziemlich leicht. Auch unser Mittelwertsatz ist, wenn man zu héheren Ab- 
leitungen iibergeht, einer Verallgemeinerung fiahig. 

Wihrend aber unser angefiihrtes Beispiel zeigt, daB in diesen Fillen 
Einschrankungen nétig sind, zeigt es keineswegs, dab man solche auch 
bei Mitteln erster Ordnung heranziehen mub. Wie gesagt, diese Frage 
bleibt auch nach der vorliegenden Arbeit unentschieden. 
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Uber Reihenentwicklungen nach den Eigenfunktionen linearer 
Differentialgleichungen 2“* Ordnung. 


Von 


Emm His in Wirzburg. 


Die Reihenentwicklungen willkiirlicher Funktionen, welche sich an- 
schlieBen an die lineare Differentialgleichung 


d dV ” 
aa (* is) +(g#2+1)V =0, 


— in der 4? ein Parameter ist, k, g, 1 in einem gegebenen Intervalle der 
reellen x reelle, stetige und zweimal stetig differenzierbare Funktionen 
sind, von denen & und g nur wesentlich positive Werte annehmen, — 
gehen auf Sturm und Liouville zuriick, wurden aber in vollstiindig be- 
friedigender Weise erst in neuerer Zeit — in erster Linie durch die 
Arbeiten von Hilbert*) und Kneser**) — erledigt. 

Bei derartigen Reihenentwicklungen kommt es auf die Erledigung 
zweier Hauptfragen an, die 

1. die Konvergenz, 

2. die wirkliche Darstellung der zu entwickelnden Funktion betreffen. 

Die Erledigung der Konvergenz geschieht in diesem Spezialfalle in 
weittragendster Weise durch Anwendung asymptotischer Darsteliungen der 
Lésungen der Differentialgleichung fiir groBe Werte des Parameters i, die 
Beantwortung der zweiten Frage basiert ihrem Wesen nach einerseits auf 
der von E. Schmidt***) als Fundamentalsatz bezeichneten Tatsache, dab 
zu jedem reellen symmetrischen Kerne einer linearen Integralgleichung 
stets ein Eigenwert gehért, andererseits auf dem Umstande, daB die hier 
in Betracht kommenden Kerne allgemein+) sind. 





*) Géttinger Nachrichten 1904, 1905, 1906, 1910. 
“*) Math. Ann. 58, 60, 63. 
*“*) Math. Ann. 63. 

+) Hilbert 1. c. 1905, S. 226. 
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Die Hilbertschen*) Untersuchungen umfassen auch noch den Fall, 
daB g in dem Intervalle teils positive, teils negative Werte annimmt, wenn 
nur der Kern der dazu gehérigen Integralgleichung positiv definit ist. 

In allen dieseri Fallen sind die Eigenwerte und Eigenfunktionen 
durchaus reell und auf dieser Eigenschaft beruht wesentlich die Erledigung 
der beiden Hauptfragen. Es handelt sich daher jetzt um die Frage, in- 
wieweit die allgemeine Theorie bestehen bleibt, wenn wir fiir k, g und 1 
Funktionen zulassen, die im Intervalle komplexe Werte annehmen. 

Wir beschranken uns dabei auf die Differentialgleichung 


(1) L(V) = 9. +(#+0V =0, 


in der / in dem betrachteten Intervalle der reellen x eine zweimal stetig 
differenzierbare, im allgemeinen komplexwertige Funktion ist. Dieser 
Typus ist derjenige, der hauptsichlich in der theoretischen Physik vor- 
kommt, wo das Imaginiére etwa durch komplexe Brechungsindices ein- 
gefiihrt wird.**) 

Als Intervall wihlen wir das Stiick der reellen Achse der 2 zwischen 
0 und 1, als Randbedingung nehmen wir der bequemeren Darstellung 
halber die Forderung des Verschwindens der Funktion in 0 und 1. 


§ 1. 
Eigenschaften der Eigenfunktionen und Eigenwerte. 
Es sei V(x) eine Lésung der Differentialgleichung (1). Wir setzen 


dann 

(2) V(x) = (2) + év,(z), U2) =4(@) + th(2), =m, + toy, 

wobei v,(x), v,(x), l(a), l,(x) fiir alle reellen Werte von x zwischen 0 
und 1 reellwertige Funktionen, u, und wu, reelle Zahlenwerte sind. Dann 
erhalten wir fiir v,(x) und v,(x) das System von Differentialgleichungen 


(2a) Os +. (uy + Ly (@)) 0, (2) — (hy + Ly @)) %9 (a) = 0, 
(2b) Tat + (tty +4) 0) + (My +b (@))0, (@) = 0. 


Wir multiplizieren (2a) mit v,(~), (2b) mit v,(x), integrieren zwischen 
den Grenzen z, und «,, dann erhalten wir durch Subtraktion der beiden 
Gleichungen: 





*) Hilbert 1. c. 1906, S, 473 f. 
*) Vgl. etwa B. Sieger, Beugung einer ebenen elektrischen Welle an einem 
Schirm von elliptischem Querschnitt, Ann. Phys. 1908. 
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(3) [e,(x)o)'(z) — 0, (a) ey @)I, = fly + 4) [0,"(@) + 0,2(@)] ae. 


Multipliziert man (2a) mit v,(x), (2b) mit »,(7), so findet man: 
(4) [ey(2) (a) + 4 (@) 4 @)—— fl +4 @)) (02@) + 0@)] de 


4 
+f [v,'*(@) + 0,'*(x)] dz. 


Verschwindet dann etwa V(x) in 2, und in 2, so verschwindet in (3) 
die linke Seite, was sicher dann unméglich wire, wenn mu, + /,(7) im 
Intervalle z,2, sein Zeichen nicht anderte. Allgemein hat man den 

Satz 1. Bei linearen Randbedingungen, welche die Eigenschaft haben, 
dap fiir jede ihnen geniigende Funktion V(x) = v,(x) + iv,(x) die linke 
Seite von (3) verschwindet, hat jeder dazugehirige Eigenwert 1? = uw, + iy 
von (1) die Eigenschaft, daB \u,\ kleiner ist als das Maximum von \I,(z)| 
im Intervalle x, 2,. 

Analog erhilt man aus (4) 

Satz 2. Bei linearen Randbedingungen, welche die Eigenschaft haben, 
dap fiir jede ihnen geniigende Funktion V(x) = v,(x) + iv,(x) die linke 
Seite von (4) verschwindet, hat jeder dazugehirige Eigenwert 1? = wu, + in, 
von (1) die Eigenschaft, daB uw, grifer ist als der negativ genommene Wert 
des Maximums des absoluten Betrages von |,(a) im Intervalle 2,2,. 

Neue Siitze erhalten wir unter der Annahme, da® sich /,(7) in dem 
ims Auge gefaBten Intervalle auf der xz-Achse, als das wir dasjenige 
zwischen 0 und 1 wahlen, monoton verhalte. Wir beweisen zunichst 

Satz 3. Hat eine Lisung V(x) = v,(x) + iv,(x) die Eigenschaft, dap 
(5) [05 (2) v,' (x) — v, (a) v4'(x) Ij = 0 
ist, so kann 

[vy (x) 4’ (x) — (a) 0,'(@) 5 


fiir keinen Punkt —& im Inneren des Intervalles (0, 1) verschwinden, wenn 
in der Difjerentialgleichung (1) der imaginiire Teil 1,(~%) von U(x) zwischen 
O und 1 eine monotone Funktion ist. 

Wir fiihren den Beweis indirekt. Wire 


(6) [v, (x) v,'(x) — 0, (x) v,' (x) 5 = 0, 


sO wire auch 


(7) [v, (2) v,'(a) — v, (x) o,'(a)]E = 0. 
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Also wiire nach (3), wenn wir daselbst 
g,=0, %=—§&, bez 2, —&,a4,=—1 


setzen, ; 
(8a) J [us + %(a)] [v,2(a) + 0,°(2)] dx = 0, 
(8b) lite +%(2)] [.*(2) + (@)] de = 0; 


diese beiden Gleichungen kénnen aber nicht gleichzeitig bestehen, da 
gemaiB unserer Voraussetzung uw, + /,(”) nur einmal zwischen 0 und 1 
sein Vorzeichen wechselt. Als speziellen Fall notieren wir: 

Satz 4. Verschwindet eine Lisung der Differentialgleichung (1) fiir 
xz =0 und x =1, so kann sie bei monotonem 1,(x) fiir keinen reellen Wert 
von x 2wischen 0 und 1 verschwinden. 

Es sei jetzt fiir eine Lésung v,(x) + iv,(x) = V(x) von (1) 


(9) v, (x) v,' (2) — v,(x) v(x) = 0 fir c= 0 und zg =1; 
wir setzen dann: 
(10) v(x) vy (a) — 0 (2) vy’ (2) = X(a). 


X(a#) andert bei monotonem /,(#) nach Satz 3 sein Zeichen im Intervalle 
(0, 1) nicht. 

Es sei jetzt 
(11) 0%,(%,)= 0, v,(%) = 0 
und v,(w) findere zwischen z, und 2, sein Vorzeichen nicht. Dann folgt 
aus (10), daB v,(a,)v,'(v,) dasselbe Vorzeichen besitzt wie v,(«,)v,'(#,), 
wihrend v,'(x) sein Zeichen gewechselt hat, also muB v,(7) zwischen 
z, und gz, sein Zeichen mindestens einmal gewechselt haben. Denselben 
SchluB aber kénnen wir wiederholen, indem wir von »,(#) ausgehen, 
sodaB wir den Satz erhalten: 

Satz 5. Verschwindet fiir eine Lisung V(x) von (1) X(x) in O und 1, 
so schlieBen bei monotonem |,(x) zwischen 0 und 1 die Nullstellen des reellen 
und imaginiren Teiles von V(x) sich gegenseitig ein, und es kann weder 
v,(x) und v,'(x) noch v(x) und v,'(x) gleichzeitig verschwinden. 

Der zweite Teil des Satzes 5 ist ein Spezialfall des Satzes 3. 

Es ist zweckmiBig, v, und v, als rechtwinklige Koordinaten zu deuten 


und die Kurve zu studieren, welche entsteht, wenn sich das als Parameter - 


aufgefaBte x von 0 nach 1 bewegt. Um einen konkreten Fall zu haben, 
nehmen wir an, dab V(x) fir =O und =1 verschwinde, ferner sei 
dasselbe so normiert, dab 


(0,'(Z))pn9 = (Ys (eng = 1 
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ist. Dann folgt aus Satz 4 und 5, daB die Kurve vom Koordinaten- 
anfangspunkt ausgehend, sich um diesen Punkt herumwindet, um fiir 7 = 1 
in ihn wieder hineinzumiinden. 

Es handelt sich also nunmehr darum, den Windungssinn festzustellen. 
Sei /,(z) monoton wachsend (abnehmend), so ist nach (3) X(xz) im 
ganzen Intervalle (0, 1) negativ (positiv). 

Verschwindet also v,(z) das erste Mal fir x > 0, so ist v,(x) v,'(x) 
negativ (positiv), also v,(7) positiv (negativ). Wir haben also: 

Satz 6. Verschwindet eine Lisung V(x) = v,(x) + iv,(x) von (1) fiir 
z=0 und «=1, sind ferner v,(x) und v,(x) in unmittelbarer Nachbar- 
schaft von x =O positiv, so windet sich die in der Ebene v,, v, die Eigen- 
funktion darstellende Kurve bei monoton abnehmendem 1,(x) im Uhrzeiger- 
sinne, bei monoton zunehmendem 1,(x) entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne 
um den Koordinatenanfangspunkt. 

Die letzten Siitze scheinen mannigfaltiger Anwendungen auf die Theorie 
der konformen Abbildung, welche durch die Lésungen von (1) vermittelt 
wird, fahig; es soll jedoch hier nicht darauf eingegangen werden. 


§ 2. 
Grundgedanken der Lisung des Hauptproblems. 
Es seien Liésungen V,(x) und V,(x#) der Differentialgleichung (1) so 
gewahlt, daB 
(12) V,(0) = 90, (V,'@),20 =1; V,(0) =1, (Ve @), 20 = 9. 
Dann erhilt man als Greensche Funktion, welche fiir §&, =O und § = 1 
verschwindet, fiir die Differentialgleichung (1) 


V, (6) V,(1) —V, © V4 
oe Fe ® To © V,(&,), wenn & <&, 
(13) @(a?; &, &) 


V.(,) Vit) —V, ,) Ve y 
= ee 7G), wenn & DE. 


Man kann nun durch Abiinderung von /(x) es stets so einrichten, 
daB 4° = 0 kein Eigenwert von (1) ist, d. h. daB fiir 470 V,(1) einen 
von Null verschiedenen Wert besitzt. In der Tat sind ja nach den Aus- 
fiihrungen des letzten Paragraphen die Eigenwerte 2° ganz bestimmten 
Ungleichheitsbedingungen unterworfen. Wir setzen 
(14) G(O; &, &) =, &). 


Dann ist:*) 


(15) G(a*; &, &) — T(E, &) = 22 [Gas 2, 8) F(a, Bde. 
0 





*) Hilbert, zweite Mitteilung S. 223. 























Entwicklungen nach Eigenfunktionen linearer Differentialgleichungen. 81 


Wir bezeichnen jetzt die zu unserer Randbedingung gehérigen Eigen- 
werte allgemein mit 4,7, wobei wir uns dieselben dem absoluten Betrage 
nach geordnet denken wollen. Die Wahl des Index fiir den absolut kleinsten “ 
Eigenwert, also iiberhaupt die Zuordnung der Eigenwerte zu den Indices, 
soll erst spiter erfolgen, um fiir groBe absolute Betrige eine naturgemiBe 
Zuordnung zu erhalten. Ferner nehmen wir zunichst an, da nur ein- 
fache Eigenwerte auftreten.*) Die zum Eigenwerte 4,7 gehérige normierte 
Eigenfunktion nennen wir 9,(&). 
Dann zeigen wir: 
I. Die Konvergenz der Reihe 
> 9; (6) 5 (61) 
23 == i? ? 
j 4d 
und zwar werden wir nachweisen, daB diese Reihe gleichmiibig fiir alle 
reellen Werte von £ zwischen 0 und 1 konvergiert, wenn A? einen festen 
von jedem 4,* verschiedenen Wert besitzt. 
Il. Die Identitit 
;(§) 9 ;(€,) 


G(i?; g, §,) -> A? | 


Aus II folgt dann, indem wir 2? den Wert Null geben: 


P(E) 9; (E:) 
16 r(é,§,) = cane a 
(16) GH 2g 
Sei jetzt f(x) die darzustellende Funktion, so bilden wir**) 
(17) L(f®) = — 9(&); 
dann ist 


(18) f@) — fT, &) oak, =>” fH) 0G) a8, 8). 


Um Vereinfachungen fiir die der zu entwickelnden Funktion aufzuerlegenden 
Bedingungen zu erhalten, wiren nur die Untersuchungen von Kneser l. e. 
zu iibertragen. Es handelt sich also nunmehr um den Beweis von I und II. 
Der Beweis von I ergibt sich, wie wir sehen werden, unmittelbar ver- 
mittelst der asymptotischen Darstellung der Eigenwerte und Eigenfunk- 
tionen fiir groBe Werte von 4*|; der Beweis von II ergibt sich ebenfalls 
unter Zugrundelegung der asymptotischen Darstellung der Greenschen 
Funktion. 








*) Erst am Schlusse des § 5 werden wir uns von dieser Voraussetzung befreien. 
“) Hilbert, zweite Mitteilung S. 222. 
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g 8. 


Asymptotische Darstellung der Eigenwerte, Eigenfunktionen 
und Greenschen Funktion. 


Jede Lésung der Differentialgleichung (1) laBt sich in der Form 
darstellen 


—iiz . 
(19) V (2) = c,e* + ce-¥* + f V(2) Ue) edz 
0 
ehiz ~ 
2" frouyemas 
0 


Statt der nach (12) normierten Partikularlésungen fiihren wir jetzt U,(zx) 
und U,(x#) ein, wobei 


(20) U,(2) = 24iV,(2), U,(2) = 2V,(2). 
Man erhilt U,(x) bez. U,(x) aus (19), wenn man setzt 
(21) gat, 4<F 1. 

Es sei jetzt 

(22) A=a+ Bi. 


Wir setzen dann fest, daB in e**** bez. e**** jeweils bei positivem 
oder verschwindendem f das untere, bei negativem # das obere Zeichen 
gelten soll. R(x) diene uns im folgenden als allgemeines Funktionszeichen, 
das nur die eine Eigenschaft zu besitzen hat, daB sein absoluter Betrag 
unterhalb einer endlichen Grenze bleibt. Unter Zugrundelegung dieser 
Festsetzung ist fiir k= 1 oder 2 


(23) U, (a) = e#* + (—1fPe“*** + + R(a) e+ **. 
Es handelt sich dann darum, eine obere Grenze fiir R(x), anzugeben, 
wenn |4| einen geniigend groBen Wert iibersteigt. Zu diesem Zwecke be- 


Ui) | hei fest- 


stimmen wir in bekannter Weise das Maximum N von ai 
e 








gehaltenem 4 aber beliebigem reellen 2 zwischen 0 und 1. 
Man erhilt aus (23): 


(24) 


wobei 


U; (a) <2 4 NN, 
|4) 


tiiz| => , 
e 


1 
(25) N, = f/U(e)\de. 
0 
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Also ist N<24+73) : d. bh. man hat: 

(26) N<4, sobald |4|>2N,. 
Daraus ergibt sich - 

(27) |R(z) <4N,, wenn |4|>2N,. 


Wir kommen jetzt zur asymptotischen Darstellung der Eigenwerte; also 
zur Darstellung der Nullistellen von V,(x), bez. des dazu proportionalen 
U,(1). Es ist V,(1) eine ganze transzendente Funktion in bezug auf 2?, 
also eine gerade Funktion von 4; aus (20) folgt, daB U,(1) eine ungerade 
Funktion von 4 ist und zwar hat man: 


(28) U,(1) =e — e-* + = R(1) et, 
Man kann daher zu einer beliebig kleinen Zahl ¢ eine Zahl m, so groB 
angeben, daB fiir keinen Eigenwert 4*, fiir den |4| > m, ist, fiir die in 
(22) definierte GréBe f der absolute Betrag gréBer als « ist. Denn nach 
(28) ist ja 

U,(1) = + et#(1—eF #4 > RQ); 
e* kann nicht verschwinden, |1—e*?*‘ bleibt, wenn |8|>e«, nach den 
Festsetzungen tiber + oberhalb einer festen von Null verschiedenen GréBe, 
wihrend wir F R(1), beliebig klein machen kénnen, wenn wir m, grob 
genug wiihlen. 

Wir konstruieren nun in der komplexen j4-Ebene ein Quadrat von 
der Seitenliinge 29, dessen Seiten parallel der a- und f-Achse sind und 
dessen Mittelpunkt die Koordinaten 
(29) a=-kxz, p=0 
besitzt. Lassen wir dann k alle ganzen Zahlen von — oo bis +o durch- 
laufen und wihlen wir fiir g den speziellen Wert 9, = : ax, so folgt aus 
dem Obigen, da alle zu Eigenwerten 4? gehérigen 4, deren absoluter 
Betrag eine bestimmte GréBe, etwa m,, iibersteigt, zum mindesten in einem 
dieser Quadrate liegt. Wir setzen jetzt 
(30) snd = Z,+iZ,, 
dann entspricht jedem Quadrate der «f-Ebene in der Z,Z,-Ebene ein von 
einer Ellipse und den beiden Asten einer dazu konfokalen Hyperbel be- 
grenztes Rechteck und zwar sind die Gleichungen der Ellipse bez. Hyperbel 





) (GoH)+(Go)-s @)-@)- 


Es ist also auf dem ganzen Umfange des Quadrates in der «f-Ebene 
|sin 4| > |sine|>0; |e4| Se; le“ se. 


6* 
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Daher ist daselbst in 
£62 
(32) U,(1)=2isina+ + R(1) et" = 2i sin A [1+ . a -| 





A 2¢sind 
| R(t) et 
(38) Er | <1, 
wenn 
4N, &€ 
(34) 2|2||sing| <i. 


Die Bedingung (34) kénnen wir aber sicher dadurch erfiillen, daB 
wir k geniigend groB wihlen. Dann aber vermehrt sich bei einmaliger 
Durchlaufung des Quadratumfanges das Argument der komplexen Funk- 
tion sin 2 um 22, wihrend das Argument der durch die eckige Klammer 
in (32) dargestellten Funktion sich dabei nicht andern kann. Es liegt 
also innerhalb des Quadrates eine und nur eine Nullstelle von U,(1), 
wenn (34) erfiillt ist. Daraus folgt, daB man zwei Zahlen m, und m, so 
angeben kann, daf innerhalb eines Quadrates, fiir dessen Mittelpunkt 
(35) k| > m, 
ist und dessen Seite 29, = +a ist, eine und nur eine Nullstelle von U,(1) 
liegt, dab ferner diese Nullstelle schon innerhalb eines Quadrates mit 
demselben Mittelpunkt und parallelen Seiten liegt, das eine “Seitenlinge 

a ms . 
20 Via besitzt. 

Wir denken uns die friiher offen gelassene Numerierung so gewahlt, 

daB wir setzen diirfen 


(36) A=ka+a; 1.,=——ka—4&, 

wobei 

(37) lal <j 

ist, wenn (35) erfillt ist. Die Eigenwerte sind also 

(38) ii = (ka +4,)% 

sobald |k| > m,, und es gibt keine anderen Eigenwerte, fiir welche 
(39) |42| > mia* 

ist. 


Wir kommen jetzt zur asymptotischen Darstellung der Greenschen 
Funktion. Es ist 


(40) V,(@) V,(1) — Vi(@) Vi(1) = W(@) 
diejenige Lésung der Differentialgleichung (1), welche in 1 verschwindet 
und deren erste Ableitung den Wert —1 daselbst besitzt. Da nun in 
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der Umgebung von x = 1 die analoge asymptotische Darstellung gilt, wie 
in der Nahe von z = 0, so ist 


(41) 2i4 W(a) = gti(i—2z) _ g-ti(l—2) + ; R, (x) etti(l—2) 


also hat man: 


eFMGE-B)/ 1 cF *MO-D + > BH |[1—eF ME + 7 RE) 

(42a) G(2*;8,t,)—F 5 pcos —_ 
[1 — Ft 4 | R()| 2i2 

wenn & < &;_ 


oF 4G -H [1—eF eaee-b + 7 Re) [rere 4 1 RO] 
(42b) G(A*; £,€,)=- ——_______ So —— 
[1 — FMF ; R(t) |2ia 


wenn &, > & ist. 

Dabei gilt nach unserer Festsetzung bei positivem f jeweils das untere, 
bei negativem # jeweils das obere Vorzeichen. 

Es bleibt jetzt nur mehr die asymptotische Darstellung der normierten 
Eigenfunktionen @p,(§). 

Wir berechnen dazu die asymptotische Darstellung des Residuums 
von G(d*; &, &,) als Funktion von 4 fir 4—4,. Wir bilden 


U, (1) sin 4 


(43) 2i(a—4,) i—ka 


= D(a) 


und untersuchen D(A) etwa auf einem Kreise vom Radius * mit A=ka 


4 
als Mittelpunkt. 
Aus (28) und (36) folgt, daB man eine endliche feste Zahl m, so 
angeben kann, daB 


(44) |D(a)| << 


fiir alle Punkte der Kreisperipherie ist, sobald (35) erfiillt ist. 
Daher ist nach einem bekannten Satze der Funktionentheorie 





» U, (1) sin 1 m, 
(45) Fox ial Faber < \kx| 
und 

U, (1) m, (k) 
(46) laa |, crt 


wobei |m,(k)| unterhalb einer festen Zahl m, liegt, wenn (35) erfiillt ist. 
Es seien jetzt te 9,(&) ,(&,) die mm FA, gehdrigen Residuen 
A 
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von G(i?; £,&,) in bezug auf 2, also nach § 2 g,(&) die zu den Kigen- 
werten 4,’ gehérige Eigenfunktionen, dann ist 


V, (1) (4 — 4,) 
(47) a =|") ya 3 a? 


beriicksichtigt man die Gleichungen (19), (20), (21) und (46), so erhalt man: 


(48) @, (§) an sin 4, 


1 
toa + —, R,(&), 
V24, Vi, (4,)? 2(6) 


wobei R,(§) die Eigenschaft hat, daB fiir alle reellen Werte von — zwischen 
Ound1 &,(§)| unterhalb einer festen Zahl m, liegt, wenn (35) erfiillt ist. 


§ 4. 
Beweis des Hauptsatzes. 


Aus den Gleichungen (48) und (38) folgt nun unmittelbar die Be- 
hauptung I des § 2. Um auch die Behauptung II zu beweisen, kon- 
struieren wir*) in der komplexen 4-Ebene Quadrate Q,, Q., ---, deren 
Mittelpunkt der Koordinatenanfangspunkt, deren Seitenliinge 


3a, 5a,---, (2k+1)z,--- 


ist. Dann ist, wenn 4 irgend ein Punkt innerhalb Q, ist: 


"G(2"; :  §,) ’ ;(§) P;(§:) (5) 9; (E,) 
(49) = i os Ln di= G(i; g, g.) + D1 ( i—i, ae a+4, ) 
@ ’ 
wobei die Summe iiber alle innerhalb @Q, liegenden 1, zu nehmen ist. 
Durch eine analoge Untersuchung wie die an (31) sich anschlieBende, 
zeigt man sofort, daB man fiir alle reellen € und & zwischen 0 und 1 


eine feste GréBe m, so angeben kann, daB auf jedem Quadrate Q,, fiir 
das wie in (35) k > m, ist: 


(50) | @ (a9; &, &) <Tf: 


Also konvergiert das Integral in (49) mit wachsendem Index k nach 0 
und swar gleichmaBbig in bezug auf § und &,. Damit ist einerseits | 
aufs neue bewiesen, andererseits aber auch gezeigt, dab 


Foca 
(61) Ga; £4) — a. 


ay —i? 


*) Picard, Traité d'Analyse II, 1. Aufl., 8. 160. 
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Die im Falle reeller Koeffizienten von (1) stets erfiillte, bis jetzt auch 
beibehaltene Voraussetzung, daB die Pole von G(A*; &, &,) nur einfache 
sind, gilt allgemein fiir die Pole, deren absoluter Betrag eine bestimmte 
GréBe iiberschreitef. Es treten also vielfache Pole nur in endlicher 
Anzahl auf, fiir diese ist die Partialbruchzerlegung in (49) bez. (51) in 
entsprechender Weise abzuiindern, wihrend alle anderen Schliisse unver- 
andert bleiben. 

Der Kernpunkt der hier gegebenen Ableitung, welche der von Kneser 
lc. gegebenen am niichsten steht, beruht auf der aus der asymptotischen 
Darstellung erschlossenen Existenz von den Nullpunkt einschlieBenden, 
in das Unendliche wachsenden Kurven, lings denen die Ungleichung (50) 
erfiillt ist. Diese hier im einfachsten Falle durchgefiihrte Methode laBt 
sich auf eine groBe Zahl von anderen Problemen anwenden, die aus Dif- 
ferentialgleichungen entspringen und auf unsymmetrische oder komplexe 
Kerne fiihren. Es soll dieses aber an anderer Stelle durchgefiihrt werden. 








H. Srermnavs. 





Der Begriff der Grenze. 
Von 
H. Sremuavs in Jaslo (Osterreich). 


Die Aufgabe, die hier behandelt werden soll, ist, ein méglichst ein- 
faches System von Axiomen anzugeben, mit deren Hilfe man die Begriffe 
»Grenze und ,konvergente Folge“ definieren kann, ohne die ziemlich 
komplizierten Ungleichungen der iiblichen Definitionen einzufiihren.*) 

Wir werden zeigen, dab die gebriiuchliche Definition unseren Axiomen 
geniigt, und daB sie die einzige ist, die es tut; die Hauptsache aber 
wird in der Untersuchung der Unabhingigkeit der Axiome liegen; die 
gewonnenen Resultate werden zeigen, daB man unser System durch kein 
einfacheres ersetzen kann. Zu diesem Zweck werden wir ,,Pseudokonver- 
genzen“ konstruieren, nach der Methode, die seit den Arbeiten Hilberts 
tiber die Grundlagen der Geometrie klassisch geworden ist. Am Schlusse 
kommt das eigentiimliche Verhalten der einfacheren Systeme zur Sprache. 


§ 1. 
Definitionen. 


Wir gehen hier nicht niher auf die iibliche Definition der Grenze 
und der konvergenten Folge ein, wir heben nur hervor, daB wir nur 
unendliche Folgen behandeln, und ferner, dab wir mit dem heyptigen Ge- 
brauch tibereinstimmend die ,gegen unendlich konvergenten Folgen“ immer 
als divergent bezeichnen werden. Wenn eine Folge 


{s,} = 8, Bp, Sg, °° *y Say *y 
die Eigenschaft hat, daB alle ihre Glieder, absolut genommen, kleiner sind, 
als eine feste Zahl N, werden wir sie als beschriinkt bezeichnen. Wenn 
eine Folge {s,} eine konvergente Teilfolge {p,} enthalt, so nennen wir 
den Grenzwert der letzteren eine Teilgrenze der Folge {s,}. Um MiBver- 


*) Wir meinen hier die logische Einfachheit und logische Kompliziertheit; fiir 
die Anwendungen bleibt die gebriuchliche Definition immer die einfachste. 
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stindnissen vorzubeugen, erinnern wir noch daran, daB wir uns auf reelle 
Zahlen beschranken wollen. 

Die Worte konvergent, divergent, Grenzwert werden in der Folge nur 
in dem iiblichen Sinne gebraucht, ebenso die Schreibweise a = lim {a,}. 


Wir betrachten nun die Menge Q aller méglichen Folgen und wiblen 
eine Untermenge M dieser Menge; einer jeden Folge {a,}, die zu M ge- 
hért, soll eine und nur eine endliche Zahl a entsprechen; a wird dadurch 
eine Funktion von abzaihlbar vielen Variablen a =/f[{a,}] oder kiirzer 
geschrieben 

= f a,, } . 


Wir unterwerfen die Menge M und die Funktion f gewissen Bedingungen, 
die wir Aziome nennen. Durch diese Bedingungen werden eine oder 
mehrere Mengen M mit den entsprechenden Funktionen implizit definiert 
werden: wir sagen, daB wir damit ein Summationsverfahren definiert haben. 


§ 2. 
Die Axiome. 


Unser vollstiindiges System besteht aus den sieben folgenden Axiomen: 

1, Wenn eine Folge {a,} zu M gehért, gehért eine jede Teilfolge 
von {a,} zu M. 

2. Wenn {a,} und {b,} zu M gehéren und {b,} eine Teilfolge der 
Folge {a,} ist, so ist f{a,} =—/f{b,}. 

3. Wenn {a,} zu M gehért, so gehért auch {k+a,} zu M. 

4. Wenn {a,} und {b,} zu M gehéren und a,+k=b, ist (fiir alle m), 
so ist f{b,} =k + f{a,}. 

5. Wenn alle a, positiv sind, so ist f{a,} nicht negativ. 

6. Wenn alle a, negativ sind, so ist f{a,} nicht positiv. 

7. Wenn M’ eine Menge von Folgen bezeichnet, die mit einer ent- 
sprechenden Funktion f’ ein den vorhergehenden Axiomen gehorchendes 
Summationsverfahren definiert, so ist M’ entweder mit M ideutisch, oder 
eine Untermenge von M.*) 

Man sieht unmittelbar, daB man die Bedingungen 123456 erfiillt 
haben wird, wenn man fiir M die Menge aller konvergenten Folgen nimmt — 


diese Menge wollen wir immer mit M bezeichnen —, und f{a,}—lim {a,} 


setzt. Es wird aber auch 7 erfiillt sein. Es sei nimlich TT ein Summations- 
verfahren, [ die zugehérige Menge und die zugehérige Funktion; wenn TT 
den Axiomen 123456 gehorcht, so gelten die beiden folgenden Sitze: 


*) Ein ,Vollstiindigkeits-Axiom*. 
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«) Fiir alle konvergenten, 2u 1 gehirenden Folgen {a,,} ist 
9 (a,) —lim {a,}. 
Es sei « = lim{a,}; p {«,} —a =e; 3 und 4 geben: 


p{«,—a+d})—g{a,}—a+d—8+90; p{a,—a—Jd}—e-—J5. 
Sei d eine positive Zahl; die Gleichung « = lim{«,} belehrt uns, dab 
{«,-+6—«} unendlich viele positive Glieder enthilt, und 125 sagen aus, 
daB ¢ + d= g{a,—a+0} nicht negativ ist; {«,—d—«} hat unendlich 
viele negative Glieder, und aus 1 26 folgt, dab «—d =q{a,—d—«} nicht 
positiv ist. Da aber d eine beliebige positive Zahl ist, so folgt 


¢=0, oder p{a«,}=—a—lim{a,} w. z. b. w. 

B) T kann keine divergenten Folgen enthalten. Eine divergente Folge 
hat immer wenigstens eine der drei folgenden Eigenschaften: entweder 
hat sie zwei verschiedene Teilgrenzen, oder sie enthilt eine Teilfolge mit 
positiven Gliedern, die unbegrenzt wachsen, oder eine Teilfolge mit nega- 
tiven Gliedern, deren absolute Betriige unbegrenzt wachsen. Sei {d,} eine 
divergente Folge, die zu [ gehért; enthielte sie zwei Teilfolgen {a,}, {b,}, 
die gegen verschiedene Grenzen konvergierten, so hiitten wir: 


{a,} und {b,} gehéren zu [ (nach 1), 
Pid,j={4,}, P{d,} = p{b,} (aach 2), 
p{a,} = lim {a,}, p{b,} = lim {b,} (mach Satz «)), 


was der Voraussetzung lim {a,}+ lim {b,} widerspricht. Enthielte {d,} eine 


Teilfolge mit unbegrenzt wachsenden positiven Gliedern, so wiirden wir 
setzen d = p{d,}; 3 und 4 ergeben dann: 

—1=—g{d,—d—-1}. 
Nun enthilt d,—d—1 sicher eine Teilfolge {p,} mit lauter positiven 
Gliedern; 1 und 2 lassen schliefen: 


vip,jJ—o{d,—d—1}=—1, 
was dem Axiom 5 widerspricht. Analog erledigt man den dritten Fall. 
Somit ist 6) bewiesen, 

Aus diesen Sitzen folgt, daB das der gewdhnlichen Konvergenz ent- 
sprechende Summationsverfahren § auch dem Axiom 7 geniigt. Denn 
der Satz 6) sagt, daB, wenn ein Summationsverfahren die Axiome 123456 
befriedigt, die zugehérige Menge nicht iiber M hinausreicht. Dies ist aber 
gerade, was wir beweisen wollten. — Wir wissen jetzt, daB $ das System 
1234567 befriedigt. Ist es das einzige Summationsverfahren, welches 
dieses leistet? 
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7 sagt uns, dab mur eine Menge zuldssig ist; da wir aus dem 


Vorhergehenden wissen, daB diese Menge M ist, folgt die Definition von f 
(der entsprechenden Funktion) ohne Zweideutigkeit aus 123456 und a). 
Die Frage ist also zu bejahen und damit ist die Aquivalenz unseres 
Axiomsystems mit der gewdhnlichen Definition der konvergenten Folgen und 
der Grenze erwiesen. 


§ 3. 
- Die Unabhingigkeit der Axiome. 


Zuniichst sehen wir, daB das System 123456 nicht geniigt, um 
daraus das der gewéhnlichen Konvergenz entsprechende Summationsver- 
fahren $ abzuleiten. Um dies zu zeigen, nehmen wir fir M die Menge 
aller Folgen {k} =k, k,k,--+,k,--- und setzen f{k}=—k. Das so ge- 
bildete Summationsverfahren erfiillt 7 nicht, obwohl es 123456 erfillt. 
Man kann ebenso leicht zeigen, daB keines der sechs ersten Axiome eine 
Folge der fiinf iibrigen ist. 


Definieren wir die Menge M und die zugehérige Funktion, 
als bestehend aus: wie folgt: 
(a) allen Folgen der Form {x i => f {k+ =\~ k, 
(8) allen Folgen {a,}, f {a,} = th, 
(y) der Folge {==} mit ihren simtlichen 
Teilfolgen , f = 0, 
(0) simtlichen konvergenten Folgen, f {a,} = 2lim }a,}, 
(é) ” ” ” (a,} =—1+lim {a,}, 
(§) ” ” ” f {4,} —+1+lim{a,}. 


Wir haben damit sechs Summationsverfahren konstruiert und wir 
iiberlassen es dem Leser zu verifizieren, daB das Summationsverfahren 


(«) dem System 23456 geniigt, ohne 1 zu geniigen, 


(B) » 18456, . es » 
(vy) » » 12456, so a -~ * 
(0) » 12356, a fe —— 
(é) » » 123846, » oar 


(g) ” ” 1 2 3 4 5 ” ” 6 ” ” 
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Gehen wir jetzt zum Axiom 7 iiber. Sein Inhalt variiert mit den vorher- 
gehenden Axiomen, und man sollte eigentlich schreiben 7 = 7(123456), 
um dieses hervorzuheben. Man kann z. B. nicht a priori behaupten, dab, wenn 
1234567(123456) erfiillt sind, auch das System 123457(12345) 
erfiillt sei (dieses wiire sogar in unserem Falle falsch). Die Schwierig- 
keiten, die damit verbunden sind, werden durch den folgenden Satz be- 
seitigt: 

Das Summationsverfahren § geniigt keinem der Axiomsysteme I, II, 
Ill, IV, V, VI der beigefiigten Tabelle 

I 234567(23456) 

I. 134567(13456) 
Ill. 124567(12456) 
IV. 123567(12356) 

V. 123467(12346) 
Vi 123457(12345). 

Und zwar: 
S geniigt nicht dem Systeme 

L., weil man ein Summationsverfahren S‘ herstellen kann, bei welchem 
die zugehérige Menge M™ aus M und aus allen Folgen {a,} besteht, 
die die Eigenschaft haben: 

a, = 4,4, <I &<--, 
wobei die a, unbegrenzt wachsen ; fiir diese Folgen definiert man /' {a,} =a,, 
wihrend fiir die {c,}, die zu M gehéren, f1{c,}—lim{c,} festgesetzt 
wird. Man sieht, daB 23456 fiir S' gelten, ohne daB M! in M enthaiten ist. 

IL, weil man ein Summationsverfahren S™ herstellen kann, dessen 
Menge M™ aus M besteht und auBerdem aus allen solchen divergenten 
Folgen, die beschrinkt sind und nur zwei endliche Teilgrenzen aufweisen; 
fiir die letzteren definiert man die zu S" zugehérige Funktion f™ durch 
die Gleichung f"{d,} = d,, fiir die zu M gehérenden Folgen {c,} wird 
dagegen wieder f™{c,} = lim{c,} gesetzt; 13456 gelten fiir st, ohne 


daB M™ in M enthalten ist. 

II, weil man ein Summationsverfahren S™ herstellen kann, wobei 
die Menge M™ aus M besteht und aus allen Folgen der Form {2’+*} 
— dabei ist {v,} eine beliebige Teilfolge von 


{nm} = 1, 2,3, ---, n,n +1,- 


Man hat zu setzen fit matt) an f™{e, |= tim (¢ .}. Abhnliche 
SchluBfolgerungen wie oben. 


IV., weil es ein Summationsverfahren S'Y gibt, wobei die Menge M!Y 











“ —- we 
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aus M besteht und aus allen Folgen {a,}, deren Glieder unbegrenzt 
wachsen und zwar so, dab 
@ < Oy < Oy <> <A, <a <>} 

fiir diese Folgen setzt man dann: /'Y{a,} —0, wihrend fiir die {c,} aus 
M die Definition f™’{c,} —lim{c,} beibehalten wird. Analoge SchluB- 
folgerungen. a 

V., weil man ein Summationsverfahren SY findet, dessen Menge MY 
aus M besteht und aus allen Folgen von der Gestalt {k + 2*-1} — dabei 
ist v, eine beliebige Teilfolge von {w}. Man definiert f¥{k+2'—1} =k 
und f¥{c,} =lim{e,}. SchluBfolgerungen wie oben. 


VL, weil man ein Summationsverfahren S¥! findet, dessen Menge MY! 
aus M besteht und aus allen Folgen von der Gestalt {k — 2%-1}.*) 
Man definiert f¥'{kK— 2-1} =k, f¥¥{c,} —lim{e,}. Schlubfolgerungen 
wie oben. — 

Diese sechs Beispiele zeigen, daB § keinem von den Systemen I, II, 
Ill, IV, V, VI geniigt, sie zeigen aber noch mehr; nehmen wir z. B. das 
System I und streichen noch einige Axiome weg, etwa 234; dann bleibt 
das System 567(56) iibrig; selbstverstiindlich geniigt S' den Axiomen 56, 
wir wissen aber, daB M™ nicht in M enthalten ist, daraus folgt also, daB 
$ das System 567(56) nicht befriedigt. Dieselben Schliisse kann man 
bei allen Systemen wiederholen und kommt dadurch zu dem Resultate, 
daB $ keinem der ‘Axiomsysteme gentigt, die aus dem vollstindigen 
Systeme durch Fortlassen von Axiomen bei Beibehaltung von 7 entstehen. 
Da aber § das einzige Summationsverfahren ist, welches dem vollstindigen 
Systeme geniigt, so folgt daraus, daB das vollstiindige System keine Folge 
der obengenannten Systeme sein kann. Das, was am Anfang dieses 
Kapitels gesagt wurde, zeigt andererseits, daB das vollstindige System 
keine Folge derjenigen Systeme sein kann, die 7 nicht enthalten.**) Damit 
ist aber die gegenseitige Unabhingigkeit der Axiome bewiesen. 


§ 4, 
Ergiinzende Bemerkungen. 


Es bietet vielleicht einiges Interesse, zu wissen, ob die im vorigen 
Kapitel genannten Systeme I, II, ---, VI, tiberhaupt erfiillbar m. a. W. wider- 
spruchsfrei sind. 


*) {»,} hat dieselbe Bedeutung wie oben. 
**) Dieses lieBe sich auch ohne die Beispiele (a), (A), (y), (@), (e) (¢) aus St,---, 3%" 
ableiten. 
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Die Antwort ist im Falle des Systems II und des Systems IV be- 
jahend, in allen iibrigen Fallen verneinend. 

Vereinigen wir zu einer Menge M™ alle Folgen iiberhaupt und defi- 
nieren f™ {a,} = a,, so erhalten wir dadurch ein Summationsverfahren $4, 
welches allen Axiomen des Systems II entspricht. 

Nehmen wir jetzt als Menge M!Y dieselbe Menge wie M™ und setzen 
fir f'%{a,} durchweg Null, so haben wir ein Summationsverfahren $'¥ 
konstruiert, welches dem System IV geniigt. 

Nehmen wir an, es wire méglich, das System I zu erfiillen, und es 
sei $' das gesuchte Summationsverfahren mit seinen Bestandteilen M! 
and f'. S$ hat 234567(23456) zu erfiillen. Sei [ die Menge aller 
beschrinkten divergenten Folgen, die nur zwei Teilgrenzen haben, und 
sei g; eine Funktion, die dem arithmetischen Mittel aus diesen zwei Teil- 
grenzen gleich ist. [; mit g; definieren ein Summationsverfahren TT,, 
welches 23456 erfiillt. $ erfiillt auch 23456. S$! erfillt aber 7(23456), 
daher muS M! [; und M enthalten.*) Es gilt nun der leicht beweisbare 
Hilfssatz : ,,Wenn ein Summationsverfahren den Axiomen 23456 geniigt 
und die zugehérige Menge die Menge M enthilt, so ist die zugehdrige 
Funktion gleich der gewéhnlichen Grenze fir alle za M gehérenden Folgen. 


Darnach ist f1{1}=—1, f"{2}—2. Aber (ptow) gehért zu [;, also 
a fortiori za M' und Axiom 2 gibt: 


frfS FOO") ff 1) 1 = £1(2) = 2, 


ein Widerspruch, der die Unméglichkeit beweist, I zu erfiillen. 

Ganz analog gestaltet sich der Beweis fiir die Unméglichkeit, III zu 
erfiillen. Auch hier konstruiert man ein Summationsverfahren Ty, welches 
12456 befriedigt. Dabei ist [yy die Folge 


1 ol 1 
{1, 2, 1,2,,1,27, i, °°: 


mit ihren simtlichen Teilfolgen und gin = > Der Hilfssatz bleibt 


giiltig, wenn man in seiner Aussage 3 durch 1 ersetzt, und man bekommt 
damit (in einer Bezeichnungsweise, die durch Analogie geniigend erklart 
ist) nach Axiom 2: 


fm {1, 2, 1, 2-, 1, 270+} PML) = 1 —gm(24 5 =2, 


den gesuchten Widerspruch. 





*) Priizis sollte es heiBen: M! muBb fT; und M als Untermengen enthalten; es 
kommen aber nirgends Mengen als Elemente vor. 























Der Begriff der Grenze. 95 


Nehmen wir an, es existiere ein Summationsverfahren $Y mit der 
zugehdrigen Menge MY und der Funktion fY, welches V= 123467(12346) 
befriedigt. Definieren wir eine Menge [y, die bestehen soll: aus allen 
konvergenten Folgen {&,} mit der Eigenschaft «, > lim {«,} (fiir alle n), 


aus allen konvergenten Folgen {8,} mit der Eigenschaft 6, < lim {£,}, 


und schlieBlich aus allen divergenten Folgen {d,}, die beschrankt sind 
und aus zwei konvergenten Teilfolgen, einer von der Kategorie {«,} und 
einer von der Kategorie {8,} aufgebaut sind. Die zu [Ty gehdérende 
Funktion gy sei nun durch folgende Gleichungen erklirt: 


pr(a,)—lim{«,)—1, gv{B,)—lim(B,}, gv(d,} — lim (6,} 


({8,} bedeutet in der letzten Gleichung diejenige Folge der Kategorie 
{B,}, die eine Teilfolge von {d,} ist). Damit haben wir ein Summations- 
verfahren hergestellt, das 12346 erfiillt. Aber $ tut es auch, infolge- 


dessen muB MY [y und M enthalten. Die Folge (Ato +o) 
gehért zu Ty, und f v {Fre —— + cw) hat den bestimmten Wert k. Die 
Folge {1 +! <7 —} gehért zu M, und daher hat fv {1 i= ¥ =! einen be- 
es Wert hk. Nun ist die Folge oat 7 eine ‘ene von 
{1 re. —— }, und die Anwendung der Axiome 12 gibt 
ra Ie 

Die Axiome 34 geben ihrerseits: 

fv att) fr (1p MF *) ata. 


Nun ist aber (“t") eine Teilfolge von (* +2 + ats }, und man 
hat (nach 12) 


fy (PTO, CM) Lev(tett) igh, kel th. 





--¢ 


n 


Andererseits ist (= 4] eine Teilfolge der beiden Folgen {1 +- 


und (pte + _ oY zugleich, und man hat (nach 1 2) 


fv (oe | - hak, 


n 


also den Widerspruch 


h=k. 
Ebenso beweist man, dab VI nicht erfiillbar ist. 
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Was kann man aber iiber die Axiomsysteme sagen, die noch weniger 
Axiome enthalten (wie z. B. 23457(2345))? Man kommt durch dhn- 
liche Uberlegungen wie oben zu dem Satze, daB alle Axiomsysteme, die 
2,4 und 7 sugleich enthalten, widerspruchsvoll sind; alle anderen sind 
widerspruchsfrei. Nur das volistindige System bildet eine Ausnahme von 
dieser Regel. 

Fiir die Betrachtungen des § 3 sind mir Bemerkungen des Herrn 


K. Jantzen von Nutzen gewesen, was ich nicht versiumen michte, hier 
zu erwahnen. 


Miinchen, 5. Juni 1910. 
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Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten.*) 
Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


§ 1. 


Der Grad einer stetigen Abbildung einer geschlossenen zweiseitigen 
Mannigfaltigkeit. 


Unter einem Simplexsterne des n-dimensionalen Zahlenraumes ver- 
stehen wir eine in einer Umgebung eines Punktes O iiberall dicht liegende, 
endliche Menge von nicht in das Innere voneinander eindringenden und 
den Punkt O als Eckpunkt besitzenden Simplexen, deren je zwei eine 
p-dimensionale (0< p<n—1) Seite gemeinsam haben, sonst aber keinen 
gemeinschaftlichen Punkt besitzen. 

Unter einem n-dimensionalen Elemente E verstehen wir das einein- 
deutige und stetige Bild eines Simplexes S des n-dimensionalen Zahlen- 
raumes. 

Unter den Eckpunkten bez. p-dimensionalen Seiten von E verstehen wir 
alsdann die Bilder der Eckpunkte bez. der p-dimensionalen Seiten von S. 

Wir bilden nun aus -dimensionalen Elementen eine solche zusammen- 
hingende Punktmenge Z, daB je zwei dieser Elemente entweder keinen 
gemeinschaftlichen Punkt besitzen, oder eine p-dimensionale (O<p<n—1) 
Seite (und dann zugleich alle in ihr liegenden Seiten geringerer Dimen- 
sionenzahl) gemeinsam haben, iibrigens aber keinen gemeinschaftlichen 
Punkt besitzen, wihrend in jedem Eckpunkte die daselbst zusammen- 
stoBenden Elemente in derselben Weise, wie die Simplexe eines gewissen 
Simplexsternes des n-dimensionalen Zahlenraumes, aneinander schlieBen. 

Die in dieser Weise konstruierte Punktmenge Z soll eine n-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit heiBen, und zwar, wenn die Zahl ihrer Elemente 


*) Wihrend der Drucklegung dieser Abhandlung ist im zweiten Bande der 
Introduction 4 la théorie des fonctions d’une variable“ von J. Tannery erschienen: 
J. Hadamard, ,,Sur quelques applications de l’indice de Kronecker“. Die daselbst 
ausgefiihrte Theorie beriihrt sich mannigfach mit den vorliegenden Entwicklungen. 


Mathematische Annalen. LXXIL. 7 
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endlich ist, eine geschlossene n-dimensionale Mamnigfaltigkeit; wenn die 
Zahl ihrer Elemente unendlich ist, eine offene n-dimensionale Mannig- 
faltigkeit. 

Diese Definition liBt sowohl endliche, wie unendliche Zusammen- 
hangszahlen zu*). 

Eine geschlossene n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist eine abgeschlossene 
Punktmenge**); eine offene n-dimensionale Mannigfaltigkeit aber eine nicht 
abgeschlossene Punktmenge. Sei naimlich P,, P,, P,,--- eine solche Funda- 
mentalreihe von Punkten einer offenen Mannigfaltigkeit, daB keine zwei 
dieser Punkte demselben Elemente angehéren, so existiert, weil es kein 
Element gibt, in dessen beliebiger Nahe Punkte unendlich vieler ver- 
schiedener Elemente liegen, fiir diese Fundamentalreihe kein Grenzpunkt. 

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit soll eine gemessene n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit heiBen, wenn in jedem Elemente die Punkte in solcher 
Weise durch » + 1 nicht negative, homogene Koordinaten (als ,,Normal- 
koordinaten“ zu bezeichnen) eineindeutig und stetig reprisentiert sind, daB 
in jeder p-dimensionalen Seite die Punkte fiir jedes Element, dem diese 
Seite angehdrt, dieselben Koordinaten besitzen. 

Wir behaupten nun, daB jede n-dimensionale Mannigfaltigkeit zu einer 
gemessenen »-dimensionalen Mannigfaltigkeit gemacht werden kann. 

Zum Beweise dieser Behauptung weisen wir zunichst den Punkten 
der eindimensionalen Seiten ihre Normalkoordinaten zu, und zwar soll, 


*) Dasselbe leistet die Konstruktion, welche ich meinen gruppentheoretischen 
Untersuchungen zugrunde gelegt habe (vgl. Math. Ann. 67, S. 247, und die Be- 
richtigung in 69, 8. 180). Dort wird von einem willkiirlichen endlichen Gebiete G 
des n-dimensionalen Zahlenraumes mit der Grenze © ausgegangen; eine zusammen- 
hingende Teilmenge von @ mit der Eigenschaft, daB, wenn ein Punkt P zu ibr ge- 
hért, auch der innerhalb einer gewissen im n-dimensionalen Zahlenraume um P be- 
schriebenen Kugel liegende Teil von @ zu ihr gehért, wird ein Teilgebiet y von G, 
und das innerhalb einer solchen Menge von Kugeln liegende Teilgebiet von G eine 
Innenseite von y genannt. Sodann werden gewisse Gebiete y zusammen mit ihren 
Grenzen g derart paarweise eineindeutig und stetig aufeinander abgebildet und identi- 
fiziert, daB je zwei in dieser Weise zusammentreffende Innenseiten zusammen mit dem 
entsprechenden Gebiete y eine auf ein Gebiet des n-dimensionalen Zahlenraumes ein- 
eindeutig und stetig abbildbare Punktmenge darstellen, und es werden erstens die paar- 
weise identifizierten Gebiete y, und zweitens diejenigen Punkte der Grenzen g, welche 
durch die Identifizierungen auf Gebiete des n-dimensionalen Zahlenraumes eineindeutig 
und stetig abbildbare Umgebungen bekommen haben, zum Gebiete G hinzugerechnet. 
Mit einer solchen Definition liBt sich aber, so lange die Theorie der gestaltlichen 
Invarianten des n-dimensionalen Zahlenraumes nicht geniigend weit entwickelt ist, 
in vielen Fallen nicht weiter operieren; so sind wir z. B. fir den Gegenstand der 
vorliegenden Arbeit auf den oben im Texte gewihlten Ausgangspunkt angewiesen. 

**) d. h. eine Punktmenge, in welcher jede Fundamentalreihe einen ebenfalls 
zur Punktmenge gehdrigen Grenzpunkt besitzt. 
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wenn wir die nicht Null werdenden Normalkoordinaten der Punkte der 
eindimensionalen Seite A,A, mit u, und u, bezeichnen, das Verhiltnis 


~ in A, unendlich ‘sein, und von dort an stetig abnehmen, bis in A, der 


g 
Wert Null erreicht wird. 

Um sodann die Normalkoordinaten der Punkte der zweidimensionalen 
Seiten zu bestimmen, bilden wir eine solche zweidimensionale Seite A,A,A, 
derart eineindeutig und stetig auf ein Euklidisches ebenes Dreieck FG H 
ab, daB den Seiten des Dreiecks die eindimensionalen Elementseiten 
A,A,, A,A, und A,A, entsprechen, repriisentieren die Punkte dieses 
Euklidischen Dreiecks durch homogene Schwerpunktskoordinaten in bezug 
auf die Eckpunkte F, G, H, und wihlen innerhalb des Dreiecks einen 
willkiirlichen Punkt 0. 

Sei B ein Punkt der zweidimensionalen Seite A,A,A,, B’ sein Bild 
im Dreiecke FGH. Das jenseits B’ fortgesetzte geradlinige Segment OB’ 
trifft eine der Seiten des Dreiecks, beispielsweise die Seite GH, in einem 
Punkte C’. Sei C derjenige Punkt der eindimensionalen Seite A,A,, 
der C’ entspricht, ~u, und cu, seine Normalkoordinaten, C” der Punkt 
der Dreiecksseite GH mit den Schwerpunktskoordinaten 0, cu, und cu,, 
und B” der Schnittpunkt der geraden Linie OC” mit der B’ enthalten- 
den Parallellinie za GH. Dann wihlen wir als Normalkoordinaten von B 
die Schwerpunktskoordinaten von B”. 

Nachdem in dieser Weise von den Punkten aller zweidimensionalen 
Seiten die Normalkoordinaten bestimmt sind, betrachten wir eine drei- 
dimensionale Seite A,A,A,A,, und bilden sie derart auf ein Euklidisches 
Tetraeder FGHK ab, daB den Seiten und Kanten des Tetraeders der 
Reihe nach die zu A,A,A,A, gehérigen zweidimensionalen und eindimen- 
sionalen Elementseiten entsprechen. Die Punkte dieses Euklidischen 
Tetraeders repriisentieren wir durch homogene Schwerpunktskoordinaten 
in bezug auf die Eckpunkte F, G, H, K, und wihlen innerhalb des 
Tetraeders einen willkiirlichen Punkt M. 

Sei D ein Punkt der dreidimensionalen Seite A,A,A,A,, D' sein 
Bild im Tetraeder FGHK. Das jenseits D’ fortgesetzte geradlinige 
Segment MD’ trifft eine der Seiten des Tetraeders, beispielsweise die 
Seite GHK in einem Punkte EF’. Sei E derjenige Punkt der zweidimen- 
sionalen Seite A,A,A,, der E’ entspricht, x, xy, x, seine Normal- 
koordinaten, E” der Punkt der Tetraederseite GHK mit den Schwer- 
punktskoordinaten 0, eu,, .u,-, eu,, und D” der Schnittpunkt der geraden 
Linie ME” mit der D’ enthaltenden Parallelebene zur Ebene GHK. 
Dann wihlen wir als Normalkoordinaten von D <ie Schwerpunktskoordi- 
naten von D”. 


q* 


ee 











100 L. E. J. Brouwer. 


In dieser Weise fahren wir fort, bis wir schlieBlich mittels der 
Normalkoordinaten der Punkte der (n—1)-dimensionalen Elementseiten 
die Normalkoordinaten aller Punkte der Mannigfaltigkeit derart bestimmt 
haben, daB diese in der Tat als eine gemessene »-dimensionale Mannig- 
faltigkeit vorliegt. 

Wir wahlen nun zu jedem Elemente einer gemessenen n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit ein Euklidisches regulires Simplex fester Kantenlinge 
als sein ,,repriisentierendes Simplex“, und bilden es darauf in solecher Weise 
eineindeutig und stetig ab, dab die Schwerpunktskoordinaten in Bezug 
auf die Eckpunkte eines Punktes des reprisentierenden Simplexes den 
Normalkoordinaten des entsprechenden Punktes des n-dimensionalen Ele- 
mentes gleich sind. 

Unter einem Teilsimplexr bez. einem ebenen p-dimensionalen Raum- 
stiick des Elementes verstehen wir alsdann das Bild eines Teilsimplexes 
bez. eines ebenen p-dimensionalen Raumstiickes des reprisentierenden 
Simplexes. 

Unter der Léinge eines in einem Elemente liegenden geradlinigen 
Segmentes verstehen wir die Liinge, welche das entsprechende Segment 
im reprisentierenden Simplexe besitzt. Unter der Entfernung zweier 
Punkte der Mannigfaltigkeit verstehen wir das Minimum der Lange eines 
sie verbindenden (eventuell mehrere Elemente durchziehenden) Strecken- 
zuges. 

Unter dem Schwerpunkte gewisser in Punkten desselben Elementes 
angebrachter Massen verstehen wir den Bildpunkt des Schwerpunktes von 
in den entsprechenden Punkten des reprisentierenden Simplexes ange- 
brachten, jenen gleichen Massen. 

Unter dem Inhalte eines Teilgebietes eines Elementes verstehen 


wir den Inhalt des entsprechenden Teilgebietes des repriisentierenden 
Simplexes. 


Als Indikatrix eines Elementes bezeichnen wir eine gewisse Reihen- 
folge seiner Eckpunkte, wobei solche Reihenfolgen, welche durch eine 
gerade Zahl von Vertauschungen zweier Eckpunkte auseinander hervor- 
gehen, als aiquivalent betrachtet werden. Somit sind nur zwei Indikatrizen 
des Elementes méglich, von denen wir eine beliebige als die positive 
auswahlen kénnen; dann bezeichnen wir die andere als die mnegative. 
Durch die Wahl der positiven Indikatrix des Elementes ist zugleich die 
positive Indikatrix des reprisentierenden Simplexes, durch diese die positive 
Indikatrix jedes Teilsimplexes des reprisentierenden Simplexes, und durch 
letztere schlieBlich die positive Indikatrix jedes Teilsimplexes des Elementes 
bestimmt. 
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Wir betrachten nut eine solche endliche geschlossene Kette von 
untereinander verschiedenen Elementen der gemessenen n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit, bei der je zwei aufeinanderfolgende Elemente » Eckpunkte 
gemeinsam haben,’ und nehmen fiir eines dieser Elemente eine positive 
Indikatrix an. Mittels dieser bestimmen wir die negative Indikatrix des 
folgenden Elementes, indem wir den fiir diesen neu auftretenden Eck- 
punkt an die Stelle des fiir ihn in Fortfall kommenden setzen. In dieser 
Weise bestimmen wir der Reihe nach fiir jedes Element der Kette eine 
positive Indikatrix, und finden schlieBlich, wenn wir zum Ausgangselemente 
zuriickkommen, fiir dieses eine neue positive Indikatrix. Wenn fiir jede 
geschlossene Kette von Elementen diese neue positive Indikatrix mit der- 
jenigen, von der wir ausgegangen sind, identisch ist, so soll die Mannig- 
faltigkeit zweiseitig, im entgegengesetzten Falle einseitig heiben. 

In einer zweiseitigen gemessenen »-dimensionalen Mannigfaltigkeit 
ist somit durch die Wahl der positiven Indikatrix eines Elementes zu- 
gleich fiir jedes Element und fiir jedes Teilsimplex eines Elementes die 
positive Indikatrix festgelegt, sodaB wir von einer positiven Indikatrix der 
Mannigfaltigkeit sprechen kénnen. 


Wir denken uns mit einer zweiseitigen, geschlossenen, gemessenen, 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit u eine eindeutige und stetige Abbildung « 
auf eine gemessene n-dimensionale Mannigfaltigkeit u’ vorgenommen, und 
setzen zunichst auch uw’ als zweiseitig und geschlossen voraus. 

Wir unterziehen uw einer simplizialen Zerleqgung € von der Dichte «, 
d. h. wir zerlegen jedes Element von uw in solcher Weise in eine endliche 
Zahl von Teilsimplexen, daB je zwei davon entweder keinen gemeinschaft- 
lichen Punkt besitzen, oder eine p-dimensionale (OS p<n—1) Seite 
(und dann zugleich alle in ihr liegenden Seiten geringerer Dimensionen- 
zahl) gemeinsam haben, im tibrigen aber keinen gemeinschaftlichen Punkt 
besitzen, und daB die Breite der Teilsimplexe die GréBe « als Maximum 
besitzt. Diese Teilsimplexe sollen die Grundsimplexe, ihre Eckpunkte die 
Grundpunkte, ihre Seiten die Grundseiten der Zerlegung heiBen. Fiir die 
Dichte ¢ wihlen wir eine obere Grenze ¢,, welche sie nicht iiber- 
steigen soll. 

In der Mannigfaltigkeit ~ wird eine positive Indikatrix angenommen, 
und dementsprechend jedes Grundsimplex mit einer positiven Indikatrix 
versehen. 

Ein solches Grundsimplex, dessen Eckpunktsbilder alle demselben 
Elemente von uw’ angehéren, wollen wir ein®,,gewdhnliches Grundsimplex“ 
nennen. 

Jetzt definieren wir, was unter einer zu € gehdrigen simplizialen Ab- 
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bildung B, welche die Abbildung « approximiert, verstanden werden soll. 
Es ist eine Abbildung, welche sich nur auf die gew6hnlichen Grundsimplexe 
erstreckt, und zwar in folgender Weise: 

Sei x ein gewdhnliches Grundsimplex mit den Eckpunkten A,, Ag, - - 
++, A,,,, denen fiir die Abbildung « die demselben Elemente von yw’ an- 
gehérigen Punkte B,, B,,---, B,,, entsprechen. Ein im Inneren oder 
auf der Grenze von 2 liegender Punkt P laBt sich als Schwerpunkt von 
gewissen in A,, A,,---, A,,, konzentrierten positiven Massen auffassen. 
Wenn wir dieselben Massen der Reihe nach in B,, B,,---,B,,, an- 
bringen, so bestimmen sie einen Schwerpunkt Q, den wir fiir die Ab- 
bildung 6 dem Punkte P entsprechen lassen. Alsdann wird, falls die 
Punkte B,, B,,---, B,,, nicht in einem ebenen (m— 1)-dimensionalen 
Raumstiicke liegen, das Grundsimplex 2 auf ein Bildsimplex og, dessen 
Inhalt wir, je nachdem die Bildindikatrix positiv oder negativ ausfillt, 
positiv oder negativ rechnen werden, eineindeutig und stetig abgebildet. 
Wenn aber die Punkte B,, B,,---, B,,, in einem (n—1)-dimensionalen 
Raumstiicke enthalten sind, so wird das Bildsimplex singulir und be- 
kommt den Inhalt Null. 

Die Entfernung zwischen den Bildpunkten fiir « und fiir 6 desselben 
Punktes von uw besitzt eine gewisse obere Grenze e,, welche mit ¢, unter 
jede Grenze herabsinkt. 

Wir definieren weiter eine zu € gehirige modifizierte simpliziale Ab- 
bildung y, welche die Abbildung « approximiert. Sie wird bestimmt durch 
die GréBe ¢, nicht tibersteigende Verriickungen der Grundpunktsbilder, und 
wird sodann aus ihren Grundpunktsbildern in derselben Weise wie 6 kon- 
struiert, wobei fiir y im allgemeinen nicht dieselben gewéhnlichen Grund- 
simplexe auftreten, wie fiir £. 

Wir bestimmen nun beliebig in jedem Elemente von w’ als sein 
»lnnensimplex“ ein solches Teilsimplex, dessen Grenze die Grenze des 
Elementes nicht trifft, und wahlen ¢, in solecher Weise, daB jeder Punkt 
von mw, der fiir eine Abbildung f oder y in einem Innensimplexe abge- 
bildet wird, fiir jede Abbildung 6 oder y nur gewdhnlichen Grund- 
simplexen angehért, welche dann natiirlich stets in demselben Elemente 
von mw abgebildet werden. 

Wir beschiaftigen uns zunichst mit einer solehen Abbildung y, welche 
keine singuliren Bildsimplexe aufweist, und zwar in bezug auf das 
Innensimplex J eines gewissen Elementes E. Die Menge derjenigen im 
Inneren von J enthaltenen Punkte, welche nicht dem Bilde einer (n— 2)- 
dimensionalen Grundseite angehéren, bezeichnen wir mit o, und bemerken, 
daB je zwei Punkte von 6 sich durch einen aus einer endlichen Zahl von 
Strecken bestehenden, ganz in 6 verlaufenden Streckenzug verbinden lassen. 
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Einen solchen zu 6 gehérigen Punkt, welcher nicht dem Bilde einer 
(n — 1)-dimensionalen Grundseite angehért, nennen wir einen gewdhnlichen 
Punkt von J. 

Seien P, und P, zwei beliebige gewéhnliche Punkte von J, welche 
durch einen ganz in 6 verlaufenden Streckenzug s verbunden sind, und 
sei P ein variabler gewéhnlicher Punkt von J. Die Zahl der positiven 
bez. negativen Bildsimplexe, welche P, bedecken, bezeichnen wir mit 
p, bzw. p,’, die analogen Zahlen fiir P, mit p, und p,’, die analogen 
Zahlen fir P mit p und p’. 

Diese Zahlen p und p’ kénnen sich bei Bewegung von Pan s ent- 
lang nur dann iindern, wenn das Bild rt einer (n—1)-dimensionalen Grund- 
seite passiert wird. Wenn dabei die beiden Bildsimplexe, welche in tf 
zusammenstoBen, auf verschiedenen Seiten von rt liegen, so besitzen sie 
dasselbe Vorzeichen, und die Kreuzung von t hat auf die Zahlen p und p’, 
also auch auf die Zahl p—p’, keinen EinfluB. Wenn aber die beiden 
Bildsimplexe, welche in t zusammenstoBen, auf derselben Seite von tf 
liegen, so besitzen sie entgegengesetzte Vorzeichen, und die Kreuzung 
von t fihrt entweder eine Zunahme von p und p’ je um eins, oder eine 
Abnahme von p und p’ je um eins herbei, laBt also wieder die Zahl p—p’ 
ungeindert. Mithin ist p, — p,’=—p, — p,’, und fiir die Abbildung y ist 
in den gewihnlichen Punkten von J die Zahl p — p' eine Konstante. 

Wir wenden uns nunmehr zu einer Abbildung #, fiir welche wir 
die gewdbnlichen Punkte von J, und die Zahlen p und p’ in analoger 
Weise, wie in Bezug auf y, definieren. Wenn dann fiir 6 in J zwei 
gewohnliche Punkte P, und P, existierten, fiir welche p, —p,' und p, —p,’ 
verschieden wiren, so kénnten wir 6 mit solcher Genauigkeit durch eine 
zu € gehérige und keine singuliren Bildsimplexe aufweisende modifizierte 
simpliziale Abbildung y, approximieren, dab die Punkte P, und P, auch 
in bezug auf y, gewdhnliche Punkte von J wiren, und die Zahlen 
P:> Pr’ Py, Py in bezug auf y, dieselben Werte, wie in bezug auf £, 
besiBen, sodaB fiir y, die Zahl p — p’ in den gewohnlichen Punkten von 
J keine Konstante sein kénnte. Aus diesem Widerspruche folgern wir, 
daB auch fiir die Abbildung B in den gewohnlichen Punkten von J die Zahl 
p—p eine Konstante ist. 

Wir behaupten weiter, dab der Wert dieser Konstante, den wir mit c 
bezeichnen, fiir jede simpliziale Abbildung, welche die Abbildung « approxi- 
miert, derselbe ist, und zwar zeigen wir zuniichst fiir zwei derartige 
simpliziale Abbildungen £,’ und £,’, daB die £,’ zugrunde liegende sim- 
pliziale Zerlegung £,’ aus der A,’ zugrunde liegenden simplizialen Zerlegung ¢,’ 
durch simpliziale Zerlegung der Grundsimplexe von ¢,’ hervorgeht, wir 
sagen kurz, daB ¢,' eine Unterteilung von §,' ist. 
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In diesem Falle kénnen wir nimlich die Bilder der Grandpunkte 
von {,’ fiir f,', insofern die entsprechenden Bilder fiir 8,’ existieren, in 
diese auf den kiirzesten verbindenden Streckenziigen stetig tberfiihren, 
und fiir die Folge festhalten, wobei, was J betrifft, die Abbildung 8,’ stetig 
in B,’ tbergeht. Der Gesamtinhalt der in J enthaltenen Teile der Bild- 
simplexe, welcher c mal so groB ist als J, kann bei diesem stetigen 
Ubergange keine Spriinge erleiden, sodaB die ganze Zahl ¢ sich nicht 
andern kann. 

Es seien jetzt B, und B, zwei willkiirliche simpliziale Abbildungen, 
welche die Abbildung « approximieren. Seien £, und ¢ die ihnen zu- 
grunde liegenden simplizialen Zerlegungen von u. Wir konstruieren eine 
so dichte Unterteilung £ von £,, dab es fiir die zugehérige simpliziale 
Abbildung £,, welche die Abbildung £, approximiert, méglich ist, in J 
einen solchen sowohl fiir 6,, wie fir 6, gewdhnlichen Punkt P zu 
wahlen, daB die Eckpunkte eines willkiirlichen, P bedeckenden Bild- 
simplexes fiir 6, in ‘jedem P bedeckenden Bildsimplexe fiir 6, enthalten 
sind. Dann aber gehért zu jedem P bedeckenden Bildsimplex fir £, 
ein und nur ein P bedeckendes Bildsimplex fiir 6,, und zwar besitzen 
je zwei einander in dieser Weise entsprechende Bildsimplexe denselben 
Sinn der Indikatrix. Hieraus folgern wir, daB die Zahl c, welche schon 
fiir 6, und f, dieselbe ist, auch fiir 6, und £,, und deshalb schlieBlich 
auch fiir 6, und f, dieselbe ist. 

Wir werden jetzt zeigen, daf die Werte c, und c,, welche ¢ in den 
Innensimplexen J, und J, zweier solcher Elemente EF, und E,, welche 
eine (n—1)-dimensionale Seite S gemeinsam haben, besitzt, einander 
gleich sind. 

Dazu wihlen wir zwei solche Euklidische regulire Simplexe 7, und Z,, 
welche in bezug auf eine gemeinsame (n—1)-dimensionale Seite Y die 
Spiegelbilder voneinander sind, der Reihe nach als repriisentierende Sim- 
plexe von EF, und F,, sodaB die (n—1)-dimensionalen Seiten S und 2 
einander entsprechen. 

Sodann werden die Begriffe ,,Teilsimplex“, ,,p-dimensionales Raum- 
stiick*, ,Schwerpunkt* und ,,Inhali* von T, + T, (d. h. von der von 7, und J, 
zusammen gebildeten Punktmenge) in genau derselben Weise auf EF, + E, 
iibertragen, wie sie friiher von einem einzigen reprasentierenden Simplex 
auf das von ihm reprisentierte Element iibertragen worden sind. 

Wir bestimmen in EF, und FE, solche der Reihe nach J, und JJ, ent- 
haltende Teilsimplexe U, und U,, welche eine in S liegende (m— 1)-di- 
mensionale Seite gemeinsam haben, deren Grenzen aber die iibrigen Seiten 
von E, und E£, nicht treffen. 


Diejenigen Grundsimplexe, deren Eckpunktsbilder fiir die Abbildung « 
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alle zum Inneren der Punktmenge FE, + EF, gehéren, rechnen wir nunmehr 
za den gewoéhnlichen Grundsimplexen, und bestimmen eine simpliziale 
Abbildung f’, welche « approximiert, und welche sich auch auf die neu 
hinzugekommenen gewoéhnlichen Grundsimplexe erstreckt; zu ihr gehdren 
wieder modifizierte simpliziale Abbildungen y’. Die obere Grenze fiir « 
wiihlen wir jetzt derart, daB in bezug auf U,+ U, und auf die gewéhn- 
lichen Grundsimplexe in der neuen Bedeutung dieselbe Eigenschaft, 
welche friiher den Innensimplexen und den gewdhnlichen Grundsimplexen 
im alten Sinne auferlegt ist, giiltig bleibt. Dann kénnen wir nach der 
schon oben angewandten Methode folgern, daB fiir die Abbildwng-B’ in den 
gewohnlichen Punkten von U, + U, die Zahl p— p’ eine Konstante ist. 

Diese zu fp’ und U, + U, gehérige Konstante ist aber einerseits mit 
der zu 6 und J, gehérigen Konstante c,, andererseits mit der zu 6 und J, 
gehérigen Konstante c, identisch, sodaB in der Tat die Konstante ¢ in J, 
und J,, dann aber auch in allen Elementen von uw’, denselben Wert hat. 

Die Konstante c, welche einerseits in allen Elementen von uw’, und 
andererseits fiir alle simplizialen Abbildungen, welche « approximieren, 
denselben Wert besitzt, stellt mithin eine Eigenschaft von a dar. Wir 
nennen sie den Grad der eindeutigen und stetigen Abbildung «a. 


Zwei eindeutige und stetige Abbildungen von u auf wu’, welche sich stetig 
ineinander iiberfiihren lassen, besitzen denselben Grad. 

Approximieren wir sie niimlich beide durch solche simpliziale Abbil- 
dungen, denen paarweise dieselbe simpliziale Zerlegung von wu zugrunde 
liegt, so kémuen wir zwischen jedes Paar dieser Abbildungen eine solche 
endliche Reihe von auf dieselbe Zerlegung gegriindeten simplizialen Ab- 
bildungen einschalten, daB jede von ihnen den oben der simplizialen Ab- 
bildung £ auferlegten Bedingungen geniigt, und dab je zwei aufeinander- 
folgende von ihnen sich nur im Bildpunkte eines der Grundpunkte, und 


_ gwar beliebig wenig, unterscheiden, sodaB es sicher ein Innensimplex 


von uw gibt, in dem sie beide genau dieselbe Bildmenge, also denselben 
Wert der Konstante ¢ bestimmen. Mithin kann sich dieser Wert an der 
genannten Reihe von Abbildungen entlang nicht andern, was nur méglich 
ist, wenn die beiden eindeutigen und stetigen Abbildungen, von denen wir 
ausgegangen sind, von gleichem Grade sind. 

DaB jede endliche, positive oder negative, ganze Zahl als Grad einer 
Abbildung auftreten kann, zeigen am einfachsten diejenigen eindeutigen 
und stetigen Abbildungen einer Kugel auf eine andere Kugel, welche 
rationale Funktionen der komplexen Variabeln darstellen. Der absolute 
Wert des Grades der Abbildung ist hier mit dem Grade der entsprechenden 
Funktion identisch. 
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SchlieBlich bemerken wir, daB, falls fiir die Abbildung « die Bild- 
menge nicht iiberall dicht in wu’ ist, der Grad von « sicher Null ist. 

Dann existiert nimlich sicher auch eine simpliziale Abbildung 8, 
welche @ approximiert, zu der wir in mw’ ein solches Innensimplex J 
wihlen kiénnen, in dem die von ihr bestimmte Bildmenge nicht tiberall 
dicht liegt. In einem Teilgebiete eines Innensimplexes, wo die Bildmenge 
von w fir # nicht eindringt, sind aber sowohl p wie p’, also auch c 
gleich Null. 


Wir haben bis jetzt uw’ als zweiseitig und geschlossen angenommen. 
Wenn aber uw’ einseitig und geschlossen ist, so bleiben die vorstehenden 
Uberlegungen sowohl in bezug auf ein einziges Innensimplex, wie in bezug 
auf die Innensimplexe zweier in einer (n— 1)-dimensionalen Seite anein- 
ander grenzenden Elemente, vollstaindig in Kraft. Betrachten wir dann 
aber weiter eine solche geschlossene Kette von Elementen, in welcher der 
Sinn der Indikatrix umkehrt, so muB in dieser Kette die Zahl c = p — p’ 
einerseits konstant sein, und andererseits bei einem vollen Umlaufe ihr 
Zeichen wechseln, was nur méglich ist, wenn sie gleich Null ist. 


Wenn schlieBlich uw’ offen ist, so kann man, weil die Bildmenge von 
uw in w’ abgeschlossen ist, in w’ eine solehe endliche Menge uw” von Ele- 
menten angeben, daB sowohl fiir «, wie fiir die verschiedenen Abbildungen 
B und y die Bildmenge von mw ganz in uw” enthalten ist, ohne jedoch in u” 
iiberall dicht zu liegen. Erstere Eigenschaft bringt mit sich, dab sowohl 
binsichtlich eines einzigen Innensimplexes, wie hinsichtlich der Innen- 
simplexe zweier in einer (w — 1 )-dimensionalen Seite aneinander grenzenden 
Elemente die obigen Uberlegungen wieder véllig giiltig bleiben. Aus der 
Eigenschaft, daB die Bildmenge von wu in uw” nicht iiberall dicht liegt, folgern 
wir dann weiter, daB auch hier der Grad von « nur Null sein kann. 


Wir fassen das Ergebnis dieses Paragraphen wie folgt zusammen: 

Satz 1. Wenn eine zweiseitige, geschlossene, gemessene n-dimensionale 
Mannigfaltigkeit » auf eine gemessene n-dimensionale Mannigfaltigkeit wu’ 
eindeutig und stetig abgebildet wird, so existiert eine bei stetiger Modi- 
fizierung der Abbildung sich nicht dndernde endliche ganze Zahl c mit der 
Eigenschaft, daB die Bildmenge von wu jedes Teilgebiet von w' im ganzen 
e Male positiv iiberdeckt. Ist w' einseitig oder offen, so ist ¢ stets gleich 
Null.*) 


*) Man bemerkt gleich, da8 dieser Abbildungsgrad in hohem Mafe von der 
speziellen Zerlegung von wu und uw’ in Elemente, sowie von der speziellen Herstellung 
ihrer Messungsskalen unabhiingig ist. Fiir m2 kann sogar leicht bewiesen werden, 
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§ 2. 
Die stetigen Vektorfelder auf n-dimensionalen Kugeln. 


Wir betrachten eine n-dimensionale Kugel K, welche wir in einem 
(m+ 1)-dimensionalen Euklidischen Raume R,,, durch die Gleichung 
2a? = 1 in rechtwinkligen Cartesischen Koordinaten darstellen. DaB diese 
Kugel unter den im vorigen Paragraphen entwickelten Begriff der ge- 
messenen »-dimensionalen Mannigfaltigkeit fallt, zeigt sich, wenn wir die 
2"+1 sphirischen Simplexe, in welche sie durch die n-dimensionalen ebenen 
Raume z,=0 des R,,, zerlegt wird, als ihre Elemente, und die Teil- 
gebiete der in ihr liegenden p-dimensionalen groBen Kugeln als ihre 
ebenen p-dimensionalen Raumstiicke auffassen, wihrend wir in jedem Ele- 
mente denjenigen Punkt, dessen Cartesische Koordinaten im R,,, alle 


gleich +V2 sind, als Einheitspunkt der Normalkoordinaten wiiblen. 


Nachdem weiter fiir eines der Elemente eine positive Indikatrix gewiihlt 
ist, ist zugleich fiir jedes sphirische Simplex (ein solches wird von n + 1 
verschiedenen (v — 1)-dimensionalen GroBkugeln gebildet, und ist ginzlich 
in einer gewissen Halbkugel von K enthalten) eine positive Indikatrix 
festgelegt. 

In jedem Punkte P von K existiert nun eine ( — 1)-dimensionale 
Richtungskugel 4p, in der wir mittels GroBkugeln analog wie fiir K 
selbst, die Elemente, die Simplexe, die ebenen p-dimensionalen Raumstiicke 
und Normalkoordinaten definieren kénnen. Weiter soll die positive Indi- 
katrix von dp in folgender Weise aus der positiven Indikatrix von K her- 
geleitet werden: Sei s ein zu 4p gehdriges (m — 1)-dimensionales sphirisches 
Simplex; wir bestimmen in K ein solches »-dimensionales Simplex S, 
das P als Eckpunkt besitzt, waihrend seine P enthaltenden (n— 1)-di- 
mensionalen Seiten durch die (n — 2)-dimensionalen Seiten von s bestimmt 
werden, und die letzte (m—1)-dimensionale Seite beliebig ist. Sodann 
schreiben wir die positive Indikatrix von S in solcher Weise, daB in der 
Reihe der Eckpunkte P die letzte Stelle erhalt. Die iibrigen Eckpunkte 
dieser Reihe bestimmen dann eine gewisse Reihenfolge der in P zu- 
sammenkommenden Kanten von S, mithin ebenso eine gewisse Reihenfolge 
der Eckpunkte von s. Letztere Reihenfolge wihlen wir als positive 
Indikatrix von s. 


da8 diese Unabhingigkeit vollkommen ist. Der entsprechende Nachweis fiir héhere 
Dimensionenzahlen diirfte ziemlich tief liegen, doch liBt sich auch ohne ihn Satz 1 
verwenden, wie die folgenden Paragraphen zeigen. 
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Wir denken uns in KX ein solches stetiges Vektorfeld, daB nur die 
Richtung, nicht die GréBe der Vektoren in Betracht kommt, wihrend nur 
eine endliche Zahl von singuliiren Punkten (d. h. Punkten, in denen die 
Stetigkeit der Vektorrichtung gestirt wird) existiert, und zerlegen K 
mittels einer keinen singuliren Punkt des Vektorfeldes enthaltenden, 
(wm —1)-dimensionalen GroBkugel x, mit den Polen 2, und 2,, in eine 
ax, enthaltende Hialfte H, und eine 2, enthaltende Hiilfte H, (die GroB- 
kugel x betrachten wir als zu beiden Hilften gehérig). Sowohl H, wie H, 
zerlegen wir mittels (n—1)-dimensionaler GroBkugeln keinen singuliren 
Punkt des Vektorfeldes enthalten, die in eine endliche Zahl von n-dimen- 
sionalen sphirischen Simplexen S,,, S,., S,,,--- bez. S,,, Sge, Sag. +++, 
welche alle ebenso, wie die Elemente einer »-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit, aneinander schlieBen, wihrend die Teilsimplexe von H, die Spiegel- 
bilder in beaug auf x der Teilsimplexe von H, sind. 

Sei o eine (n—1)-dimensionale Seite eines Teilsimplexes S,,. Aus 
der positiven Indikatrix von S,, leiten wir in folgender Weise eine 
»positive Indikatrix von o, betrachtet als Seite von SS, her: Wir 
schreiben die positive Indikatrix von S,, in solcher Weise, daB in der 
Reihe der Eckpunkte der nicht in 6 liegende Eckpunkt die letzte Stelle 
erhilt. Die Reihenfolge der iibrigen Eckpunkte bestimmt die positive 
Indikatrix von 6, betrachtet als Seite von S,,. In dieser Weise wird 
zugleich fiir den Umfang von S,,, welcher 4 derart als zweiseitige, 
geschlossene, gemessene (n— 1)- dimensionale Mannigfaltigkeit auffassen 
laBt, daB die (n—1)-dimensionalen Seiten von S,, seine Elemente, und 
die Teilgebiete der in ihm liegenden p-dimensionalen GroBkugeln seine 
ebenen p-dimensionalen Raumstiicke repriisentieren, eine positive Indikatrix 
festgelegt. 


Wir projizieren im R,,, den Umfang U,, eines Simplexes S,, zu- 
sammen mit den in seinen Punkten angebrachten Vektoren aus einem auBer- 
halb S,, liegenden Punkte Q von K auf den im @Q diametral entgegen- 
gesetzten Punkte 0 angebrachten n-dimensionalen ebenen Beriihrungs- 
raum #. Dadurch wird eine eindeutige und stetige Abbildung von U,, 
auf die Kugel der Richtungen von #, deren positive Indikatrix durch die 
positive Indikatrix der Kugel 4 festgelegt ist, bestimmt; wir behaupten 
von dieser Abbildung, daB ihr Grad unabhingig ist von der speziellen 
Wahl des Projektionszentrums Q. 

Zum Beweise dieser Behauptung bemerken wir, daB durch die stereo- 
graphische Projektion die (n—1)-dimensionale Richtungskugel ip eines 
veg “at zu U,, gehérigen Punktes P in eine kongruente Beziehung 
zur (w—1)-dimensionalen Richtungskugel von @ gesetzt wird, wodurch 
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zugleich zwischen den Richtungskugeln 4p und dg von zwei willkirlichen 
zu U,,, gehérigen Punkten P und R eine kongruente Beziehung bp, her- 
gestellt wird, und zwar in folgender Weise: 

Sei V eine willkiirliche zu 4p gehérige Richtung. Sie bestimmt mit 
@ und R eine in K liegende zweidimensionale Kugel /, in welcher die 
Punkte P, Q und R einen Kreis k bestimmen. In R gibt es dann eine 
solche zu / gehérige Richtung, welche in / mit k denselben Winkel be- 
stimmt wie V. Diese Richtung korrespondiert mit V fiir die Be- 
ziehung Dpr. LG 

Stetige Bewegung von Q in endlicher Entfernung von P und R kann 
diese kongruente Beziehung }p, nur stetig aindern; mithin kann stetige 
Bewegung von Q in endlicher Entfernung von S,, das ganze System der 
kongruenten Beziehungen zwischen den (n—1)-dimensionalen Richtungs- 
kugeln der Punkte von U,, nur stetig andern, sodaB der Grad der durch 
das Vektorfeld bestimmten Abbildung von U,, auf die (m— 1)-dimensio- 
nale Richtungskugel des Projektionsraumes keine Spriinge erleiden kann, 
was nur mdglich ist, wenn er eine Konstante c,, ist, welche wir den 
Grad des Simplexes S,, nennen. Wir stellen uns als Ziel, die Summe 
dieser Grade der verschiedenen S,, zu ermitteln. 


Wir projizieren die Hilfte H, stereographisch aus z,, und H, aus 2,. 
Die entsprechenden n-dimensionalen ebenen Projektionsriiume bezeichnen 
wir mit #, und #,, betrachten die durch diese stereographische Projektion 
bestimmten Abbildungen der U,, auf die Richtungskugel von #,, und 
suchen die Summe der Grade dieser Abbildungen. 

In dieser Summe liefert jede solche (m — 1)-dimensionale Seite eines S, ,, 
welche nicht in x enthalten ist, weil die in ihr enthaltenen Grundsimplexe 
zweimal mit entgegengesetzter Indikatrix abgebildet werden, zwei einander 
zerstérende Beitrige, sodaB nur die Beitriige der in x enthaltenen (nm — 1)- 
dimensionalen Seiten 6, von EinfluB sind. 

Fassen wir nun aber x in solcher Weise als eine zweiseitige, ge- 
schlossene, gemessene (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit auf, daB die 
6, ihre Elemente, und die Teilgebiete der in ihr liegenden p-dimensio- 
nalen GroBkugeln ihre ebenen p-dimensionalen Raumstiicke repriisen- 
tieren, wiahrend ihre positive Indikatrix von der positiven Indikatrix 
der 6,, betrachtet als Seiten der S,,, bestimmt wird, so ruft die stereo- 
graphische Projektion von x auf #, eine eindeutige und stetige Abbildung 
von x auf die Richtungskugel von #, hervor, zu deren Grad ¢, die o, 
genau dieselben Beitriige liefern, wie zur Summe der ¢,,, sodaB c, der 
Summe der ¢,, gleich ist. 

Versehen wir aber x mit derjenigen positiven Indikatrix, welche 














110 L. E. J. Brouwer. 


der positiven Indikatrix der 6,, betrachtet als Seiten der S,,, entspricht, 
und projizieren wir sodann x stereographisch auf #,, so zeigt sich in 
derselben Weise, daB der Grad c, der in dieser Weise hervorgerufenen 
eindeutigen und stetigen Abbildung von x auf die Richtungskugel von #, 
der Summe der ¢,, gleich ist. 

Sei 9 der x enthaltende n-dimensionale ebene Raum des R44) 80 
entspricht bei einer Spiegelung des R,,, in bezug auf @ die Projektions- 
kugel x, von x in #, der Projektionskugel x, von x in #, mit entgegen- 
gesetzter Indikatrix, die Richtungskugel von #, der Richtungskugel von @,, 
ebenfalls mit entgegengesetzter Indikatrix, und die vorliegende Vektor- 
verteilung in x, der Reflexionsverteilung in x,, d. h. derjenigen Verteilung, 
welche aus der vorliegenden in jedem Punkte durch Spiegelung am ebenen 
in #, liegenden Beriihrungsraum erhalten wird. 

Um die Summe der ¢,,, d.h. die Summe von ¢, und ¢, zu ermitteln, 
haben wir mithin die Frage zu erértern: wieviel in einem ebenen Eukli- 
dischen n-dimensionalen Rawme @ die Summe der Grade derjenigen Abbil- 
dungen 3 und @ einer (n—1)-dimensionalen Kugel £ auf die Richtungs- 
kugel 2 von ®& betriigt, welche durch eine stetige Vektorverteilung in den 
Punkten von £ und ihre Reflexionsverteilung bestimmt wird. 

Zu diesem Zwecke bestimmen wir in £ mittels eines (m— 1)-dimen- 
sionalen ebenen Raumes f eine (nm —2)-dimensionale GroBkugel mit den 
Polen qg, und g,, und nehmen mit £ eine solche Fundamentalreihe von 
simplizialen Zerlegungen {£,’, £’, &,---,6.,--- vor, daB fiir keine von 
ihnen p, in einer Grundseite liegt, und daB ihre Dichte mit steigendem m 
unter jede Grenze herabsinkt. Wir bezeichnen mit z,, dasjenige Grund- 
simplex, welches q, fir ¢* enthalt, und mit u,, den Umfang von z,,. 

Fiir jedes m leiten wir in folgender Weise aus d eine neue eindeutige 
und stetige Abbildung 6,, von £ auf 4 her: Sei j ein willkiirlicher halber 
GroBkreis, welcher in £ die Punkte g, und g, verbindet, und h sein 
Schnittpunkt mit u,. Den Bogen g,h von j bilden wir auf den Halb- 
kreis j ahnlich ab. Wird dabei ein willkiirlicher Punkt F in F’ ab- 
gebildet, so soll dem Punkte F' fiir die Abbildung 6, derjenige Punkt 
von A entsprechen, welcher fiir die Abbildung d dem Punkte F” entspricht, 
wihrend die nicht zam Bogen g,h gehérigen Punkte von j fiir d,, alle in 
den Bildpunkt g von gq, fir 6 abgebildet werden. 

Die Reflexionsabbildung (d. h. die zur Reflexionsverteilung gehérige 
Abbildung) von 6,, bezeichnen wir mit g,,. 

Weil ¢ sich stetig in 0, tiberfiihren liBt, wobei zugleich @ stetig 
in g,, tibergeht, so ist die Gradsumme von 6 und @ derjenigen von J@,, 
und g,, gleich. 
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Durch weitere simpliziale Zerlegungen der Grundsimplexe von £’ ge- 
langen wir zu einer solchen simplizialen Zerlegung £,, von £, daB die 
entsprechenden simplizialen Abbildungen 6,, und @,,, welche 6,, und g,, 
approximieren, den ‘Bedingungen, welche im § 1 der approximierenden 
Abbildung # auferlegt sind, geniigen. 

Wir suchen zuniichst die Beitriige, welche die von 6, und 9,” er- 
zeugten Bildmengen von z,, zur Gradsumme von @,, und @,, liefern. Wenn 
wir mit g’ den Reflexionsvektor der Richtung g im Punkte g, von Ff be- 
zeichnen, so ist auBerhalb einer fiir unbegrenzt wachsendes m unter jede 
Grenze herabsinkenden Umgebung von g’ sowohl fiir die von 4, erzeugte 
Bildmenge von z,,, wie fiir die von @/, erzeugte Bildmenge von z,,, die 
Zahl p—p’ eine Konstante. Von diesen beiden Konstanten Andert die 
letztere sich nicht, wenn wir die von 9,, erzeugte Bildmenge derart modi- 
fizieren, daB als Bildpunkt eines jeden in z,, liegenden Grundpunktes P 
von ¢,,, dem fiir d,, die Richtung ep entspricht, an Stelle des Reflexions- 
vektor von ep in P der Reflexionsvektor von ep in q, tritt. Nach dieser 
Modifizierung ist aber die von @,, erzeugte Bildmenge von z,, in das Spiegel- 
bild in bezug auf f der von 0, erzeugten Bildmenge von z,, iibergegangen, 
und zwei solche Spiegelbilder besitzen entgegengesetzte Indikatrizen, sodaB 
die beiden Bildmengen der Reihe nach in zwei Punkten von 1, welche die 
Spiegelbilder voneinander in Bezug auf f sind, entgegengesetzte Zahlen p— p’ 
bestimmen; dann aber bestimmen auBerhalb der unter jede Grenze herab- 
sinkenden Umgebung von g’ die von 4, und 9, erzeugten Bildmengen 
von 4,, tiberall entgegengesetzte Zahlen p — p’, und zerstéren mithin die 
beiderseitigen Beitrage zur Gradsumme von 4,, und g,,. 

Wir haben jetzt die Beitriige zu ermitteln, welche die von 6” und 97 
erzeugten Bildmengen des von z,, inf bestimmten Restgebietes ¢,, zur Grad- 
summe von 6,, und g,, liefern. Zuniichst reduziert sich die von 0 erzeugte 
Bildmenge auf den einzigen Punkt g, liefert also keinen Beitrag. Sodann 
ist fiir die von 9, erzeugte Bildmenge auferhalb einer fiir unbegrenzt 
wachsendes m unter jede Grenze herabsinkenden Umgebung von g’ die 
Zahl p—p' dem Grade derjenigen Abbildung von F auf i gleich, welche 
durch die Reflexionsverteilung eines konstanten Vektors in den Punkten 
von F bestimmt wird. 

Um diesen Grad zu ermitteln, bezeichnen wir mit 7, denjenigen Punkt 
von £, dessen Radius dem konstanten Vektor entgegengesetzt ist, mit 7, 
den z, diametral entgegengesetzten Punkt von £, mit w die zu £ ge- 
hérige (n — 2)-dimensionale GroBkugel, welche yz, und yz, zu Polen hat, 
mit a, bez. a, die yz, bez. yz enthaltende Hilfte, welche w in Ff be- 
stimmt. Wir kénnen dann mit der Hiilfte a, leicht eine solche simpliziale 
Zerlegung vornehmen, daB die Bilder der mit positiver Indikatrix ver- 
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sehenen Grundsimplexe die Kugel 4 genau einmal, und zwar mit positiver 
Indikatrix tiberdecken. Zerlegen wir weiter die Hilfte a, in solche Grund- 
simplexe, welche denjenigen von a, diametral entgegengesetzt sind, und 
versehen wir diese je mit einer solchen Indikatrix, welche derjenigen des 
entsprechenden Grundsimplexes von a, ebenfalls diametral entgegengesetzt 
ist, was bewirkt, daB diese Indikatrix fiir gerades » positiv, fiir ungerades n 
negativ ausfillt, so bestimmen zwei entsprechende Grundsimplexe von a, 
und a, in 4 dasselbe mit positiver Indikatrix versehene Bildsimplex. 

Wenn wir also auch die Grundsimplexe von a, mit einer positiven 
Indikatrix versehen, so iiberdecken ihre Bildsimplexe die Kugel 4 wieder 
genau einmal, und zwar fiir gerades » mit positiver, fiir ungerades » mit 
negativer Indikatrix, sodaB der gesuchte Abbildungsgrad fiir n gerade gleich 
zwei, fiir n ungerade gleich Null ist. 

Also sind auch die Gradswmme von 4,, und o,,, die Gradsumme von 0 
und 9, und schlieBlich die Summe der c,, fiir n gerade gleich zwei, fiir n 
ungerade gleich Null. 


Wenn das Vektorfeld in K keine singuliiren Punkte aufweist, so ist 
seine Stetigkeit gleichmiBig. Wir kénnen dann die S,, so klein wihlen, 
daB die Richtungsvariation der auf #, resp. #, stereographisch projizierten 
Vektoren desselben U,, eine beliebig klein gewihlte GréBe nicht tiber- 
steigt, daB mithin jedes c,, gleich Null ist. Dies ist aber nach dem obigen 
Ergebnisse fiir gerades » ‘unmdglich, sodaB wir bewiesen haben: 

Satz 2. Lin stetiges Vektorfeld auf einer Kugel gerader Dimensionen- 
zahl besitet wenigstens einen singuléren Punkt. 

DaB dieser Satz fiir Kugeln ungerader Dimensionenzahl nicht zutrifft, 
erhellt am einfachsten aus der Betrachtung eines solchen Vektorfeldes auf 
der dreidimensionalen Kugel, fiir welchesdie Beriihrungskurven von einer 
(zweifach unendlichen) Schar von untereinander im Cliffordschen Sinne 
parallelen groBen Kreisen gebildet werden. 


§ 3. P 
Die eindeutigen und stetigen Transformationen n-dimensionaler 
Kugeln und n-dimensionaler Elemente in sich. 


Wir denken uns jetzt die »-dimensionale Kugel K einer eindeutigen 
und stetigen Transformation r unterworfen, welche keinen Punkt fest laBt. 
Wir nehmen mit K solche beliebig dichte simpliziale Zerlegungen vor, 
fiir welche die Grundsimplexe in derselben Weise, wie im § 2 die Sim- 
plexe S,,, gebildet werden, und konstruieren die entsprechenden simpli- 
zialen Transformationen von K in sich, welche r approximieren. Dann 
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existiert sicher eine simpliziale r approximierende Transformation ¢, welche 
ebenfalls keinen Punkt fest laBt. Sonst naimlich giibe es eine Fundamental- 
reihe von solchen gegen r konvergierenden simplizialen Transformationen, 
welche der Reihe nach die Punkte F,, F,, F;, --+ fest lieben; dann aber 
wire jeder Grenzpunkt dieser Fundamentalreihe F,, F,, F,, --- Fixpunkt 
fiir die Transformation r. 

Wir wahlen einen willkirlichen, fiir ¢ gewéhnlichen und nicht in einer 
Seite eines Grundsimplexes liegenden Punkt O von K, verbinden jeden 
Punkt P von K mit seinem Bildpunkte P’ fiir die Transformation ¢ durch 
einen 0 enthaltenden Kreis, und bringen in P denjenigen Vektor an, 
welcher von dem O nicht enthaltenden Bogen dieses Kreises bestimmt wird. 
Dann entsteht auf K ein stetiges Vektorfeld, das nur eine endliche Zahl 
yon singuliren Punkten aufweist, nimlich erstens die Punkte, welche O 
zum Bildpunkt haben, zweitens den Punkt O selbst. 

Wir wiahlen in K eine positive Indikatrix, bezeichnen mit S,, S,, 
S;,--:, S, diejenigen Grundsimplexe, deren Bildsimplexe ,S,, ,S,, ,S,,---, 
»S, den Punkt O mit positiver Indikatrix bedecken, mit S,’, S,’, S,’, ---, 
S, diejenigen Grundsimplexe, deren Bildsimplexe ,8,’, ,S,’, ,S,', ---, Sy 
den Punkt O mit negativer Indikatrix bedecken, mit S” das O enthaltende 
Grundsimplex. Weiter diirfen wir die ¢ zugrunde liegende simpliziale Zer- 
legung von K so dicht voraussetzen, daB kein Grundsimplex mit seinem 
Bildsimplex einen gemeinschaftlichen Punkt besitzt; dann ist auch sicher 
S” von allen S, und von allen S,’ verschieden. 


Um die Grade der Simplexe S, und S,’ zu ermitteln, projizieren wir 
im R,,, die Kugel 1. samt ihren Vektorfelde stereographisch aus O auf den 
in dem O diametral entgegengesetzten Punkte O’ angebrachten n-dimen- 
sionalen ebenen Beriihrungsraum @. 

Die Projektion des Simplexes S, bezeichnen wir mit ©,, seine 
Grenze mit U,, die Projektion der Grenze des Simplexes ,S, mit ,l,. 
Die Bildindikatrix in ,U, gehért nun aber in # zu einer negativen Indi- 
katrix des von ,ll, begrenzten sphirischen Simplexes ,©,. 

Die Vektoren in den Punkten $ von U,, denen die Punkte ’ von 
,ll, entsprechen, werden durch die geradlinigen Verbindungsstrecken BP’ 
bestimmt; durch gleichmiBig stetige Abinderung lassen diese sich in 
diejenigen Vektoren tiberfiihren, welche in jedem Punkte $ der gerad- 
linigen Verbindungsstrecke O’$’ parallel sind. Letztere Vektoren tiber- 
decken aber die Richtungskugel 4» genau einmal mit negativer Indikatrix, 
sodaB der Grad von S, gleich — 1 ist. 

In derselben Weise wird fir den Grad jedes Simplexes S,’ der Wert 
+ 1 gefunden. 


Mathematische Annalen. LXXI. 38 
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Um den Grad von S” zu ermitteln, fihren wir die Vektorverteilung 
in der Grenze U” von S” durch stetige Abanderung in eine solche tier, 
fiir welche in jedem Punkte P von U” der Vektor durch den O nicht 
enthaltenden Bogen eines 0 und P verbindenden GroBkreises bestimmt 
wird. Projizieren wir sodann U” samt seinem Vektorfelde im R,,, 
stereographisch aus O' auf den ebenen n-dimensionalen Raum @’, welcher 
K in O berihrt, in 1”, so wird in jedem Punkte $ von WU” der Vektor 
bestimmt durch die Richtung der geradlinigen Verbindungsstrecke Of; 
somit iiberdeckt die Vektorverteilung in U1” die Richtungskugel 4, genau 
einmal mit positiver Indikatrix, und der Grad von S” ist gleich + 1. 


Was die tibrigen Grundsimplexe angeht, so lassen sie sich in solche 
Teilsimplexe zerlegen, sodaB innerhalb jedes einzelnen bei stereographischer 
Projektion die Variation der Vektorrichtung eine beliebig klein gewihlte 
GréBe nicht iibersteigt. Jedes dieser Teilsimplexe besitzt also den Grad 
Null, und dasselbe gilt fiir die sich aus ihnen zusammensetzenden Grund- 
simplexe. 


Die Summe der Grade aller Grundsimplexe ist mithin gleich — p+ p’+1, 
was fiir gerades m gleich zwei, fiir ungerades » gleich Null sein muB. 
Hieraus folgern wir, daB p—p’, d. h. der Grad der Transformationen r und 
t, fir gerades n gieich — 1, fiir ungerades m gleich + 1 ist, womit wir zu 
folgendem Ergebnis gelangt sind: 

Satz 3. Line eindeutige und stetige Transformation einer n-dimensio- 
nalen Kugel in sich, welche keinen Fixpunkt aufweist, besitat fiir gerades n 
den Grad — 1, fiir ungerades n den Grad + 1. 

Von diesem Satze formulieren wir folgende besonderen Fille: 

Folgerung 1. Wenn bei einer eindeutigen und stetigen Transformation 
einer n-dimensionalen Kugel in sich die Bildmenge nicht in der ganzen Kugel 
tiberall dicht liegt, so existiert sicher ein Fixpunkt. 

Folgerung 2. Jede eineindeutige und stetige Transformation einer 
Kugel gerader Dimensionenzahl in sich, welche sich stetig in die Identitit 
tiberfiihren lift, besitzt sicher einen Fixpunkt.*) 

Folgerung 3. Jede eineindeutige und stetige Transformation einer 
Kugel ungerader Dimensionenzahl in sich, welche sich stetig in eine Spiege- 
lung iiberfiihren lat, besitet sicher einen Fixpunkt. 


*) Von diesem Satze habe ich friiher den speziellen Fall bewiesen, daB jede 
eineindeutige und stetige Transformation der zweidimensionalen Kugel in sich, welche 
den Umlaufssinn nicht aindert, sicher einen Fixpunkt aufweist. Vgl. Amsterd. Ber., 
holl. Ausg. XVII 2, 8. 750, XIX 1, S. 48; engl. Ausg. XI 2, S. 797, XIII 1, 8S. 184. 
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DaB Transformationen — 1" Grades fiir gerades », und Transfor- 
mationen + 1% Grades fiir ungerades n nicht notwendig einen Fixpunkt 
aufweisen, erhellt am einfachsten aus der Betrachtung der Rotationen und 
Spiegelungen eines: Euklidischen R,,, um einen festen Punkt. 


Wir betrachten nunmehr eine eindeutige und stetige Transformation 
eines »-dimensionalen Elementes FE in sich. Wir bringen E in eine ein- 
eindeutige und stetige Beziehung zu einer Kugelhalfte H,, welche in einer 
n-dimensionalen Kugel K von einer (m—1)-dimensionalen GroBkugel x 
bestimmt wird. Dabei entspricht der eindeutigen und stetigen Transfor- 
mation von £ in sich eine eindeutige und stetige Transformation & von H, 
in sich. Erweitern wir nun die Transformation & in solcher Weise auf 
die andere Hilfte H, von K, daB je zwei Punkte von K, welche die 
Spiegelbilder voneinander in Bezug auf x sind, fiir & in denselben Punkt 
von H, transformiert werden, so liegt eine solche eindeutige und stetige 
Transformation von X in sich vor, bei welcher die Bildmenge nicht tiberall 
dicht in K ist, fiir welche also sicher ein, notwendig in H, liegender, 
Fixpunkt existiert. Diesem Fixpunkte muB8 aber ein Fixpunkt der Trans- 
formation Z von E in sich entsprechen, sodaB wir bewiesen haben: 

Satz 4: Hine eindeutige und stetige Transformation eines n-dimensio- 
nalen Elementes in sich besitet sicher einen Fiapunkt. 


Amsterdam, Juli 1910. 
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Die drei Fundamentalprobleme fiir die unendlichen 
diskontinuierlichen Gruppen. 


Allgemeine diskontinuierliche Gruppen sind durch  Erzeugende und 
durch die m zwischen ihnen bestehenden Relationen 
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wohl zuerst von Dyck (Math. Ann. 20 u. 22) definiert worden. Die Re- 
sultate dieser Arbeit beziehen sich aber wesentlich auf endliche Gruppen. 
Die allgemeine Theorie derartig definierter Gruppen, sofern sie unendlich 
sind, scheint bisher sehr wenig entwickelt zu sein. Hier sind es vor allem 
drei fundamentale Probleme, deren Lésung sehr wichtig und wohl nicht 
ohne eindringendes Studium der Materie méglich ist. 

1. Das Identitétsproblem: Irgend ein Element der Gruppe 
ist durch seine Zusammensetzung aus den Erzeugenden ge- 
geben.. Man soll eine Methode angeben, um mit einer end- 
lichen Anzahl von Schritten zu entscheiden, ob dies Element 
der Identitit gleich ist oder nicht. 

2. Das Transformationsproblem: Irgend zwei Elemente S 
und 7 der Gruppe sind gegeben. Gesucht wird eine Methode 
zur Entscheidung der Frage, ob S und T ineinander transfor- 
miert werden kénnen, d. h. ob es ein Element U der Gruppe 
gibt, welches die Relation befriedigt: 

S= UTU-'. 

3. Das Isomorphieproblem: Zwei Gruppen sind gegeben, 
man soll entscheiden, ob sie isomorph sind oder nicht (und, 
des weiteren, ob eine gegebene Zuordnung der Erzeugenden 
der einen Gruppe zu Elementen der andern Gruppe eine iso- 
morphe Zuordnung ist oder nicht). 

Diese drei Probleme haben sehr verschiedene Schwierigkeitsgrade. 
Das Problem 1 ist ein Spezialfall des Problems 2. Das erste betrifft 
offenbar den Charakter eines Elements einer Gruppe, das zweite die Be- 
ziehung von zwei Elementen einer Gruppe, das dritte endlich die Be- 
ziehungen zwischen Elementen zweier Gruppen. Es ist anzunehmen, dab 
die Lésung dieser drei Probleme das natiirliche Fundament einer metho- 
dischen Darstellung der Theorie der unendlichen Gruppen bildet. Man 
wird jedoch schon mit Notwendigkeit zu ihnen gefiihrt bei der Bear- 
beitung der Topologie. So erheischt eine jede verschlungene Raumkurve, 
sofern man sie topologisch vollstindig verstehen will, die Lésung der drei 
obigen Probleme fiir einen speziellen Fall: Jeder Raumkurve KX ist in der 
Tat eine auf die von uns gewihlte Weise definierte unendliche Gruppe Gr 
zugeordnet. K ist dann und nur dann unverknotet, wenn G, eine Abelsche 
Gruppe ist, was auf ein Identititsproblem fiihrt*). Jeder anderen Kurve 
des Raumes entspricht in bezug auf K ein bestimmtes Element von Gx. 
Zwei Raumkurven sind dann und nur dann, ohne K zu durchdringen, in- 
einander stetig iiberfiihrbar, wenn die entsprechenden Elemente von Gx 


*) S. Math. Ann, 69. 
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ineinander transformierbar sind. Endlich erfordert die Lésung der Frage, 
ob eine gegebene Raumkurve K’ in K stetig ohne Selbstdurchdringung 
iibergefiihrt werden kann, die Lésung des dritten Problems fiir Gr 
und Gx. 

Das Auftreten in der Topologie verscheucht auch etwaige Bedenker 
gegen die Beschriinkung auf solche unendliche Gruppen, die in der oben 
angegebenen Weise definiert sind. In der Tat, solche Bedenken kénnen 
entstehen, wenn man beachtet, daB im allgemeinen jede unendliche Gruppe 
Untergruppen besitet, die nicht durch eine endliche Anzahl von Erzeugenden, 
zwischen denen eine endliche Anzahl von Relationen besteht, erzeugt werden 
kinnen. Betrachten wir etwa die Gruppe, die durch die beiden Erzeugen- 
den S, und S, ohne jede zwischen ihnen bestehende Relation gegeben ist, 
und greifen aus ihr alle diejenigen Elemente heraus, die aus S, durch 
Komposition und Transformation innerhalb der Gruppe entstehen, wie 
z. B. S,, 8,", S,S,S>4S, usw. Diese Elemente bilden eine Gruppe und 
zwar eine zu der gegebenen Gruppe gehdrende invariante Untergruppe, 
deren Elemente nicht durch eine endliche Anzahl von ihnen erzeugt werden 
kénnen. Diese Gruppe geniigt also keineswegs der an die Spitze gestellten 
Definition fiir die zu behandelnden Gruppen. 

Jedes der drei Probleme ist fiir endliche Gruppen ohne weiteres durch 
Probieren lésbar und also bedeutungslos. Beschrinkt man sich auf ana- 
lytische Gruppen, d. h. Gruppen von Transformationen in einer n-dimen- 
sionalen reellen oder komplexen Zahlenmannigfaltigkeit, bei denen die 
Erzeugenden direkt durch bestimmte Transformationen gegeben sind, so 
ist das erste Problem in den meisten Fillen ohne weiteres als gelést zu 
betrachten. Ebenfalls gelést wird das erste Problem durch die Konstruktion 
des zu der gegebenen Gruppe gehérenden Gruppenbildes, d. h. eines ge- 
wissen unendlichen Streckenkomplexes, der in der Arbeit Math. Ann. 69 
eingeftihrt wurde und auch der vorliegenden Arbeit die Grundlage liefert. 

Ist die Gruppe gegeben als eigentlich diskontinuierliche Gruppe von 
Bewegungen im euklidischen oder nichteuklidischen Raum, so ist das 
zweite Problem durch die Konstruktion der zu der Gruppe gehérenden 
Fundamentalbereiche zu erledigen. Ebenso erhalten wir die Liésung des 
Problems im allgemeinsten Falle durch die kanonische Darstellung der Be- 
wegungen des Gruppenbildes in sich. 

Fiir die Lésung. des dritten Problems wird die analytische Darstellung 
wenig leisten kénnen. Von wesentlicher Bedeutung scheint hier die topo- 
logische Untersuchung des Gruppenbildes zu sein. 

In der vorliegenden Arbeit werden die drei Probleme erledigt fiir den 
Fall, dap jede Erzeugende in allen definierenden Relationen zusammen nur 
sweimal vorkommt (Kap. II). Um dies zu erreichen, mu8 ein genaues 
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Studium der einfachsten Klasse solcher Gruppen vorangehen, nimlich der 
Fundamentalgruppen geschlossener F'liichen (Kap.1). Endlich werden (Kap. IIT) 
auch noch einige Sdtze tiber die allgemeinsten Gruppen angegeben und ein- 
zelne Beispiele von hiheren Gruppen behandelt. Hier wird unter anderem 
das Transformationsproblem fir einige Knotengruppen erledigt, fiir die 
das Identititsproblem bereits Math. Ann. 69 durch Aufstellung des Gruppen- 
bildes gelést wurde. 


Kapitel I. 


Die Fundamentalgruppen der geschlossenen Flachen. 


Man kann nicht eigentlich sagen, daB im Falle der Fundamental- 
gruppen geschlossener Fliichen die reine Gruppentheorie der Topologie 
groBe Dienste zu leisten imstande ist. Im Gegenteil wirkt die Lésung der 
topologischen Probleme auf die Gruppentheorie befruchtend ein, indem in 
gewissen einfachen Fallen durch jene Lésung die drei Fundamentalprobleme 
der Gruppentheorie sofort erledigt werden und ein Weg angedeutet wird, 
der auch in vielen anderen Fallen zum Ziele fihrt. 

Wir miissen also zuniichst topologische Dinge auseinandersetzen, und 
zwar betreffen diese die stetige Transformation von geschlossenen Kurven 
auf Flichen. Wir werden hierbei etwas ausfiihrlicher sein miissen, als es 
nétig wire, wenn diese Theorie, deren wichtigste Resultate, wenigstens 
was die zweiseitigen Flachen angeht, bekannt sind*), an irgendeiner Stelle 
volistindig durchgefiihrt wire. 


§ 1. 
Zweiseitige Flichen. 


1. Durch Aufschneiden lings 2p Riickkehrschnitten, die alle durch 
einen Punkt gehen und in Paare von sich schneidenden Kurven 4,, 5,, 
Gy, b,, +--+, a, b, zerfallen, wird die geschlossene zweiseitige Fliche vom 
Geschlechte p libergefthrt in ein 4p-Eck, dessen Seiten einander paar- 
weise zugeordnet sind. Bezeichnet man mit a, baw. az' usw. die Kurve 
a, usw., in den beiden verschiedenen Richtungen durchlaufen, so sind die 
Seiten des 4p-Ecks, wenn man den Rand in bestimmtem Sinne durch- 


lauft, der Reihe nach 
Ie b,, az’, br; Agy***, a, 5 t, OF}. 


Jede geschloasene Kurve der Fliche wird in diesem 4p-Eck abgebildet 


*) Poincaré, Pal. Rend. 1905, S. 14ff. Die groBe Arbeit von C. Jordan (J. d. 
Math. 1866), die allein diesem Problem gewidmet ist, fiihrt zu einem durchaus un- 
richtigen Resultat. Auch sieht man hier klar, wie wesentlich vereinfachend die 
Heranziehung der nichteuklidischen Geometrie wirkt. 
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durch geschlossene Kurven oder durch Kurvenstiicke b,, d,, ---, die je von 
zwei Randpunkten des 4p-Ecks begrenzt werden. Der Endpunkt von }, 
und der Anfangspunkt von d,,, sind homologe Punkte auf entsprechenden 
Seiten oder beides Eckpunkte des 4p-Ecks. 

2. Wie man leicht sieht, kann man zuniichst ohne Zugrundelegung 
bestimmter metrischer Verhiiltnisse, d. i. rein topologisch, ein unendliches 
Netz von folgender Beschaffenheit konstruieren: Von jedem Eckpunkt 
gehen 4p Strecken aus, jede Masche ist ein 4p-Eck. Man kann die Netz- 
seiten so bezeichnen, daB auf jeder Masche in demselben Sinne der Reihe 
nach die Strecken 


a,, b,, a7", bF*; ay,---, a>", b>? 

aufeinander folgen. Dann werden um jeden Eckpunkt in gleichem Sinne 
von demselben ausgehend die Strecken 

b,, ay', by 3, a, +++, b>, a, 

aufemander folgen. Hierbei ist selbstverstindlich eine Strecke, die in 
einem Sinne durchlaufen mit a, bezeichnet ist, im andern Sinne durch- 
laufen mit a;* zu bezeichnen. Es ist fiir das Folgende zweckmibig, 
das 4p-Ecknetz fiir p=—1 als Quadratnetz in der euklidischen Ebene, 
fiir p> 1 als Netz von gleichwinkligen und gleichseitigen 4p-Ecken in 
der hyperbolischen Ebene anzunehmen. 

3. Diese Netze kann man bekannterweise auffassen als Abbildungen 
der unendlich oft tiberdeckten zweiseitigen Flichen, wobei je zwei Uber- 
deckungen lings eines Riickkehrschnittes zusammenhiingen. Punkte ver- 
schiedener Uberdeckung, die demselben Fliichenpunkt entsprechen, werden 
wir zweckmaBig als im metrischen Sinne homologe Punkte der verschie- 
denen Netzmaschen bestimmen. Eine jede zusammenhiingende Kurve der 
Flache bildet sich in dem Netze ab als ebenfalls zusammenhingende Kurve, 
die so oft in eine neue Netzmasche iibertritt, wie das Original auf der 
Fliche die Riickkehrschnitte schneidet. Anfangs- und Endpunkt des Ab- 
bildes einer geschlossenen Kurve sind homologe Punkte der betreffenden 
Netzmaschen. Jede geschlossene Kurve der Fliiche bestimmt durch ein Ab- 
bild in dem Netze eine Bewegung des Netzes in sich, bei der jede Netz- 
strecke in eine gleichbezeichnete und der Anfangspunkt des Abbildes in 
den Endpunkt desselben iibergeht. Hierbei ist ein bestimmter Durch- 
laufungssinn der Flichenkurve angenommen. Die*Netzbewegung, die den 
Endpunkt in den Anfangspunkt iiberfiihrt, entspricht der in entgegen- 
gesetztem Sinne durchlaufenen Flichenkurve. 

4. Fallt der Endpunkt mit dem Anfangspunkt zusammen, so ist die 
entsprechende Netzbewegung die Ruhe; denn unter Festhaltung eines Netz- 
punktes und der Bezeichnungsweise ist das Netz auf keine von der Iden- 
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titit verschiedene Weise mit sich selbst zur Deckung zu bringen, dem 
Umstande entsprechend, daB durch die Bestimmung, daB ein Punkt a 
in einen homologen Punkt a’ iibergehen soll, die Bewegung eindeutig 
bestimmt ist. 

Ist ein Abbild einer Flichenkurve eine geschlossene Netzkurve, so ist die 
Flichenkurve auf einen Punkt zusammenziehbar; denn wie das Abbild be- 
weist, begrenzt die Flichenkurve ein einfach zusammenhingendes Stiick 
der Fliche, das im allgemeinen die Fliche teilweise mehrfach tiberdecken 
wird. Umgekehrt ist das Abbild einer auf einen Punkt zusammenziehbaren 
Kurve der Fliiche eine geschlossene Kurve des Netzes. Denn jene liBt sich 
auf der Fliche stetig (,,isotop“) iiberfiihren in eine beliebige andere auf 
einen Punkt zusammenziehbare Kurve, deren Abbild etwa als eine ganz 
in einer Masche gelegene und folglich sicher geschlossene Kurve gewiahlt 
werden kann. Da aber stetigen Transformationen auf der Fliche stetige 
Transformationen auf dem Netz entsprechen, so ist auch das Abbild der 
urspriinglich gegebenen Kurve geschlossen. Da wir bei der Entscheidung, 
ob eine Netzkurve geschlossen ist oder nicht, keines metrischen Hilfs- 
mittels bediirfen, so ist also die Frage, ob eine gegebene Kurve der Fiche 
auf einen Punkt reduzierbar ist, auf die oben angezeigte Weise direkt 
rein topologisch zu beantworten. Es ist hierbei gedacht, daB die Flichen- 
kurve durch ihre aufeinanderfolgenden Schnittpunkte mit den verschiedenen 
Riickkehrschnitten und dementsprechend die sie abbildende Netzkurve durch 
in gleicher Weise aufeinanderfolgende Punkte der Netzseiten gegeben ist. 

5. Das Bild einer nicht auf einen Punkt zusammenziehbaren ge- 
schlosseuen Flichenkurve hat unendlich viele Formen, ist von der Wahl 
des Anfangspunktes abhingig. Wahlt man einen bestimmten Anfangs- 
punkt auf der Flichenkurve, aber verschiedene (homologe) Punkte des 
Netzes als seine Bilder, so entsprechen der Fliichenkurve verschiedene, 
jedoch zur Deckung zu bringende, kongruente, ineinander transformierbare 
Bewegungen des Netzes. Wihlen wir einen andern Punkt als Anfangs- 
punkt der Fliichenkurve, behalten jedoch das urspriingliche Bild des ur- 
spriinglichen Endpunktes bei, so bleibt die zugehérige Bewegung des 
Netzes ungeaindert. Hilt man den Anfangspunkt der Flaichenkurve fest 
und transformiert dieselbe im iibrigen stetig (isotop) auf der Fliiche, so 
behilt die zugehdrige Netzkurve Anfangs- und Endpunkt bei. Die zu- 
gehérige Netzbewegung ist also nach dem obigen ebenfalls unverindert 
geblieben. Umgekehrt sind alle durch zwei feste Netzpunkte begrenzte 
Kurven Bilder von stetig ineinander transformierbaren Flichenkurven. Da 
wir nun jede stetige Transformation einer Flichenkurve zusammensetzen 
kénnen aus solchen Transformationen, bei denen ein Kurvenpunkt fest 
bleibt, so haben wir das Resultat: Zwei Flachenkurven sind dann und nur 
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dann stetig auf der Fliache ineinander transformierbar, wenn irgend zwei 
bez. 2u den beiden Fliachenkurven gehirende Netzbewegungen ineinander trans- 
formierbar sind. 

Die Entscheidung der Frage, ob zwei Flaichenkurven ineinander trans- 
formierbar sind oder nicht, ist also aquivalent mit der Lésung eines Pro- 
blems der euklidischen bez. nichteuklidischen Metrik. Ohne weiteres 
kénnen wir keine rein topologische Methode fiir die Erledigung des all- 
gemeinen Problems angeben. Dies ist nur méglich im Falle p=1, d.i. 
im Falle, daB das Netz in der euklidischen Ebene liegt. Hier setzen sich 
alle Bewegungen zusammen aus Parallelverschiebungen in der Richtung 
der a- bez. b-Seiten des Netzes. Die Bewegungsgruppe des Netzes ist 
abelsch, und zwei Bewegungen sind ineinander transformierbar, wenn sie 
aus der gleichen Anzahl gleich gerichteter a- bez. b-Verschiebungen zu- 
sammengesetzt sind. Dies liefert uns in leicht ersichtlicher Weise eine, 
einfache topologische Entscheidung der in Betracht kommenden Frage. 

Im Falle p> 1 haben wir es mit Bewegungen (ohne Umlegung) in 
der hyperbolischen Ebene zu tun. Eine jede einzelne solche Bewegung 
ist fiquivalent mit einer Drehung um einen realen oder idealen Mittel- 
punkt. In unserm Falle mu er ideal sein, da es von der Identitit ver- 
schiedene Bewegungen mit einem festen realen Punkt, wie schon oben 
bemerkt, nicht gibt. Es ist also jede der in Betracht kommenden Be- 
wegungen eine Verschiebung lings einer realen Achse. Damit nun zwei 
solche Bewegungen ineinander transformierbar sind, ist es notwendig und 
hinreichend, daB die entsprechenden Verschiebungsstrecken lings den 
Achsen sich aus homologen Stiicken in gleicher Weise zusammensetzen. 
Reprisentieren wir also die Verschiebungsstrecken durch lauter in einer 
Masche liegende Strecken, so sind die Bewegungen dann und nur dann 
ineinander transformierbar, wenn diese Vereine von Strecken identisch sind. 
Dadurch ist unser Problem auf ein algebraisches Problem, das in einer 
endlichen Anzahl von Schritten zu erledigen ist, zuriickgefiihrt: In der 
Tat: 1. sind die Koordinaten der Netzpunkte Wurzeln algebraischer 
Gleichungen; 2. stellen sich die Netzbewegungen dar als lineare Trans- 
formationen der Koordinaten mit Koeffizienten, die bekannte algebraische 
Funktionen der Koordinaten der Netzpunkte sind; 3. sind deshalb auch 
die Koeffizienten der Gleichung der Verschiebungsachse bekannte alge- 
braische Funktionen jener GréBen, und das gleiche gilt dann auch fiir die 
Koordinaten der Schnittpunkte der Achse mit den Netzseiten; 4. kommt 
dann die Liésung unseres Problems hinaus auf die Entscheidung, ob ge- 
wisse Wurzeln gegebener algebraischer Gleichungen miteinander identisch 
sind, eine Entscheidung, die nach bekannten Siitzen mit einer endlichen 
Anzahl von Schritten zu erledigen ist. 











Unendliche diskontinuierliche Gruppen. 123 


Wenn auch die vorstehenden allgemeinen Bemerkungen uns bereits 
die Uberzeugung geben, daB unser Problem in einer endlichen Anzahl von 
Schritten erledigt werden kann, so ist es doch miBlich, daB die aus ihnen 
flieBende Methode viel zu umstindlich ist, um auch in nur einem Falle 
praktisch zum Ziele zu fiihren. Es wird deswegen die folgende auf die 
speziell vorliegenden Verhiltnisse gegriindete praktisch anwendbare Methode 
von Bedeutung sein. Ihre Aufstellung legt uns nebenbei die angenehme 
Pflicht auf, tiefer in die geometrischen Eigenschaften des Polygonnetzes 
einzudringen. : 

6. In bezug auf eine Ecke A kann man alle Ecken des Netzes*) 
folgendermaBen in Klassen teilen: In die erste Klasse kommt A, in die 
zweite Klasse kommen die Ecken der von A ausgehenden 4p Netzseiten, 
in die dritte die Ecken der von den Punkten der zweiten Klasse aus- 
gehenden Netzseite, mit Ausnahme des Punktes A usw., in die m* Klasse 
die Ecken der von den Punkten der m— 1" Klasse ausgehenden Netz- 
seiten, soweit sie nicht etwa schon den vorhergehenden Klassen angehéren. 
Ein Punkt der m*” Klasse, etwa B, kann mit A durch einen m— 1-glie- 
drigen Netzstreckenzug verbunden werden, aber durch keinen Zug mit 
weniger Gliedern. Wir nennen (m—1)s, wo s die Linge der Netzseiten 
ist, die Netzentfernung ey von A und B: 


ey(A, B) = (m—1)s. 


Es bezeichne ferner ¢(A, B) die geradlinige Entfernung von A und B. 
Hilfssatz: Es ist 


éy(A, B) < 4p(p + l)e (A, B). 

Den Beweis fiihren wir in zwei Abteilungen. 

I. Der Abstand zweier Punkte des Randes eines Netzpolygons, die auf 
zwei verschiedenen, nicht aneinander stoBenden Seiten liegen, ist griper 

s 
als —- 

a) Die Mitten zweier aneinander stoBenden Seiten verbinden wir 
durch einen Kreisbogen mit dem Zentrum in der gemeinsamen Ecke. Da 
die Verbindungslinien der Mitte mit der Polygonmitte senkrecht auf den 
Seiten stehen und ganz innerhalb des Polygons liegen, so liegt auch der 
Kreisbogen ganz innerhalb des Polygons. Der Abstand einer Polygonecke 


von einem Randpunkte auf einer nicht von ihr ausgehenden Seite ist also 
8 


gréBer als 7 > i . 
b) Sind e und f (s. Fig. 1) zwei nicht aneinander stoBende Polygonseiten, 


so gibt es stets eine innerhalb des Polygons verlaufende Strecke, die senk- 


*) Wir setzen in diesem Abschnitt stets p> 1 voraus. 
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recht auf beiden steht und demgemiB gleich dem ktirzesten Abstand der 
beiden Seiten ist. Denn verbinden wir die Ecken von e und f durch zwei 
sich nicht schneidende Diagonalen, so entsteht ein Viereck mit vier spitzen 
Winkeln, von denen, da e und f gleiche Sehnen in 

einem Kreise sind, je zwei an dieser Diagonale an- 

4 F liegende Winkel gleich sind. (Die Winkel sind kleiner 
als die Polygonwinkel, also spitz, weil diese es nach 
Voraussetzung sind.) Die FuBpunkte dieser Strecke 
kiirzesten Abstandes liegen in der Mitte der Seiten, wenn diese einander 
gegeniiber liegen, andernfalls naher an den Endpunkten der kiirzeren 
Diagonale, da die Mittellote auf den Seiten die liingere Diagonale treffen. 
AB und AC seien zwei Polygonseiten, M, und M, ihre Mitten, 

M die Polygonmitte (s. Fig. 2), dann folgt 
durch Kongruenz der Dreiecke M,AM, und 


M,MM,, dab < AM,M, = M,M,M = * ist 


e 
- i P \ und dab MM,= AM, =~ ist. Nun ist 
y 


"i M,, M, usw. ein reguliires, dem Kreis mit 
Fig. dem Radius MM, einbeschriebenes 4p-seitiges 
Polygon, folglich ist 2p M,M,>2MM, gleich dem Durchmesser des 


Kreises, und also M, M, > om 


é 





Fig. 1. 


A Mm B 








Sei nun o eine Strecke kiirzesten Abstandes zwischen zwei Seiten, 
die nicht durch weniger als zwei Seiten voneinander getrennt werden, so 
schneidet 6 aus dem Kreis um M mit MM, ein Stiick aus, das nicht 
gréBer als ein Halbkreis ist und in dem mindestens eine Sehne M, M, 
volistindig enthalten ist (Fig. 2); folglich ist o > M,M, > . - Sei end- 
lich DE eine Strecke kiirzesten Ab- 
standes zweier Seiten, die nur durch 
eine Seite getrennt werden, dann ver- 

F binde man (s. Fig. 3) M, und ™,, 

M M, und M, M, und M, durch Geraden, 
die DE in F, G bez. H schneiden. 

Fig. 3 Aus der Kongruenz der Dreiecke 

M,GF und M,DF (die drei Winkel 

sind bez. einander gleich) folgt DF = FG, M,F = M,F. Da nun, wie 


friiher gezeigt, < M,M, M, = ; ist, so folgt 


M 











DE=2FH>2FM,= M,M,> ne 
Damit ist das erste Ziel erreicht. 
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Il. Eine zwei Netzecken verbindende Strecke kénnen wir zerlegen in 
Sticke, die nach dem Vorhergehenden > is sind: a) Diagonale eines 
Polygons, b) Verbindungslinie eines Eckpunktes und eines Punktes auf 
einer nicht anstoBenden Seite desselben Polygons, c) Verbindungslinie 
zweier Punkte desselben Polygons, die auf zwei nicht anstoBenden Seiten 


liegen, d) Strecke von der in der 
Fig. 4 angegebenen Form XY: Die 
Anzahl der in A zusammenstoBenden, 
von XY getroffenen Seiten ist be- 
liebig. YC gehért mit AB zu dem- 
selben Polygon, braucht aber nicht 
notwendig an AB in B anzugrenzen. 
Es kann aber Y auch mit B und Z 
zusammenfallen. ZE’ ist das Spiegelbild von ZE in bezug auf AB. 


Daraus folgt: XY>EY=YZ+ZE'> YE'>;,° Also ist auch 
XY¥>5°° 
In den Fallen a), b) undc) kann man die Endpunkte der Teilstrecke 


durch einen lings Polygonseiten laufenden Streckenzug verbinden, dessen 
Linge < 2ps ist, im Falle d) durch einen Zug, dessen Linge < (2p+2)s. 


Das Verhiltnis = ist also fiir jede Teilstrecke > @p + und folglich 





Fig. 4. 


2p 
auch fiir die ganze Strecke wie behauptet 


ty > 4p(p+l)e. 


Eine Bewegung liefert stets die Zuordnung von Netzecken zueinander 
und ist durch die Zuordnung zweier Ecken zueinander bestimmt. Geht 
bei einer Bewegung X, in X, tiber, so wollen wir allgemein den Punkt, 
der bei derselben Bewegung in X, iibergeht, mit X_, bezeichnen, den 
Punkt, in den X, tibergeht mit X, usw. Seien nun A,, A, und B,, B, 
je zwei Eckpunkte des Netzes und es soll entschieden werden, ob die 
Bewegung A,—» A, in die Bewegung B—» B, transformiert werden kann: 
Man verbinde B, mit B, durch einen Polygonseitenzug B,a,B,7.--- B,. 
Es seien ferner die zu a, By, 7¥,-+++ entsprechenden Punkte bei der Be- 
wegung ©, B,, 7," (di. Byoy, ByB,--- gehen in B, a,, B, B,,--- tiber). 
Die gréBte der Netzentfernungen ¢éy(A,, A,), év (By, By), @v(%, %), 
éy(Bo, B,), --- sei m. Durch geeignetes Probieren (etwa indem man nach- 
einander die Punkte der 2., 3.,--- Klasse der Ecken in bezug auf A, bez. 
A, untersucht) erhilt man zu beiden Seiten des Polygonzuges --- A_,A, A, --- 
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je ein Paar entsprechender Punkte X,X, und Y, Y,, deren Netzentfernung 
gréBer als 4p(p + 1)m ist. 

Man verbinde A, und A, mit X, und Y, bez. X, und Y, durch 
entsprechende Polygonseitenziige 


Ay 5 5 &" - de X, bez. A, g, §,'6,"- - X, 


Ay %o%o No *** Yo bez. A, mm *:: Y,. 


Durch die Ecken §,&',--- und 1, %),--~ legt man je alle mit B,B,, a,c, , 
6,8, gleichbenannten Streckenziige hindurch. Dann und nur dann, wenn 
es einen in &, oder 4, beginnenden Streckenzug gibt, der in §, bezw. y,® 
endigt, ist B,—» B, in A,—» A, transformierbar. 

DaB diese Bedingung hinreichend ist, ist klar, weil je zwei gleich- 
benannte Streckenziige allemal durch Bewegung ineinander tibergefiihrt 
werden kénnen. DaB die Bedingung notwendig ist, ergibt sich folgender- 
maBen: Nach unserem Hilfssatz ist die geradlinige Entfernung «(X,, X,) 
und «(Y,, ¥,)> mm, also zuniichst gréBer als ¢(A,, A,); daraus folgt, daB 
auBerhalb des Gebietes zwischen den Kreisen --- X_,, X,, X,,--- und 
--» ¥_,, ¥%, ¥,,--- die Entfernung entsprechender Punkte stets gréBer 
als «(X,, X,) bez. «(¥,, Y;), ist, also auch ihre Netzentfernung gréBer 
als die Netzentfernungen ¢y(B,, B,), ew(a@, &), &v(By, B,), ---. Gibt es 
nun eine Bewegung, die B,B, in ein Punktepaar B,’ B,’ iiberfiihrt, das 
aus zwei sich bei der Bewegung A,—» A, entsprechenden Punkten be- 
steht, so werden auch «@ und «,, B, und f,,--- in Paare sich bei 
A,—» A, entsprechender Punkte «,’, «,'; 8, B,'; --- tibergehen, und es 
mu also der ganze Streckenzug B,' a,’ 8, --- B,’ innerhalb der Kreise 

- X_, X, X,--- und --- Y_, Y, Y,--- liegen und folglich von dem 
Streckenzug X,---A,--- Y, in mindestens einem Punkte getroffen werden, 
woraus die Notwendigkeit der obigen Bedingung unmittelbar folgt. 


und 


§ 2. 
Einseitige Flichen. 


Schneidet man eine geschlossene einseitige Fliche mit der Charakte- 
ristik k (— der Maximalanzah] der zusammen nicht begrenzenden ge- 
schlossenen Kurven auf der Flache) lings k durch einen Punkt laufenden 
passend gewahlten Riickkehrschnitten a,, a,,---, a, auf, so erhilt man 
ein einfach zusammenhiingendes Flichenstiick, dessen Begrenzung, im be- 
stimmten Sinne durchlaufen, gebildet wird durch die Strecken 


Gy, Ay, Ag, Ag, >") Ay GY. 


Konstruieren wir uns fiir den Fall k = 1 eine von zwei Zweiecken iiber- 
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deckte Kugel, im Falle k = 2 ein Quadratnetz in der euklidischen Ebene, 
im Falle k> 2 in der byperbolischen Ebene ein Netz von reguliren 2k- 
Ecken, die zu je 2k an einer Ecke zusammenstoBen, so kénnen wir die Seiten 
der Netze jedesmal so bezeichnen, daB die Begrenzung jeder Masche, in ge- 
eignetem Sinne durchlaufen, die oben angegebene a,, a,, ~~ -, a, a ist. 
Genau so wie im Falle der zweiseitigen Flichen kénnen wir dann jede ge- 
schlossene Kurve auf ein zusammenhiingendes Kurvenstiick der netztragen- 
den Ebene (resp. Kugel) mit homologen Endpunkten abbilden. Jeder ge- 
schlossenen Flachenkurve sowie allen in dieselbe stetig transformierbaren 
Flachenkurven entsprechen Bewegungen des Netzes in sich, die alle ineinander 
transformierbar sind. Diese Bewegungen sind im Falle k > 2 Drehungen 
um einen idealen Mittelpunkt mit oder ohne Umlegung. In der Tat kann 
hier bei einer von der Identitit verschiedenen Bewegung kein realer Punkt 
in Ruhe bleiben. Zwei Bewegungen sind also dann und nur dann ineinander 
transformierbar, wenn sie beide Bewegungen mit Umlegung oder beide 
Bewegungen ohne Umlegung sind, und ferner die Reprisentierungen der 
Verschiebungsstrecken auf den Achsen der beiden Bewegungen in einer 
Netzmasche identisch sind. Es gelten hier dieselben Uberlegungen wie 
die fiir zweiseitige Flachen im vierten, fiinften und im sechsten Abschnitt 
angestellten. Diese liefern uns Methoden, um im Falle k>2 die Frage, 
ob zwei Netzbewegungen ineinander transformierbar sind, oder, was auf 
dasselbe herauskommt, zwei Flachenkurven stetig ineinander transformierbar 
sind, in einer endlichen Anzahl von Schritten zu entscheiden. 

Im Falle k = 1 haben wir blob eine von der Identitaét verschiedene 
Bewegung, die Drehung der Kugel um 180° und dementsprechend blob 
eine Art von nicht auf einen Punkt zusammenziehbaren Flachenkurven, 
die alle ineinander transformierbar sind. 

Es bleibt noch der Fall k = 2 tibrig. Die Flaiche wird abgewickelt 
auf ein Quadratnetz der euklidischen Ebene. Die Seiten einer Masche 
seien der Reihe nach a, a,b, b. Die Bewegungen des Netzes in sich 
sind entweder Parallelverschiebungen oder Klappungen verbunden mit 
Parallelverschiebungen lings der Klappachse. Die Klappachse verbindet 
entweder die Mitten von Quadratseiten mit der Bezeichnung a oder die 
Mitten von Quadratseiten mit der Bezeichnung b. Es ist hiernach leicht, 
die Entscheidung, ob zwei Bewegungen ineinander transformierbar sind, 
zu treffen: Zwei ineinander transformierbare Bewegungen sind entweder 
Parallelverschiebungen gleicher GréBe und Richtung oder Klappungen um 
homologe Achsen, verbunden mit gleich groBen Parallelverschiebungen 
lings der Klappachse. 











128 M. Deen. 


§ 3. 
Analytischer Ausdruck fiir die Flichenkurven. 


Jede Bewegung des Netzes in sich kann erzeugt werden durch die 
Zuordnung zweier Neizeckpunkte. Also ist jede Flichenkurve trans- 
formierbar in eine Flichenkurve, deren Netzbild aus lauter Netzseiten be- 
steht. Eine solehe Kurve bez. die zugehérige Netzbewegung wollen wir 
durch die Namen der Netzseiten bezeichnen, und zwar in der Reihenfolge 
und demjenigen Durchlaufungssinn entsprechend, wie diese sich aus dem 
Durchlaufen der Kurve vom Anfangs- zum Endpunkt ergeben. Sei A irgend 


ein solcher, einen Netzseitenzug darstellender Ausdruck, B irgend ein anderer 
solcher Ausdruck, so ist 


B'AB=C 


ein Ausdruck, der den allgemeinsten in A transformierbaren Streckenzug 
darstellt. Die den Streckenziigen A und C entsprechenden Netzbewegungen 
bez. Flachenkurven sind ineinander transformierbar und umgekehrt: Sind 
A und C zwei Streckenziige, die ineinander transformierbaren Netz- 
bewegungen entsprechen, so kann man stets einen Streckenzug B finden, 
sodaB die obige Beziehung zwischen A, B und C giiltig ist. Diese Be- 
merkungen gelten fiir alle Abwicklungen von Flichenkomplexen auf Netze. 
Wenden wir dies speziell auf die zweiseitige und einseitige Ringfliche an, 


so ergibt sich, daB im ersteren Falle alle Netzseitenziige transformierbar 
sind in den Ausdruck 


a"b”, 
wo und m ganze positive oder negative Zahlen oder Null sein kénnen 
und a” natiirlich den aus n Strecken a gebildeten Streckenzug bedeutet. 
Zwei Ausdriicke Aind nur dann ineinander transformierbar, wenn sie in 
bezug auf m und m iibereinstimmen. Etwas verwickelter liegen die Ver- 
hiltnisse im Falle des einseitigen Ringes. Wir beachten fiir das Folgende, 
da8 wir in einem Ausdruck stets vier aufeinander folgende Strecken mit 
der Bezeichnung a bez. a, b, b weglassen oder hinzufiigen kénnen, da 
diese vier Strecken einen geschlossenen Streckenzug bilden. Wir kénnen 
tiberall 6 durch a~'ab und b-' durch (ab)~-'a ersetzen (wo (ab)-* den 
Streckenzug ab in umgekehrtem Sinne durchlaufen bezeichnet). ab wollen 
wir der Einfachheit halber mit ¢ bezeichnen. Wir haben dann: 
ac=c'a, 
Wir kénnen also in jedem Streckenzug, der nach obigem nur ¢ und a 


enthilt, alle ¢ und alle a zusammennehmen und erhalten so (ohne Trans- 
formation) Ausdriicke von der Form 


a"c™ oder ca", 
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Ausdriicke, die durch Transformation ineinander tibergehen. Ist m gerade, 
so stellen diese Ausdriicke Parallelverschiebungen dar, und es ergibt sich 
leicht, daB keine Transformation die Zahlen m oder m fndern kann. 
Sollen also zwei solche Ausdriicke mit geradem » ineinander transformierbar 
sein, so miissen sie in den Zahlen m und » iibereinstimmen. Ist aber n 
ungerade und m = m, + m,, so ist nach obigem 

ca" = Cm tM gq" == C™MaA"C~™, 


Durch Transformation geht also 
‘emtmag"® in em—™ a" 


iiber. Also geht durch Transformation ein jeder Ausdruck mit ungeradem 
Exponenten fiir a in eine der Formen 


a" oder ca" 


iiber. Zusammenfassend haben wir also: Zwei Ausdriicke sind dann und 
nur dann ineinander transformierbar, wenn 1. die algebraische Summe der 
Exponenten von a die gleiche ist, und wenn gleichzeitig 2. a) falls jene 
Summe gerade ist, auch die algebraische Summe der Exponenten von c die 
gleiche ist, oder b) falls jene Summe ungerade ist, die algebraische Summe 
der *“Exponenten von ¢ beidemal gerade oder ungerade ist. Hiermit ist 
dann die Theorie der Transformation von Kurven auf einem einseitigen 
Ring vollstindig erledigt. 


§ 4. 
Amphidrome Flichenkurven. 


Auf den einseitigen Flichen, fiir die k = 1 oder = 2 ist, gibt es nicht 
auf einen Punkt reduzierbare Kurven, die in sich selbst im umgekehrten 
Durchlaufungssinn transformierbar sind. In der Tat gibt es fiir k= 1 
nur eine einzige Art von Flaichenkurven, die nicht auf einen Punkt zu- 
sammenziehbar sind. Diese Kurven zweimal durchlaufen begrenzen ein 
einfach zusammenhingendes Flachenstiick, und also ist eine solche Kurve 
in sich selbst im umgekehrten Durchlaufungssinn stetig zu transformieren, 
wobei sogar ein Kurvenpunkt festgehalten werden darf. Fiir k = 2 sind 
in der obigen Bezeichnungsweise die den Ausdriicken ab resp. ba ent- 
sprechenden Flichenkurven ineinander transformierbar. Es ist aber 

abba =1, 
also 

ab = (ba), 
das heiBt also, die dem Ausdruck ab entsprechende Kurve ist in die dem 
Ausdruck (ba)-' entsprechende Kurve mit Festhaltung eines Punktes stetig 
transformierbar. Und folglich sind die den Ausdriicken ba und (ba)-* 
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entsprechenden sich nur durch den Durchlaufungssinn unterscheidenden 
Flachenkurven ineinander transformierbar. Wir wollen solche Kurven 
amphidrom nennen und zeigen, daB es auf anderen geschlossenen Flachen 
keine amphidromen Kurven gibt. 

Betrachten wir zuniichst die einseitigen Flichen mit k>2. Die zu- 
gehérigen Netzbewegungen sind Drehungen um einen idealen Mittelpunkt 
in der hyperbolischen Ebene mit oder ohne Klappung um die reale Achse. 
Da kein realer Punkt der Ebene bei einer Netzbewegung in Ruhe bleiben 
kann, so ist eine reine Klappung ohne gleichzeitige Drehung nicht még- 
lich. Keine Gerade der Ebene auBer der Achse geht in sich selbst iiber 
bei der Bewegung. Soll also eine von der Ruhe verschiedene Bewegung 
in die inverse Bewegung durch eine zweite Bewegung iibergefiihrt werden, 
so muB die zweite Bewegung dieselbe Achse haben wie die erste Be- 
wegung. Ist dies aber der Fall, so sind die beiden Bewegungen miteinan- 
der vertauschbar. Daraus folgt, daB die erste Bewegung zweimal hinter- 
einander ausgefiihrt die Identitaét ergeben miiBte. Das ist aber unméglich, 
da jede Bewegung eine Drehung um einen idealen Mittelpunkt enthiit. 
Dieselben Schliisse gelten auch fiir zweiseitige Flichen, wenn p> 1 ist. 
Ist p= 1, so sind alle Bewegungen miteinander vertauschbar und zwar 
Parallelverschiebungen in der euklidischen Ebene. Keine Bewegung 
zweimal hintereinander ausgefiihrt kann die Identitaét sein, und folglich 
kann auch keine Bewegung in die zu ihr inverse transformiert werden. 
Amphidromen Flachenkurven entsprechen aber Netzbewegungen, die mit 
den zu ihnen inversen transformierbar sind. Wir haben also den Satz: 

Amphidrome Kurven gibt es nur auf den einseitigen Flichen mit 
k=1 und 2. 

Es ist leicht, fiir k = 2 alle amphidromen Kurventypen zu ermitteln. 
Sie entsprechen Parallelverschiebungen des Netzes senkrecht zu den Klapp- 
achsen, die bei den Netzbewegupgen vorkommen und entsprechen folg- 
lich Ausdriicken von der Form (ab)" oder sind in soleche Kurven trans- 
formierbar. 


Einfiihrung der Fundamentalgruppen. 


Die Bewegungen des Netzes, auf das wir in der obigen Weise eine 
geschlossene Flaiche abgewickelt haben, in sich bilden eine Gruppe. Es 
ist klar, dab als Erzeugende dieser Gruppe die 2p bez. k Bewegungen 
genommen werden kénnen, die den 2p bez. k geschlossenen Flichen- 
kurven entsprechen, lings denen die Fliche zwecks Abwicklung auf- 
geschnitten wurde. Bezeichnen wir die Bewegung mit dem Namen der 
zugehérigen Kurve, so haben wir also als Erzeugende der verschiedenen 
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Bewegungsgruppen gemiB der obigen Bezeichnungsweise a,, b,, - - -, a,, b, 
bez. a,,---, @, zwischen denen eine einzige Relation besteht, nimlich 


a,b,ay'br! +--+ apbpaztbs! = 1 
bez. 
a---a@=—1, 

In der Tat liBt sich jede Beziehung zwischen Bewegungen des Netzes in 
sich aus der zugehérigen Relation herleiten, weil die jener Beziehung ent- 
sprechende geschlossene Kurve ein einfach zusammenhangendes, aus lauter 
Maschen bestehendes Gebiet begrenzt und eben jene Relation ausdriickt, 
daB die zugehérige Masche eine geschlossene Kurve ist. 

Das Netz ist das Gruppenbild*) der Gruppe der Bewegungen des Netzes 
in sich. Diese Gruppe heiBt Fundamentalgruppe der zugehirigen Fiche. 
Jeder durch einen festen Punkt der Fliche laufenden geschlossenen Flichen- 
kurve entspricht ein Element der Gruppe, zwei ineinander transformierbaren 
Flichenkurven entsprechen zwei ineinander transformierbare Elemente 
der Gruppen, speziell entspricht den auf einen Punkt transformierbaren 
Flichenkurven die Identitaét. Sind A und B Flichenkurven, denen die 
Elemente a und } der Fundamentalgruppe entsprechen, so entspricht das 
Element ab der Flichenkurve, die entsteht, wenn ich erst a und dann b 
durchlaufe. Durch die Betrachtungen der § 1—3 ist also das Identitiits- 
und das Transformationsproblem fiir die Fundamentalgruppen vollstindig 
gelést. 

Die so gefundenen Fundamentalgruppen sind, wie gleich einzusehen, 
isomorph mit Gruppen, die dieselbe Anzahl von Erzeugenden, aber eine 
andere Relation zwischen denselben besitzen. So ist z. B. die Gruppe 


=” Ay, My; 
Relation: 4,a,a7'a, = 1 


isomorph mit einer Fundamentalgruppe in der obigen Form, namlich 


Erzeugende: a, b; 
Relation: a*b?=1. 


Wir wollen eine Bedingung aufstellen, die dafiir hinreichend ist, daB eine 
Gruppe mit einer einzigen Relation einer Fundamentalgruppe einer ge- 
schlossenen Fliiche isomorph ist. Wir werden iibrigens spiiter sehen, dab 
diese Bedingung auch notwendig ist**). Konstruieren wir das zu der durch 
die Relation gegebenen Gruppe gehérige Gruppenbild, indem wir von 
einem Punkt aus der Relation und allen ihren zyklischen Vertauschungen 


*) S. Math. Ann. 69. 
**) wenn jede Erzeugende in den Relationen hichstens zweimal vorkommen soll. 


9* 
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entsprechende Polygone ausgehen lassen, so ist die gegebene Gruppe iso- 
morph mit einer Fundamentalgruppe einer geschlossenen Fiche, wenn diese 
Polygone infolge der Bezeichnung der Strecken, mit dem sie an dem Aus- 
gangspunkt hiingen, sich zu einem einzigen Blatt zusammenschlieBen. In 
der Tat, in diesem Falle muB jede Erzeugende zweimal in der Relation 
vorkommen. Es entsteht eine geschlossene Fliche, wenn ich das von 
einem der Relation entsprechenden Polygon begrenzte Flichenstiick so 
zusammenbiege, daB gleichbezeichnete Seiten zusammenfallen. Jede Seite 
wird zu einer geschlossenen Flichenkurve. Die Fundamentalgruppe dieser 
Fliche ist, wie leicht ersichtlich, die gegebene Gruppe, womit unsere Be- 
hauptung erwiesen ist. 


§ 6. 


Topologische Eigenschaften der Gruppenbilder fiir Fundamental- 
gruppen von geschlossenen Fliichen. 


Wir wollen noch einen Satz herleiten iiber das Gruppenbild der all- 
gemeinsten Gruppe, die einer Fundamentalgruppe einer geschlossenen Fiche 
isomorph ist. Das Bild einer solechen Gruppe in der ,,kanonischen“ Form 
ist ein Netz in der euklidischen oder nichteuklidischen Ebene. Es ist klar, 
daB wir irgend zwei Netzpunkte durch einen Netzstreckenzug verbinden 
kénnen, der keinen Punkt mit dem Punkt, der die Identitiét repriisentiert, 
gemeinsam hat. Dies iibertrigt sich in gewisser Fo .n auf die allgemeinste 
Darstellung dieser Gruppe: Seien S,, S,,---, S, die Erzeugenden der Gruppe 
in der kanonischen Form, 7,, 7,, ---, T,, die Erzeugenden der allgemeinen 
Darstellung, dann lassen sich nach Voraussetzung die S; durch die 7’, aus- 
driicken. Sei h die gréBte Anzahl der 7, die in einem dieser Ausdriicke 
vorkommt, dann betrachten wir in der allgemeinen Darstellung die Ge- 
samtheit aller derjenigen Netzpunkte, deren ,,Netzentfernung“ (siehe S. 123) 
von der Identitit nicht gréBer ist als h. Wir betrachten ferner das Bild B 
dieser Gesamtheit in dem kanonischen Netz. Alle Punkte des Netzes mit 
Ausnahme einer endlichen Anzahl lassen sich durch Netzstreckenziige ver- 
binden, die keinen Punkt gemeinsam haben mit den Punkten von B. Alle 
diese Elemente sind in der allgemeinen Darstellung Punkte, die sich 
durch Streckenziige verbinden lassen, die keinen Punkt mit der Identitiit 
gemeinsam haben. In der Tat: zwei dieser Punkte lassen sich nach dem 
obigen durch einen Streckenzug verbinden, der sich aus Giliedern zu- 
sammensetzt, die Ausdriicke der S; in den 7’, sind, und Punkte verbinden, 
die von der Identitiét eine Entfernung gréBer als h haben. Folglich wird 
keines dieser Glieder die Identitit beriihren, womit wir den Satz haben: 

In jeder Darstellung der Fundamentalgruppe einer geschlossenen Fliiche 
kann man mit AusschluB einer endlichen Anzahl von Elementen je zwei 
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Elemente durch einen Streckenzug verbinden, der die Identitét nicht enthiilt. 
Hieraus folgt durch eine leichte Verallgemeinerung: 

Ist in irgend einer Darstellung der Fundamentalgruppe einer ge- 
schlossenen Fliche eine Gesamtheit von Elementen gegeben, so gibt es nur 
eine endliche Anzahl von Elementen, die man nicht 2u je zweien durch einen 
Streckenzug verbinden kinnte, der kein Element mit der gegebenen Gesamt- 
heit gemeinsam hat. Ferner: 

In jeder Darstellung der Fundamentalgruppe einer geschlossenen 
Fliche hat jeder geschlossene Streckenzug, der gewisse Ungleichheits- 
bedingungen befriedigt, die Eigenschaft, daB ein ihn umgebender ring- 
formiger Streifen alle anderen Elemente in zwei Klassen teilt, innere und 
iiuBere. Je zwei fiuBere und je zwei innere Elemente kénnen durch einen 
Streckenzug verbunden werden, der keine Elemente mit dem gegebenen 
geschlossenen Streckenzug gemeinsam hat. Jeder Streckenzug, der ein 
inneres und ein fiuBeres Element verbindet, hat mindestens ein Element 
mit dem geschlossenen Streckenzug gemeinsam. 

Wir sehen also, daB in gewissem Sinne der einfache Zusammenhang 
der Elemente des kanonischen Netzes auch in der allgemeinsten Dar- 
stellung erhalten bleibt. Ahnliche Betrachtungen lassen sich, wie leicht 
ersichtlich, fiir irgendwelche Gruppen anstellen: Gewisse Zusammenhangs- 
verhiltnisse des Gruppenbildes ergeben sich so als von der Darstellung un- 
abhingige ,,Jnvarianten“ der Gruppe. 

Zum SchluB unserer Betrachtung iiber die Fundamentalgruppen be- 
weisen wir den Satz: 

Zwei Fundamentalgruppen geschlossener Fliichen sind nur dann iso- 
morph, wenn sie zu homdomorphen Flichen gehiren. 

Herr Tietze*) hat folgenden Satz tiber unendliche Gruppen bewiesen: 
Lai&t man in den Fundamentalrelationen Vertauschung der Glieder zu, 
dann werden vermige der so entstehenden Beziehungen zwischen den Er- 
zeugenden einige derselben durch r noch vollstiindig willkiirlich bleibende 
auszudriicken sein. Diese Zahl r ist fiir zwei isomorphe Gruppen die- 
selbe. — Nun ist r fiir eine Fliche vom Geschlecht p gleich 2p, fiir eine 
einseitige Fliche mit der Charakteristik k gleich /}—1. Wire unser 
Satz nicht richtig, so miiBte folglich wegen des Tietzeschen Satzes die 
Fundamentalgruppe einer zweiseitigen Fliche vom Geschlecht p isomorph 
sein mit der Fundamentalgruppe einer einseitigen Fliche mit der Charak- 
teristik 2p +1. Nun hat Tietze a. a. O. bewiesen, daB zwei Flichen- 
komplexe, die zu isomorphen Gruppen gehéren, dieselben Torsionszahlen 
haben. Andererseits haben zweiseitige Flichen nur der Hinheit gleiche 


*) Wien. Ber. 1907. 
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Torsionszahlen. Jede einseitige Fliche hat aber Kurven, die erst zweimal 
durchlaufen begrenzen, und folglich besitzt eine solche Flache eine Torsions- 
zahl gleich 2, woraus das gewiinschte Resultat folgt. 


Kapitel II. 


Gruppen, in deren Fundamentalrelationen die Erzeugenden 
héchstens zweimal vorkommen. 


Es ist unsere Aufgabe, mit Hilfe der Untersuchungen des vorigen 
Kapitels die in der Uberschrift bezeichneten Gruppen in eine kanonische 
Form zu bringen und dadurch zunichst fiir sie das lsomorphieproblem, 
dann auch das Transformationsproblem zu lésen. 

Es sei also G eine Gruppe mit den Erzeugenden S,, S,, ---, S,, und 
den Relationen R, = R, =--- = R, = 1, bei der jede Erzeugende in allen 
Relationen zusammen héchstens zweimal vorkommt. 

1. Kommt in einer Relation, etwa R, = 1 eine Erzeugende, etwa S,, 
nur einmal vor, d. h. ist etwa R,, eventuell nach zyklischer Vertauschung 
der Komponenten, gleich S,7, wo S, in 7 nicht vorkommt, dann ist G 
isomorph mit einer Gruppe G’ mit den Erzeugenden S,,---,S,, und den 
Relationen R, =---=— R,=1, in denen S, durch 7-' ersetzt ist. Es 
kommen dann §S,,---,S,, in jeder Relation héchstens zweimal vor. Man 
kann also durch diese Reduktion erreichen, daB jede Erzeugende héchstens 
in einer Relation und in dieser zweimal vorkommt. Wir kénnen uns 
deswegen im folgenden zunichst auf solche Gruppen beschrinken, die nur 
eine Relation besitzen, in der jede Erzeugende zweimal vorkommt. 

2. Sei also G eine Gruppe mit der einzigen Relation R= 1, in der 
die Erzeugenden S,, S,,---, S,, jede zweimal vorkommen. Konstruieren 
wir dann das Gruppenbild, indem wir von einem Punkt aus die dem Aus- 
druck R sowie den durch zyklische Vertauschung aus ihm hervorgehenden 
Ausdriicken entsprechenden Polygone ausgehen lassen, so finden wir im all- 
gemeinenen nicht dieselben einfachen Verhiiltnisse wie bei den Funda- 
mentalgruppen der ein- bez. zweiseitigen Flichen. Die Polygone werden 
sich vielmehr zu mehreren Blittern zusammenschlieBen. 

Betrachten wir z. B. die Gruppe 


@ Erzeugende: S,, S,, Ss, Sy; 
"| Relation: 8, S, S, S, S, S, S, S, = 1, 
so zerfallen die zugehérigen acht Polygone in zwei Teile. Und zwar 


bilden die vier Polygone, die mit den gleichsinnig durchlaufenen Strecken- 
paaren S,S,, Sy'S7', 8,S,, SS'Sy' an dem Punkte hingen, ein Blatt, 
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sowie ebenfalls die vier Polygone mit resp. Streckenpaaren S,S,, S;'S7', 
S,S,, Sy'S>1. Wenn wir nun diese Gruppe transformieren, indem wir 
die neue Erzeugende X, = S,S, einfiihren, so erhalten wir: 
,| Erzeugende: Z,, 8,, Ss, S,; 

Relation: 8S, 2, S5' 2, 8, 8,8, 8, =—1. 
Die an einem Punkt hiingenden Polygone des Gruppenbildes zerfallen 
wieder in zwei Teile: die Polygone mit den Streckenpaaren S,2,, Z7'S,, 
Sz'Sz1; bez. 2,S,, S5'ST', &,S,, Sp'S>', S,2 71. Fihrt man jetzt die 
neuen Erzeugenden S,2,— 2, und 27'S, =; ein, so erhilt man die 
Gruppe 


G 


Erzeugende: =,, Z;, Z3, Sy; 
Relation: 2, 251 8,8, 2, Z,—1. 


Man erkennt, daB in der Relation die Erzeugende 2, iiberhaupt nicht 
vorkommt und daB die sechs der Relation entsprechenden an einem Punkt 
des Gruppenbildes hingenden Polygone ein einziges Blatt bilden. Und 
zwar sind die Streckenpaare der Reihe nach 2,251, 2,2,, 2y'2>', 
2,2,, ZT'Z;, Zp'Zy'. Lassen wir also unter den Erzeugenden 2, weg, 
so erhalten wir eine Gruppe, deren Bild ein reguliires 6-Ecknetz in der 
hyperbolischen Ebene ist. 

Dieses im speziellen Falle erprobte Verfahren laBt sich, wie wir im 
folgenden zeigen wollen, zu einer allgemeinen Methode durchbilden. 

Seien etwa 

8,S,, SP*Ss, «+ Sp'SP? 
1 Streckenpaare, die zu Polygonen gehéren, die ein Blatt B bilden. Jede 
der Erzeugenden S,, ---, S, kommt als Glied eines Paares entweder zweimal 
oder viermal vor. Wir wollen zuniichst die beiden extremen Fiille be- 
trachten: 

a) Die Erzeugenden S,,---, S, kommen siimtlich viermal in den Strecken- 
paaren des Blattes 8 vor: Da nach Voraussetzung jede Erzeugende in 
der Relation héchstens zweimal vorkommt, so gehért sie zu héchstens 
vier Streckenpaaren. Also bildet keine der Erzeugenden S,,---,S, mit 
einer von allen diesen verschiedenen Erzeugenden der Gruppe ein Strecken- 
paar. Da aber nach Voraussetzung nur eine Relation besteht, also auch 
als Element des Gruppenbildes nur ein einfaches Polygon, in dem jede 
Erzeugende, die in der Relation vorkommt, durch Strecken reprisentiert 
wird, so kommen in der Relation keine anderen Erzeugenden vor als 
S,,---,S,. Diese Erzeugenden allein bestimmen zusammen mit der Relation 
eine Gruppe, deren Bild ein regulires n-Ecknetz ist, wo m gleich 2/ ist. 

b) Alle Erzeugenden S,, ---, S, kommen zweimal in den Streckenpaaren 
des Blattes 8 vor: Wir wihlen als neue Erzeugende: 
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2, = S,5,, 23 = SP*Ss, ++, = ZS, 
woraus 
S-'S¢1 = (BB BY 
folgt. Durch S,, 2, ---, 2, lassen sich alle Erzeugenden §S,, - - -, 8, aus- 
driicken: 
S, = S,, Sy = S7'2,, S, = S7*2,2,, - 

Die gegebene Gruppe G@ ist also isomorph mit einer Gruppe [, in der 
S,, S,,--+, 8, dureh S,, 2,,---, 2, gemiB den obigen Formeln ersetzt sind. 
Nach Voraussetzung kommt jede Erzeugende S, (i=1,---,2) in der Re- 
lation nur zweimal vor, einmal in der Verbindung S,_,S,, das zweite Mal 
in der Verbindung S>'S,,,, nach obigem sind aber diese Verbindungen 
identisch mit 2,2;,, resp. fiir i=—1 mit (2,2,---2)-* Es wird also 
nach der Einsetzung der neuen Erzeugenden S, iiberhaupt nicht mehr in 
der Relation vorkommen. Wir haben also durch die Transformation die 
Anzahl der in der Relation vorkommenden Erzeugenden um eins vermindert 
(ibrigens ist auch, wie unschwer einzusehen, die Anzahl der Blatter, zu 
denen sich die an einen Punkt hiingenden Polygone des Gruppenbildes zu- 
sammenschlieBen, um eins kleiner geworden), In der Relation kommt 
auch nach der Transformation jede Erzeugende zweimal oder keinmal vor. 

Allgemeiner Fall: Einige Erzeugende kommen viermal und einige 
zweimal in den blattbildenden Paaren vor. Dann gibt es, da je zwei auf- 
einanderfolgende Paare eine Erzeugende gemeinsam haben, ein Paar, das 
aus einer viermal vorkommenden und einer zweimal vorkommenden Er- 
zeugenden gebildet wird. Wir diirfen annehmen, daB dies bei dem ersten 
Paare S,S, der Fall ist und zwar, daB S, viermal, S, zweimal vorkommt. 
Schreiten wir in der Reihe der Paare weiter, so kommen wir also vor 
dem Ende zu einem Paare, in dem wieder S, erscheint und zwar hat das 
erste solche Paar die Form S-'S,; denn hiitte es die Form S-'S7', so 
bildeten die ersten r Paare bereits das Blatt und es kame in den Paaren S, 
nur zweimal vor. Die Reihe lautet demgemib: 

S,8,, S>'Ss;, te S>'S,, ST S419" ”y S;?S8y? 
und enthilt 1+ 1 Paare. Wir setzen nun: 
S,8, = 3, 
und fiihren 2, statt S, als neue Erzeugende ein. Wir erhalten jetzt aus 
den Paaren die Reihe 
2, SI*Ss, hed S-*2, 87", S227 S, 44) ies S;'S, 277 
und diese liefern die / blattbildenden Paare 
Sy*Ss, Sy*S,, -- Sr), 2,8 

In ihnen kommt 2, nur zweimal vor, und wir haben also unser Blatt in 
ein solches mit einem Paar weniger iibergefiihrt. Die Relation zwischen 
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den neuen Erzeugenden, bei denen S,S, durch 2, ersetzt ist, enthilt wieder 
alle Erzeugenden zweimal oder keinmal. Denn 2, kommt zweimal vor: an 
der Stelle von S,S,, sowie in der Ersatzstrecke 2,S;' fiir S,, wo es zum 
zweiten Male in der Relation auftritt. Ebenso kommt S, zweimal vor, 
namlich in dieser Ersatzstrecke, sowie das zweite Mal, wo es in der ur- 
spriinglichen Relation auftrat. — Es ist wohl zu bemerken, daB der obige 
Schlu8 nicht mehr richtig ist, wenn in den urspriinglichen Paaren auch 
S, viermal vorkommt; denn lautet die urspriingliche Relation etwa 
_ 88,8,-- 1, 

so wird nach dem Einsetzen von 2, aus dem Paare S>'S>! das Paar 
S;'27', auf das dann 2, Sy! und S,S, usw. folgen wiirde, d. i. wir hiitten 
dann wieder, wie vor der Transformation, 1 + 1 blattbildende Paare. Man 
kann diese Erscheinung leicht an einem Beispiel sich veranschaulichen. 

Durch diesen ProzeB kann man sukzessiv die Paarzahl eines Blattes 
verringern, bis man zu dem extremen Falle ) kommt, d. i. bis es ebenso- 
viele Paare wie zu dem Blatt gehérige Erzeugende gibt. Dann aber tritt 
das oben auseinandergesetzte Keduktionsverfahren ein, durch das ein Blatt 
verloren geht, und eine Erzeugende nicht mehr in der Relation vorkommt. 
Jetzt lassen wir wieder mehrere Relationen zu und gelangen durch die 
obigen Betrachtungen zu folgender Normalform der Gruppe: Unter den 
Erzeugenden sind w Erzeugende, die in keiner Relation vorkommen (,,freie, 
willkiirliche Erzeugende“) und v Vereine von mehreren Erzeugenden; die 
Erzeugenden jedes Vereins kommen bloB in ciner Relation und in dieser 
zweimal vor. Die Erzeugenden jedes Vereins bestimmen zusammen mit der 
Vereinsrelation eine Gruppe, deren Bild ein regulires Netz der euklidischen 
oder nichteuklidischen Ebene ist (s. S. 131). 

Ist die gegebene Gruppe schon durch eine Relation bestimmt, so 
kann es zwar beliebig viele freie Erzeugende, aber bloB einen blattbildenden 
Verein mehrerer Erzeugender geben. Die Gruppe ist in diesem Falle, wie 
leicht einzusehen, die Fundamentalgruppe der Kurven eines Flichen- 
komplexes, der aus einer geschlossenen Fliiche und w an einem Punkt 
derselben hiingenden nichts begrenzenden geschlossenen Kurven_besteht. 
Die urspriingliche Form der Gruppenrelation fiihrt da- 
gegen auf Flichen, die auber w — w’ jener angehiingten 
freien geschlossenen Kurven w’ Selbstberiihrungspunkte 
besitzen. Statt der freien Kurven kénnen wir auch 
Horner“ (s. Fig. 5) einfiihren, d. h. Kugeln mit einem 
Selbstberiihrungspunkt. Die verschiedenen Formen der 
der Gruppe entsprechenden Flichen entsprechen dann der 
Tatsache: Jede Fliiche mit w Selbstberiihrungspunkten ist homiomorph mit 
einer singularititenfreien Fliche, an die w Horner angehiingt sind. 





Pig. 5. 
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Im allgemeinen Falle, d. i. wenn die Gruppe durch beliebig viele Re- 
lationen bestimmt ist, ist die Gruppe in der reduzierten Form die Funda- 
mentalgruppe von v geschlossenen Flichen und w freien geschlossenen 
Kurven, die alle in einem Punkte zusammenhiingen. Der Gruppe in der 
urspriinglich gegebenen Form entspricht dasselbe System, in dem aber ein 
Teil der freien Kurven in Selbstberiihrungspunkte der Flichen um- 
gewandelt ist. 

Fir jede Gruppe von der betrachteten Art, d.i. in deren bestimmenden 
Relationen jede Erzeugende héchstens zweimal vorkommt, ist also eine Reihe 
von Zahlen charakteristisch: 


Pro Py ky, ky, >> k,., w. 


Hier bedeuten p,,---,p, die Geschlechtszahlen der zu den Vereinen der ge- 
gebenen Gruppe gehérigen zweiseitigen Flichen, /,,---,k, die Charakte- 
ristiken der zugehérigen einseitigen Flaichen, endlich w die Anzahl der 
freien Kurven. Da homéomorphe Flichenkomplexe isomorphe Funda- 
mentalgruppen haben, so haben wir also den Satz: 

Stimmen die charakteristischen Zahlen fiir zwei Gruppen iiberein, so 
sind diese isomorph. 

Und auch die Umkehrung gilt: 

Sind zwei Gruppen der betrachteten Art isomorph, so stimmen ihre 
charakteristischen Zahlen iiberein (d. i. man kann eine soleche Gruppe nur 
auf eine Weise auf die reduzierte Form bringen). 

In der Tat: Seien G und G’ die beiden isomorphen Gruppen, jede in 
reduzierter Form, und M, irgend eine geschlossene Mannigfaltigkeit, deren 
Fundamentalgruppe einem Verein von G entspricht. Wir wollen zeigen, 
daB die dieser Fundamentalgruppe entsprechenden Elemente von G’ alle 
wieder der Fundamentalgruppe einer Fliche angehéren, bez. durch ein 
bestimmtes Element von G’ transformierte Elemente einer solchen Gruppe 
von G’ sind. Zu diesem Zwecke bemerken wir, daf das Gruppenbild fiir 
die Fundamentalgruppe fiir zwei oder mehrere Flichen zusammen aus un- 
endlich vielen Blittern besteht, die zu je zweien oder mehreren an jedem 
Punkte zusammenhiingen. Sei nun 7 irgend ein Element der betrachteten 
Untergruppe von G’, so werden die verschiedenen Potenzen von 7 nur 
dann in demselben Blatt liegen, wenn 7’ entweder einem einzigen Blatte 
angehért oder die Transformierte eines solchen Elements ist. Weiter: 
sind 7, U zwei Elemente der betreffenden Untergruppen, so werden die ver- 
schiedenen Potenzen von 7, U und 7 U nur dann demselben Blatt angehéren, 
wenn 7’ und U gleich transformierte Elemente desselben Blattes sind. 
Da nun die betrachtete Untergruppe von (’ isomorph ist mit der Funda- 
mentalgruppe einer geschlossenen Fiche, so muB nach dem 8. 132 be- 
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wiesenen Satze ihre Darstellung in der Gruppe G’ blattihnlichen Zu- 
sammenhang besitzen. Dies ist nicht der Fall, wie leicht zu sehen, wenn 
die verschiedenen Potenzen von 7, U und JU unendlich vielen ver- 
schiedenen Blattern angehéren. Also ist die betrachtete Untergruppe sicher 
eine Untergruppe einer zu G’ gehérenden Fundamentalgruppe einer Fliche, 
und da wir unsern Schlu8 ebensogut auf die Abbildung einer zu G’ ge- 
hérenden Fundamentalgruppe in G anwenden kénnen, so folgt, dab jeder 
zu G gehérenden Fundamentalgruppe einer Fliche eine Fundamentalgruppe 
einer Fliche von G’, eventuell durch ein Element von G’ transformiert, 
entspricht. Aus dem frither bewiesenen Satze, daB nur zu homéomorphen 
Flichen gehérende Fundamentalgruppen isomorph sein kénnen, folgt dann, 
wie behauptet, daB die Anzahl p,,---,p,, k,, ke, ---, hy, fir G und G’ 
gleich sind. Aus dem Tietzeschen Satze folgt schlieBlich, daB auch die An- 
zahl w der Hérner bei G und G’ dieselbe sein muB. 

Nachdem wir die betrachteten Gruppen in eine kanonische Form ge- 
bracht haben, ist es leicht, die Lésung des sie betreffenden Transformations- 
problems anzugeben. Seien S, und S, zwei Elemente einer der hier be- 
trachteten Gruppen, K, und K, die ihnen entsprechenden Kurven auf dem 
in kanonische Form gebrachten zugehérigen Flichenkomplex, der nach 
unserer obigen Entwicklung aus zweiseitigen und einseitigen Flichen so- 
wie Hérnern, die alle in einem Punkte zusammenhiingen, sich zusammen- 
setzt. S, und S, sind dann und nur dann ineinander transformierbar, wenn 
K, und Ky stetig auf dem Flaichenkomplexe ineinander itiberfihrbar sind. 
K, mége aus den geschlossenen Kurven L{, L®, ---, ZL) der Reihe nach 
durchlaufen sich zusammensetzen. Hierbei nehmen wir an, daB keine der 
Kurven L® auf Null reduzierbar ist und ferner keine zwei aufeinander- 
folgenden Kurven Li) und Li'+ oder L@™ und L{ derselben Fliche des 
Flichenkomplexes angehéren. Dasselbe sei der Fall mit der Zusammen- 
setzung von K, aus LY), LY), ---, LZ. Dann miissen, wenn K, und K, 
ineinander iiberfiihrbar sein sollen, m, und mz, gleich sein. Ferner miissen 
entweder, wenn m, = m, = 1 ist, L{ und L® auf derselben Fiche liegen 
und auf dieser Fliche stetig ineinander tiberfiihrbar sein, oder wenn 
m, =m, > 1 ist, nach eventueller geeigneter zyklischer Umordnung die 
m, Kurven Li(LW))-', L2(L2)-*,---, Lm(Le)-* auf. einen Punkt redu- 
zierbar sein. Diese Bedingungen sind sowohl notwendig als auch, wie 
leicht einzusehen, hinreichend dafiir, daB K, und K, ineinander stetig iiber- 
fiihrbar bez. S, und S, ineinander transformierbar sind. 
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Kapitel III. 
Hohere Gruppen. 


§ 1. 
Allgemeines. 


Zu jeder gegebenen unendlichen Gruppe kann man eine vierdimen- 
sionale (homogene) Mannigfaltigkeit finden, deren Fundamentalgruppe mit 
der gegebenen Gruppe isomorph ist: Jeder Flichenkomplex kann singu- 
laritiitenfrei reprisentiert werden in einem vierdimensionalen Raum. Hat 
der Flichenkomplex die gegebene Gruppe zur Fundamentalgruppe, so hat 
die vierdimensionale Umgebung (Domiine) des Komplexes ebenfalls die 
gegebene Gruppe zur Fundamentalgruppe. Man kann auch eine ge 
schlossene vierdimensionale Mannigfaltigkeit mit dieser Eigenschaft finden, 
und zwar in der vierdimensionalen Umgebung des im fiinfdimensionalen 
singularititenfrei zu reprisentierenden Flichenkomplexes. Zwei M, mit 
derselben Fundamentalgruppe brauchen nicht homéomorph zu sein. Beispiels- 
weise: Die vierdimensionalen Umgebungen eines Elementarflichenstiickes 
und einer Kugelfliche im fiinfdimensionalen Raum haben beide als Funda- 
mentalgruppe die Identitiit, aber sie sind gewiB nicht homéomorph. Denn 
die zweite Bettische Zahl ist fiir die erste Mannigfaltigkeit gleich 1, fir 
die zweite gleich 3. 

Wir haben im vorigen Kapitel diejenigen unendlichen Gruppen be- 
handelt, in deren Fundamentalrelationen jede Erzeugende héchstens zweimal 
vorkommt. Es ist leicht zu zeigen, daB jede Gruppe in eine solche Form 
gebracht werden kann, daB in den Fundamentalrelationen jede Erzeugende 
hichstens dreimal vorkommt. In der Tat: Sei S eine Erzeugende, die h-mal 
(h>3) in den Fundamentalrelationen vorkommt, so fiige man zu diesen 
die Relation 

S=S,, 
wo S, eine neue Erzeugende ist, hinzu und ersetze S zweimal in den Re- 
lationen durch S,. Dann kommt S im ganzen in allen Relationen inklusive 
der neuen (h—1)-mal und S, dreimal vor. Ist h>4, so nehme man 
weiter die Relation 

S=S8, 
hinzu, ersetze S zweimal durch S, und fahre so fort, bis man mit Hilfe 
von h —3 neuen Erzeugenden S,, S,,---, S,_, die gegebene Gruppe in eine 
solche Form gebracht hat, dab jetzt eine Erzeugende weniger existiert, die 
mehr als dreimal in den Relationen vorkommt. Damit ist die obige Be- 
hauptung erwiesen. 
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Die nach der bereits behandelten niichst einfache Klasse von Gruppen 
ist diejenige, die alle Gruppen enthilt, in deren Fundamentalrelationen 
eine und nur eine Erzeugende dreimal vorkommt. Diese wollen wir in 
einer weiteren Arbeit behandeln. 


g§ 2. 
Knotengruppen. 


Die Gruppe der Kleeblattschlinge ist, wie friiher*) gezeigt, in folgen- 

der Form darstellbar: 

Erzeugende: S, S, S; S,; 

ee S, Sy! = S, S718, = 8S, 87'S, = 1. 
An derselben Stelle haben wir das Gruppenbild fiir diese Gruppe auf- 
gestellt und damit das Identitiitsproblem fiir dieselbe gelést. Wir wollen 
hier zeigen, daB das Gruppenbild durch ein regulires Netz in einem 
nichteuklidischen Raume dargestellt werden kann. In der Tat setzte sich 
das gefundene Gruppenbild zusammen aus Parallelstreifen (s. Fig. 11 a.a.0.), 
die zu je dreien mit ihren Riindern zusammenhingen. Wir konstruieren nun 
in einer hyperbolischen Ebene ein Streckensystem von folgender Beschaffen- 
heit: Es enthalt keine geschlossenen Polygone und von jedem Eckpunkt 
gehen drei gleiche Strecken unter gleichen Winkeln = aus. Dies ist 


leicht zu erreichen, wenn man nur die Linge der Seiten gleich der Basis 
eines gleichschenkeligen Dreiecks mit dem Winkel 0 an der Spitze und 


dem Basiswinkel = + nimmt. Dadurch wird erreicht, dab ein Zug aus 


Strecken mit dieser Linge und dem Brechungswinkel = sich nicht schlieBt 


oder sich selbst schneidet (denn die Ecken liegen auf einem Grenzkreis), 
und folglich auch ein Zug aus Strecken mit dieser Linge und dem 
Brechungswinkel * oder “= sich nicht schlieBt oder sich selbst schneidet. 
Wir denken uns etwa die hyperbolische MaSbestimmung erzeugt durch 
einen Fundamentalkreis in der euklidischen Ebene. Wir errichten tber 
diesem Kreis einen geraden Zylinder, errichten ebenfalls senkrecht auf 
der Ebene tiber jeder der oben konstruierten Strecken einen Parallel- 
streifen, bestimmen auf den Rindern desselben eine Reihe durch gleichen 
Abstand getrennter Punkte, so zwar, daB die Punkte des einen Randes 
senkrecht iiber der Mitte des Abstandes zwischen zwei benachbarten 
Punkten des andern Randes sich befinden. Verbinden wir dann jeden 
Punkt des einen Randes mit den beiden niichst benachbarten des andern 


*) Math. Ann. 69. 








142 M. Deun. 





Randes, so haben wir in der Gesamtheit der Strecken auf dem Parallel- 
streifen und auf den Riandern derselben einen unendlichen Strecken- 
komplex, der bei richtiger Bezeichnungsweise das Gruppenbild fiir die Klee- 
blattschlingengruppe ist. Damit ist also gezeigt, daB diese Gruppe iso- 
morph ist mit einer (eigentlich diskontinuierlichen) Gruppe von linearen 
Transformationen des Raumes, bei denen die Zylinderfliche in sich 
iibergeht. 

Auch das Transformationsproblem ist fiir die betrachtete Gruppe 
leicht zu lésen. Man hat dazu nicht nétig, die Bewegungen in dem durch 
den Zylinder als Fundamentalgebilde definierten nichteuklidischen Raum 
in eine kanonische Form zu bringen: Der einem Element der Gruppe ent- 
sprechende Streckenzug durchliiuft eine Reihe von Parallelstreifen. Diese 
ist nur dann durch Transformation zu vermindern, wenn die Projektion 
des Streckenzugs auf die nichteuklidische Ebene doppelt, aber im ent- 
gegengesetzten Sinne durchlaufene Strecken enthiilt, eventuell nachdem 
das Endglied an den Anfang gesetzt ist. Durch Transformation kann 
man stets den Streckenzug iiberfiihren in einen solchen mit der Minimal- 
zahl durchlaufenen Parallelstreifen. Zwei in diese Form transformierte 
Streckenziige sind nur dann ineinander transformierbar, wenn sie, eventuell 
nach zyklischer Vertauschung der Glieder von demselben Anfangspunkt 
ausgehend, auch denselben Endpunkt haben. Damit ist eine Methode 
nachgewiesen, die die Entscheidung iiber die Transformierbarkeit zweier 
Elemente in einer endlichen Anzahl von Schritten zu treffen gestattet. 

Durch ganz analoge Betrachtungen lést man das Transformations- 
problem fiir die Knotengruppen, die zu Kurven, die mit der Kleeblatt- 
schlinge eng verwandt sind, gehéren, und die Math. Ann 69 8S. 164 
aufgestellt sind. Die Grundlage fiir die Bilder dieser Gruppen liefern 
wieder unendliche regulire Streckenkomplexe der hyperbolischen Ebene 
ohne geschlossene Kurven von der Art, daB in jeder Ecke fiinf bez. 
sieben usw. Strecken zusammenstoBen. Die Lésung des Transformations- 
problems erfolgt genau so wie bei der Kleeblattschlinge. 

Auch fiir die zu diesem Knoten gehérenden Poincaréschen Riume 
(a. a. O. S. 161ff.) ist es méglich, die Lésung des Transformationsproblems 
fiir die zugehérigen Fundamentalgruppen anzugeben. Unter diesen befindet 
sich eine endliche zur Kleeblattschlinge gehérige. Fiir sie ist das Trans- 
formationsproblem durch Probieren ohne weiteres zu lisen. Die Gruppen- 
bilder der andern lassen sich auf einem Komplex von Prismen darstellen, 
deren Querschnittsystem ein reguliires Polygonnetz der hyperbolischen 
Ebene ist. Die Gruppen lassen sich also darstellen durch lineare reelle 
Transformationen des Raumes, bei denen eine Zylinderfliche in sich tiber- 
geht. Einer jeden Bewegung des Gruppenbildes in sich entspricht eine 
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Bewegung der nichteuklidischen Ebene, die durch zwei entsprechende 
Punkte und zwei einander entsprechende an diesen Punkten hiingende 
Polygone bestimmt ist. Irgend zwei Punkte A und A, des Gruppenbildes 
erzeugen zwei bestimmte derartige Bewegungen, niimlich diejenige, bei 
der A in A, tibergeht, und diejenige, bei der A, in A iibergeht. Sei 
nun S ein Element, von dem wir entscheiden wollen, ob es in ein Ele- 
ment 7’ transformierbar ist oder nicht. Irgend ein Punkt O des Gruppen- 
bildes mége durch S in A, durch 7 in B iibergehen. Bei diesen Bewegungen 
mége der Punkt 0 des Querschnittnetzes in a bez. in 6 und gleichzeitig 
das an 0 hiingende Netzpolygon p, in das Netzpolygon p, bzw. p, tibergehen. 
Sollen S und 7 ineinander transformierbar sein, so miissen diese beiden 
Netzbewegungen kongruent und zwar durch eine einer Bewegung des Gruppen- 
bildes in sich entsprechende Netzbewegung ineinander iiberfiihrbar sein. 
Dies liBt sich in einer endlichen Anzahl von Schritten durch Probieren 
gemiB den in Kap. I entwickelten Methoden entscheiden. Diese Bedingung 
ist aber noch nicht hinreichend. Sei etwa U ein Element, dessen ent- 
sprechende Netzbewegung die S entsprechende Netzbewegung in die 7’ 
entsprechende Netzbewegung iiberfiihrt. Der dem Element U~'SU ent- 
sprechende Streckenzug, dessen zugehérige Netzbewegung mit der Be- 
wegung {0 —> b, p, —> ps} identisch ist, mége vom Punkte O, ausgehen 
und im Punkte B, endigen. (0, O, und 0 und ebenso B, B, und 6 liegen 
je auf einer Geraden senkrecht zum Querschnittnetz.) Dann ist S nur 
dann in 7 transformierbar, wenn die Strecken OO, und BB, gleich und 
gleichgerichtet sind. 

Damit sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die 
Transformierbarkeit zweier Elemente der in Betracht kommenden Gruppen 
in eine soleche Form gebracht, daB man imstande ist, mit einer endlichen 
Anzahl von Schritten.zu entscheiden, ob sie befriedigt sind. Gleichzeitig 
haben wir damit die Beantwortung der Frage méglich gemacht, wann 
zwei gegebene Kurven der betreffenden Poincaréschen Riaume ineinander 
stetig (mit Selbstdurchdringung) iiberfiihrbar sind. 


§ 3. 
Gruppen mit zwei Erzeugenden. 


Die drei Fundamentalprobleme fiir alle Gruppen mit zwei Erzeugenden 
(etwa a und b) zu lésen, scheint einstweilen noch sehr schwierig zu sein. 
Es umfaBt auch diese Klasse bereits simtliche Knotengruppen, wie sich 
durch geometrische Betrachtung leicht ergibt. Es ist einfach, die Pro- 
bleme fiir diejenigen Gruppen zu erledigen, in deren definierenden Relationen 
a dreimal und b zweimal vorkommt. Schwierigkeiten treten bereits auf, 
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wenn a und } beide dreimal in den definierenden Relationen vorkommen. 
Wir wollen hier nur auf die Gruppe, die durch die Relation 
a’ b® = 1 

gegeben ist, ein wenig eingehen: Wir bauen das Gruppenbild auf aus 
»Wiirfelsechsecken“, d. h. riiumlichen Sechsecken, deren Seiten Kanten 
eines Wiirfels sind, so zwar, daB jede Seitenfliche des Wiirfels nur zwei 
der Kanten enthiilt. Die Seiten eines Wiirfelsechseckes bezeichnen wir in 
bestimmtem Sinne durchlaufen mit a, a, a, b, b, b. Bei der Konstruktion 
des Gruppenbildes ordnen sich die den Wiirfelsechsecken entsprechenden 
Wiirfel zu Prismen an. Jedes Prisma wird in jedem seiner Wiirfel durch 
ein zweites Prisma geschnitten. Durch zwei aufeinander folgende Wiirfel 
eines Prismas gehen zwei weitere Prismen, deren Achsen aufeinander 
senkrecht stehen. Hierdurch ist das Gruppenbild véllig bestimmt. Doch 
ist wohl zu beachten, daB nur diejenigen Punkte des Gruppenbildes iden- 
tisch sind, die es infolge der eben auseinandergesetzten Zusammenhangs- 
verhiltnisse der Prismen sind, nicht aber solche, deren Zusammenfallen 
durch die besonderen metrischen Verhiiltnisse des euklidischen Raumes 
bewirkt wird. Z.B.: Durch zwei Wiirfel W, und W, eines Prismas, die 
durch eine ungerade Anzahl von Wiirfeln getrennt werden, gehen zwei 
parallele Prismen P, und P,. Seien W,’ und W,’ zwei Wiirfel auf P, 
bez. P,, die auf homologen Seiten von W, und W, liegend durch die- 
selbe ungerade Anzahl von Wiirfeln von diesen getrennt werden, so fallen 
im euklidischen Raum selbstverstindlich die beiden P, bez. P, in W,’ 
bez. W,' schneidenden Prismen zusammen. In unserm Gruppenbild aber 
haben sie keinen Punkt miteinander gemeinsam. Unsere Gruppe ist auch 
nicht isomorph mit einer Gruppe von Bewegungen des euklidischen Raumes. 
Man kann dagegen zeigen, daB sie isomorph ist mit einer, freilich nicht 
eigentlich diskontinuierlichen Bewegungsgruppe des hyperbolischen Raumes. 

Durch die Aufstellung des Gruppenbildes ist das Identititsproblem 
sofort gelést. Auch das Transformationsproblem laBt sich, in etwas um- 
stiindlicher Weise, erledigen mit Hilfe von allgemeinen Prinzipien, die wir 
in einer weiteren Arbeit entwickeln werden. 
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Uber die Anwendung des Dirichletschen Prinzipes auf die’ 
Probleme der konformen Abbildung.*) 


Von 


Ricnarp Courant in Géttingen. 
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Wihrend man sich friiher zur Behandlung allgemeinerer Probleme 
der konformen Abbildung, wie sie in der Theorie der Uniformisierung 
analytischer Funktionen eine so groBe Rolle spielen, vorzugsweise der 
kombinatorischen Methoden bedient hat, ist in jiingerer Zeit durch die 
Arbeiten von Hilbert das Dirichletsche Prinzip wieder zu' Ehren gekom- 
men. In einer kiirzlich erschienenen Note**) hat Hilbert einen Gedanken 


*) Diese Arbeit ist bis auf einige redaktionelle Anderungen ein Abdruck meiner 
Inauguraldissertation, Gittingen 1910. 
**) Zur Theorie der konformen Abbildung, Gétt. Nachr., 17. Juli 1909. 
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auseinandergesetzt, durch den die allgemeinsten Probleme der konformen 
Abbildung der Behandlung auf Grund des Dirichletschen Prinzipes zu- 
giinglich werden. Man sucht zu diesem Zwecke gewisse Potentialfunk- 
tionen u(z,y), die auf dem iiber der zy-Ebene nach Art einer Riemann- 
schen Flache ausgebreiteten abzubildenden Bereiche Q eindeutig sind und 
an einer Stelle desselben nicht, wie die Greensche Funktion, eine logarith- 


mische Singularitat besitzen, sondern unbestimmt werden wie ary fiir 
z=0,y=0. 

Diese Potentialfunktionen, die in der folgenden Arbeit eine grund- 
legende Rolle spielen werden, lassen sich physikalisch charakterisieren als 
Strémungspotentiale einer stationiiren elektrischen Strémung; man denke 
sich zu diesem Zwecke den Bereich 2 mit einer leitenden Schicht bedeckt 
und nunmehr in einem Punkte O, etwa x=0, y= 0, eine elektrische 


Doppelquelle mit der Singularitit aufgesetzt; dann wird in Q eine 


x 
x* + y* 
stationiire Strémung entstehen, deren Potential u(x,y) wir kurz als das 
zur Quelle aty gehérige Strémungspotential bezeichnen wollen. Ent- 

2 2 
sprechend dem Umstande, daB die GréBe (“) 4+. (5) die Dichte der 
Strémungsenergie bedeutet, wird das Strémungspotential auBer durch seine 
Singularitét durch die Minimaleigenschaft charakterisiert sein, daB das 


Integral , 
u\2 u\2 
ah Gz) + Gy) } ae ay 

ein absolutes Minimum wird, wenn das Integral iiber denjenigen Teil A 
von Q erstreckt wird, der auferhalb einer willkiirlichen, O umschlieBen- 
den Kurve [ liegt, und zum Vergleiche alle in Q stetig differenzierbaren 
Funktionen zugelassen werden, die auf [ dieselben Werte wie « annehmen. 
Unter dem Bereiche Q kénnen wir dabei einen Bereich allgemeinster 
Natur verstehen, wie er zu Beginn von $1 definiert werden wird. 

Von dieser Minimaleigenschaft gelangt man nach Hilbert auf folgende 
Weise zu einem Variationsprobleme, das fiir die Anwendung der Methode 
des Dirichletschen Prinzipes geeignet ist. Man schlieBe den Punkt 0, der 
in keinen Verzweigungspunkt fallen und die Koordinaten =0, y= 0 
haben mége, durch ein hinreichend kleines, noch ganz in einem schlichten 
Teile von Q liegendes Quadrat aus Q aus. Die Seiten dieses Quadrates 
mégen den Achsen des Koordinatensystemes parallel sein und vom Null- 
punkt saimtlich den Abstand a haben. Ist dann J das Innere des Quadrates, 
A der iibrige Teil von Q, so zieht man von der gesuchten Potential- 
funktion u eine Funktion ® ab, die iiberall in Q mit Ausnahme des 
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Punktes O zweimal ently differenzierbar ist, in A identisch verschwindet, 
in O die Singularitit - =x , - besitzt, aber sonst in J ganz willkiirlich 
gewihlt werden darf. Wir setzen “~~ mit Hilbert 


(1) C(t, 9) = apa — OGY), 
(2) y(a,y)-AC= e+ FX, 


dann ist y eine iiberall oe Funktion, die in A identisch verschwindet.*) 
Man setze ferner 


i()—=+ 2 * (a? — 2°) fir —ac<ar<+a, 


=0 fir «<—a und «>+a, 
sodaB 


fiw dz=1 


wird. Ferner 


n(y) =Si v(x, y)dz, 
(3) (a, #) = Jf (7(@, 9) — 82) ny) \ae, 
(4) B(x, 9) =f E(@) n(y) dy. 


Dann sind die Funktionen a, 8, wie man leicht erkennt, iiberall in Q 
stetig differenzierbar, verschwinden identisch in A und erfiillen die 
Gleichung 


(5) “ +5 
Das Variationsproblem, das wir an Pi cline unserer Betrachtungen stellen 
wollen, lautet nun folgendermaBen: 

Dirichlet-Hilbertsches Variationsproblem. Unter allen in Q 
zweimal stetig differenzierbaren Funktionen ist diejenige p zu suchen, fiir die 
das modifizierte Dirichletsche é«) 


D*(g) = “JIG: A —«) + (5%- 8)'| dx dy 


zum Minimum wird. Die Funktion 
u=g+® 


ot 


*) Wir miissen, um dies zu erreichen, eventuell fiir Punkte c=0, y=O in 
anderen Blattern, fiir die y durch (2) noch nicht definiert ist, y= 0 festsetzen. 


10* 
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wird dann das gesuchte Strémungspotential sein, wie in $ 1 ausgefiihrt 
werden soll. 

Der Beweis fiir die Existenz der Funktion m und damit der Funk- 
tion u kann ohne prinzipielle Schwierigkeit nach der Hilbertschen Methode 
zum Beweise des Dirichletschen Prinzipes gefiihrt werden.*) Auf diesen 
Standpunkt habe ich mich in meiner Dissertation gestellt. Eine zweite 
vereinfachte Methode zur Begriindung des Dirichletschen Prinzipes habe 
ich kiirzlich in der Grundidee dargestellt**). In einer ausfiihrlicheren, 
demniichst in den Math. Ann. erscheinenden Arbeit iiber diesen Gegenstand 
gedenke ich unter anderem auch den Beweis fiir die Existenz der Lésung 
des Dirichlet-Hilbertschen Variationsproblemes nach dieser Methode voll- 
stiindig darzulegen. Wir kinnen hiernach den Satz aussprechen: 

Das Dirichlet-Hilbertsche Variationsproblem besitzt stets eine Lisung. 

Wir wollen dieses Theorem, das den Ausgangspunkt unserer Unter- 
suchungen bilden wird, hier geradezu ais Dirichletsches Prinzip bezeichnen. 

Nachdem so die Evxistenz des Strémungspotentials gesichert ist, 
handelt es sich darum, die Figenschaften desselben zu untersuchen und 
vor allem die konforme Abbildung des Gebietes Q zu studieren, welche 
die komplexe Funktion §=«u+iv der Variabeln z= x + iy vermittelt. 
Diese Untersuchung ist die Aufgabe des ersten Kapitels dieser Arbeit; es 
zeigt sich, da® die Strémungsfunktion — so wollen wir die Funktion 
¢ = /(2) =u + iv nennen — den Bereich Q stets auf einen Schlitzbereich 
abbildet. Dabei verstehen wir unter einem Schlitzbereich einen solchen, 
der aus der ganzen, von geradlinigen Strecken parallel zur reellen Achse 
begrenzten schlichten Ebene besteht. In dieser Arbeit wollen wir uns 
auf den Fall beschrinken, daB der Bereich Q schlichtartig ist, d. h. durch 
jeden Riickkehrschnitt zerstiickt wird. Die Schlitze des Bildbereiches 
liegen dann ganz im Endlichen. Dieses Resultat enthilt das zuerst von 
P. Koebe aufgestellte und bewiesene allgemeine Uniformisierungsprinzip ***), 
welches besagt, daB man jeden schlichtartigen Bereich auf einen schlichten 
konform abbilden kann. Es geht iiber dieses Theorem hinaus, insofern 


es zugleich eine bestimmte einfache Normierung des schlichten Bereiches 
liefert.+) 


*) Vgl. Hibert, Uber das Dirichletsche Prinzip, Festschrift zur Feier des 150- 
jaibrigen Bestehens der Kgl. Ges. d. Wissensch. zu Gittingen, 1901, abgedruckt in 
Math. Ann. 59, S. 161—186. 

*™) Zur Begriindung des Dirichletschen Prinzipes, Gitt. Nachr. 1910. 

**) Vgl. Koebe, Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Funktionen, 
3. Mitteilung, Gott. Nachr. 1908. 

+) Wihrend der Niederschrift dieser Arbeit erschien unter dem Titel ,,Uber 

die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven“, 4. Mitteilung, in den Géttinger 
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Aber mit diesen Abbildungssatzen und den daraus sich unmittelbar 
ergebenden Anwendungen auf die Uniformisierung der analytischen Funk- 
tionen durch automorphe Funktionen mit Grenzkreis ist die Fruchtbarkeit 
der Methode des Dirichletschen Prinzipes keineswegs erschépft. Dieselbe 
gestattet uns nicht nur die allgemeinsten und daher in gewissem Sinne 
grébsten Eigenschaften der Strémungsfunktion zu beherrschen, sondern 
laBt uns auch tiefer in deren spezielle innere Struktur eindringen. Dies 
soll im zweiten Kapitel an zwei Beispielen dargelegt werden, und zwar 
will ich in § 6 eimen Beweis desjenigen von F. Klein*) aufgestellten 
Fundamentaltheorems aus der Theorie der automorphen Funktionen geben, 
welches sich auf die Uniformisierung der algebraischen Funktionen durch 
automorphe Funktionen vom Schottkyschen Typus bezieht und zuerst von 
P. Koebe**) bewiesen wurde. Dieselbe Methode werden wir im § 7 an- 
wenden, um den Nachweis des Satzes zu fiihren, daB jeder n-fach zusam- 
menhiingende Bereich sich auf die schlichte, mit » kreisférmigen Léchern 
versehene Ebene konform abbilden laBt.***) 


Nachrichten eine Abhandlung von Herrn Koebe, deren wesentlicher Inhalt der Beweis 
des oben charakterisierten, von Hilbert zuerst ausgesprochenen allgemeinen Schlitz- 
satzes ist. Dieser Beweis beruht ebenfalls auf dem Hilbertschen Grundgedanken, die 
Minimaleigenschaft des Strémungspotentials zu benutzen, und stimmt ferner mit dem 
meinigen in dem Konvergenzbeweise fiir die Strémungspotentiale tiberein. (Vergl. § 4 
dieser Arbeit.) Ich méchte daher hervorheben, daB ich meinen Beweis selbstiindig 
und von Herrn Koebe unabhiingig gefunden und Juni 1909 von demselben u. a. Herrn 
Geheimrat Hilbert Mitteilung gemacht habe. Inzwischen hat Herr Koebe eine andere 
Beweismethode des Theorems ausgearbeitet, welche ohne den erwahnten Konvergenz- 
beweis zum Ziele fiihrt und unter dem Titel ,,ber die Hilbertsche Uniformisierungs- 
methode“ in den Gétt. Nachr. erschienen ist. 

*) Vgl. Klein, Uber eindeutige Funktionen mit linearen Transformationen in 
sich, Math. Ann. 19 (1882), 8. 565—568. 

**) Vgl. Koebe, Uber die Uniformisierung der algebraischen Kurven durch auto- 
morphe Funktionen mit imaginiren Substitutionsgruppen, Gétt. Nachr., 1909, und 
Math. Ann. 69 (1910). Die letzte Arbeit erschien erst nach meiner Dissertation. 

***) Ein anderer, auf einer iterierenden Methode beruhender Beweis dieses Satzes 
ist von Herrn Koebe gegeben und im November 1909 in der Gittinger mathematischen 
Gesellschaft vorgetragen worden. Die hier gegebene Methode der Konstruktion der 
Abbildungsfunktion ist analog einer von Herrn Koebe in der SchluBbemerkung seiner 
3. Mitteilung skizzierten. 
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Kapitel L. 
Allgemeine Abbildungstheoreme. 


§ 1. 
Das Dirichlet-Hilbertsche Variationsproblem. 


Es sei tiber der zy-Ebene ein Bereich Q allgemeinster Natur aus- 
gebreitet, der endlich oder unendlich viele Blitter, endlich oder unendlich 
viele Begrenzungslinien, endlich oder unendlich viele innere Windungs- 
punkte, endlich oder unendlich hohen Zusammenhang haben mag und 
auch unendlich viele voneinander unabhingige nicht zerstiickende Riick- 
kehrschnitte besitzen darf. Wir definieren denselben als Grenzbereich 
einer Folge von Teilbereichen Q,, Q,, Q;,---, von denen jeder ganz in allen 
folgenden liegt, endlich viele Blatter, endlich viele Windungspunkte, end- 
lich viele analytische Begrenzungslinien und endlich viele voneinander 
unabhingige nicht zerstiickende Riickkehrschnitte besitzt; dabei verstehen 
wir unter dem Grenzbereich der Q, den Bereich aller Punkte, die im 
Innern irgend eines der Q, liegen. Diese Definition geniigt, um die Defi- 
nition eines iiber den Bereich Q erstreckten Integrales einer in Q defi- 
nierten Funktion zu gestatten. Dasselbe wird als Limes des Integrales 
dieser Funktion tiber den Bereich Q, fiir unendlich wachsendes h zu er- 
kliren sein, falls dieser Limes existiert. 

Sei O ein Punkt im Innern von Q, der die Koordinaten x =0, y=0 
haben mag und in keinen Verzweigungspunkt fallt, dann definiere man, 
wie in der Einleitung ausgefiihrt ist, die Gebiete J, A und die Funk- 
tionen «, 8 und bestimme die Funktion m durch die Dirichlet-Hilbertsche 
Minimalforderung, dab 


D*(@) =f (52 —«) + (52-8) }axdy 


zum absoluten Minimum wird, wenn zum Vergleich alle die in Q zweimal 
stetig differenzierbaren Funktionen y zugelassen werden, fiir die das Integral 


pv) = f{ G2 — «)'+ (52 - 8)'| ava 
existiert. o 


Da die Existenz der Funktion aus dem Dirichletschen Prinzip folgt, 
so ist damit die Funktion 
u=g+o® 
detiniert. Wir behaupten, daB dieselbe eine bis auf eine additive Kon- 
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stante durch den Bereich Q und die Unstetigkeit #a;F eindeutig be- 
stimmte, iiberall in Q regulire*) Potentialfunktion ist und daB insbesondere 
die Funktion « weder von der Wahl der Funktion , noch der Wahl des 
Gebietes J abhiangt, welches demnach auch von einer beliebigen geschlossenen 
analytischen Kurve begrenzt sein darf. In der Tat, die Minimaleigenschaft 
der Funktion  driickt sich durch die Relation aus 


(4) Si¢ oe _ «) za + (58 - 8) 5") dz dy —0, 


die fiir alle willkiirlichen in Q zweimal stetig differenzierbaren Funktionen y 
bestehen muB, fiir die das Dirichletsche erie 


D(n) =f { Gz) {(52 1)" | aa dy 


existiert. Daraus folgt zuniichst durch einen geliiufigen SchluB der 
Variationsrechnung die Gleichung 


ap , Ap da ap 0, 


(5) ‘oa? " dy? da dy ~ 
d. h. wegen Gleichung (5) der Einleitung 
Ag —AC=0, 
und da wegen Gleichung (1) der Einleitung iiberall auBer in O 
AC=—A® 
gilt, 
A(p +) =0 
oder 
(6) Au = 0, 


d. h. uw ist eine iiberall in Q mit rane” des Punktes O reguliire 
Potentialfunktion, die in O die Singularitit —, < — ; besitzt. Das reguliire 
Verhalten der Funktion wu in den inneren Verzweigungspunkten von Q 
folgt unmittelbar aus der Bemerkung am Schlusse dieses Paragraphen 
iiber die Invarianz unseres Variationsproblems gegen konforme Abbildung. 

Bezeichnen wir mit [, die vollstindige Begrenzung des Approxima- 
tionsbereiches Q,, so folgt aus (4) und (5) mit Hilfe der Greenschen 
Formel fiir jede zulassige Variation 7 


= 0 ou 
(7) L, fuse tomb fuga e—o 
h=o 
ee (Th) )) 

». u 1 heiBt i in einem Verzweigungspunkt reguliir, wenn uw bei konformer Abbildung 


einer Umgebung desselben auf einen schlichten Bereich in eine in diesem Bereiche 
regulire Potentialfunktion tibergeht. 
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wobei » die innere Normale, s die Bogenlinge auf [, bezeichnet. Nehmen 
wir an, es gabe zwei Funktionen u und w’, die in O die Singuleritat 
ay y haben und aus unserem Variationsproblem entspringen, so wird 
w=-u—w eine iiberall in Q regulire Potentialfunktion sein, deren 
Dirichletsches Integral 


D(w) = ASG) a) | da dy 


existiert, wie leicht zu sehen ist*), und zwar wird nach einer bekannten 
Greenschen Formel 


D(w) = L— 7 oN ds 
(T) 
-L Jee 5 as— DL, fw Zi as. 
(F) ) 


Nun muBb, da 7—w eine zulassige Variation ist, nach Gleichung (7) jeder 
der beiden Terme rechts verschwinden, und wir haben daher 


D(w) = 
(55) + (Gy) —% 


w=u—wu = const, 


also 
und folglich 


wie wir beweisen wollten. Aus dieser Uberlegung folgt zugleich, daB die 
Potentialfunktion w in der Tat das Strémungspotential ist, das wir durch 
das zu Anfang der Einleitung erklirte Variationsproblem charakterisiert 
haben. 

Wir wollen an diese Ausfiihrungen noch einige erginzende Be- 
merkungen kniipfen. Zunichst ist klar, dab die obigen Tatsachen in 
keiner Weise modifiziert werden, wenn wir fiir « an Stelle der Unstetig- 
keit ee allgemein eine Unstetigkeit der Form Si vorschreiben, wo 
a,b Konstanten sind, oder wenn wir die Doppelquelle in einen Punkt co 
des Bereiches 2 verlegen und mithin ein Strémungspotential suchen, 
das sich im Punkte oo des betreffenden Blattes verhilt wie ax-+ by. 
Dies entspricht physikalisch der Tatsache, daB wir in irgend einem 
Punkte O von Q eine Doppelquelle von beliebiger Richtung und Stirke 
antringsn kénnen. 


_ Vel. 8. 177. 
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Eine weitere auf der Hand liegende Eigenschaft unseres Variations- 
problems ist seine Invarianz gegen konforme Abbildung des Bereiches Q, 
eine Tatsache, die wir folgendermaBen aussprechen: Wird Q konform 
auf einen tiber der «’y'-Ebene ausgebreiteten Bereich Q’ abgebildet, wobei 
dem Punkte O etwa der Punkt O’ mit den Koordinaten 2’ =0, y’ =0 
entsprechen mége, so geht u(x, y) in dasjenige zu Q’ gehérige Strémungs- 
potential @(2’, y’) tiber, das in O' die Unstetigkeit rts besitzt, die 


aus ; vermége der konformen Abbildung entsteht. 


x 
a+y 
In der Tat, geht durch diese konforme Abbildung J’ aus J, A’ aus 
A hervor, ist ferner 


a( 2, y) = a(n’, y); B(a, y) _ B(a’, y’), (2, y) — (2, y), 
g(x, y)= (x,y), u(x, y)=a(a’,y'/), 


JG cf _ a) + (72 — A) de ady 
=ff| (6% —A) + (3 = B) | da’ dy’ + C, 
(S2') ‘ 
(a5) + (oy) (Ge) + (35) 


Ne -. + ata aay 


(cy) 


ist. A, B sind dabei bekannte Funktionen von z’,y’, die in Q' stetig 
differenzierbar sind und im Gebiete A’ identisch verschwinden. Wegen 
der obigen Relation ist nun g(a’, y’) die Lésung des Variationsproblems 


LNG: ha — A)" + (54 (°% —B)'| dz’ dy’ = Minimum. 


Es ist daher 


so haben wir 


wo 


A= 





y 
Da andererseits i = g + ® eine Potentialfunktion ist, so folgt 


me] 
28! 
™~» 


oa 7 =. 


D @w 


B 
y 


YD) 
®» 

SIN 
@! @ 


eG OG ao ao 
oa”? + oy si oa’ * + oy? 9, 
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also ist 
ao oO AB 
aa’* * ay* Oe = Oy 
Damit ist bewiesen, dab a(z’,y’) in der Tat das oben charakterisierte 
Strémungspotential fiir Q' ist. 

Eine erste Anwendung dieser Invarianzeigenschaft machen wir, indem 
wir aus ihr die Bemerkung folgern, da8 wir die Doppelquelle der Strémung 
auch in einen Verzweigungspunkt O des Bereiches 2 hineinlegen diirfen. 
Wir brauchen Q nur konform auf einen Bereich Q’ derart abzubilden, 
daB Q’ in der Umgebung des dem Punkte O entsprechenden Punktes 0’ 
schlicht ist, und fiir Q’ ein Strémungspotential zu konstruieren, das in 
O° seine Unstetigkeit besitzt. 





§ 2. 
Die konforme Abbildung eines beliebigen schlichtartigen n-fach 
zusammenhingenden Bereiches auf einen Schlitzbereich. 


Sei v(z,y) das zu u konjugierte Potential, so vermittelt die komplexe 
Funktion der Variabeln z = x + iy 


c= f(2).= u(a, y) + iv(a, Y), 
die wir als Strémungsfunktion bezeichnen wollen, eine konforme Abbildung 
des Bereiches 2 auf einen iiber der uv-Ebene ausgebreiteten Bereich B; 
das Studium dieser konformen Abbildung wird die Aufgabe dieses und 
der folgenden Paragraphen sein. Wir wollen uns dabei auf den Fall be- 
schrinken, daB der Bereich schlichtartig ist, d. h. keine nicht zerstiicken- 
den Riickkehrechnitte besitzt, und in diesem Paragraphen die weitere Ein- 
schrinkung machen, daf Q nur einen endlich hohen Zusammenhang aufweist. 
Dann werden wir folgendes Resultat erhalten: Die Strémungsfunktion [=f (z) 
vermittelt die konforme Abbildung des n-fach zusammenhdngenden Bereiches Q 
auf die gesamte von n endlichen, geradlinigen, zur reellen Achse parallelen 
Schlitzen begrenzte schlichte §-Ebene. Um unnétige Allgemeinheit beim Be- 
weise zu vermeiden, wollen wir zunichst die Voraussetzung machen, dab Q 
ein schlichter, einfach zusammenhingender, ganz im Endlichen gelegener 
Bereich sei, daB er also von einer einzigen zusammenhiingenden geschlossenen 
Punktmannigfaltigkeit [ begrenzt wird. Unsere Hauptaufgabe wird sein, 
nachzuweisen, daf das zum Strémungspotential konjugierte v(x, y) sich 
einer festen Konstanten nihert, wenn der Punkt (z,y) in einen Punkt 
von f riickt. Wir werden diesen Nachweis auf Grund der Minimums- 
eigenschaft von u, wie sie durch die Gleichungen (4), (7), § 1 ansgedriickt 
wird, nach zwei verschiedenen Methoden fiihren, indem wir spezielle 
Variationen konstruieren 








rte 


em 


ng 
en. 
en, 


xe 








Dirichletsches Prinzip und konforme Abbildung. 155 


Erste Methode. 

Wir betrachten eine zwei Randpunkte R, , R, von Q verbindende Kurve K, 
die 2 in zwei Teilgebiete Q,, Q, zerlegt, von denen das Gebiet 2, das Ge- 
biet J ganz im Innern enthalten mége*), und betrachten solche Variationen », 
die lings der ganzen Begrenzung von 2, verschwinden mit Ausnahme eines 
Stiickes P,’ P,’ auf K. Da fiir uns nur das Verhalten von 7 auf K und in Q, in 
Betracht kommen wird, so kénnen wir y ins Innere von Q, beliebig stetig 
fortgesetzt denken und wollen dies in der Weise tun, daB 7 tiberall in Q, 
verschwindet, mit Ausnahme eines an P,' P,’ angrenzenden Gebietes, soda 
insbesondere in J 4 =O ist. Wir bemerken ferner, daB fiir die Variation 7 
auch solche stetige Funktionen zulissig sind, deren Ableitungen lings einer 
stetigen Kurve einen Sprung erleiden, eine Tatsache, deren Beweis sofort 
aus dem Greenschen Satze erfolgt. Aus Gleichung (4), § 1 ergibt sich nun 

















Fig. 1. 


(; won , Oudn 
SV dz bx + oy 3y) dzdy=—0, 
und indem wir auf Q, den Greenschen Satz anwenden und unsere obigen 
Festsetzungen tiber 7 beriicksichtigen, 


Gudn , Guan 
WN it+a ay Jaoay + fats ds—0, 


wobei das zweite Integral tiber den Nasiadenien P,P,’ von K zu er- 
strecken ist, m die nach Q, gerichtete Normale, ds das Bogenelement 


von K bedeutet. Wegen “ =-— ee haben wir schlieBlich 


P,’ 
du On 4 ou on av 
und diese Gleichung besteht fiir alle Seton der charakterisierten Art, 


*) Ween K nicht durch O geht, so kiénnen wir dies jedenfalls dadurch erreichen, 
da8 wir J hinreichend klein nehmen. 
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Zweitens schicken wir die Bemerkung voraus, daB das Dirichletsche 


J(és) on! oy} de dy, 


erstreckt iiber den Teil von A, der im Inneren eines Kreises K, mit dem 
Radius r um irgend einen Punkt P von Q liegt, mit r zugleich gleich- 
maBig fiir alle Punkte P von Q unendlich klein wird. Wire dies nimlich 
nicht der Fall, so gabe es eine konvergente Punktfolge P,, P,, P,, ---, 
dazu eine gegen Null abnehmende Reihe von Radien r,, 7,, r;,--- und 
eine feste GréBe « > 0, derart, dab 


SI \ Ga) + (gy) aaa > 
(Kr) 


bliebe, wenn dieses Integral iiber das Innere des mit r, um P, geschlagenen 
Kreises K,, erstreckt wird, soweit dieses Innere in A fallt. Dies aber fiihrt 
sofort zu einem Widerspruch; denn sei P der Grenzpunkt der P,, so 
liegen in jeder noch so kleinen Umgebung von P Kreise P,,, also wird 
das Dirichletsche Integral von u, erstreckt iiber eine noch so kleine Um- 
gebung von P, gréBer als «, was der Existenz des Dirichletschen Integrals 
epee Aus dem Bewiesenen folgt die Existenz einer der Beziehung 
L, G(r) = 0 geniigenden Funktion G(r) derart, daB 

r=0 


G2) ‘| dxdy < G(r) 


In 


ist, wenn V ein Teilgebiet von A bedeutet, das ganz in einem Kreise vom 
Radius r eingeschlossen werden kann. 

Nunmebr werden wir den gewiinschten Nachweis fihren, indem wir 
die folgende Tatsache beweisen. Sind P,, P, zwei Punkte, deren kiirzeste 
Abstiinde d,, d, vom Rande f kleiner als « sind, sind ferner v,, v, die 
Werte des Potentials v in P,, P,, so ist 


|v,— | < g(e), 


wo g(é) eine nur von « abhiingige Zahl ist, die mit ¢ zugleich der Null 
zustrebt. 


Um diese Behauptung zu beweisen, schlagen wir um P, mit dem 


Radius I einen Kreis. Da derselbe ganz im Innern von Q liegt, so mub 


die Kurve v = v,, die durch P, geht, von P, nach einer bestimmten Rich- 
tung verfolgt, ein erstes Mal aus diesem Kreis austreten, etwa im Punkte Q,. 
Ist nun R, der Punkt auf [, der von P, den Abstand d, hat, so schlagen 
wir einen Kreisbogen P,R, um einen Punkt M,, der auf der Verlinge- 
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rung von Q, P, liegt, und ebenso einen parallelen Kreisbogen @Q,S,, sodaB 
S, auf der Verlingerung von M, R, liegt. SchlieBlich schlagen wir noch 


einen Kreis um FR, mit dem Radius 4 | der von S, aus in der Richtung 


9 ? 
von Q, nach S, verfolgt, in einem Punkte 7, aus Q austritt*), derart, 
daB durch den Linienzug R,S,7, ein Stick aus Q ausgeschnitten wird, 
das aus einem Teile der Kreisfliiche besteht (vgl. Fig. 2). Eine analoge 





Fig. 2. 


Konstruktion machen wir am Punkte P,. Wir bezeichnen ferner die 
Punkte, in denen die Kurven v = v,, v =v, die Kreisbégen P,R,, P,R,, 
von Q,, Q, aus nach P,, P, hin verfolgt, zum ersten Male treffen, mit P,’, P,’. 
Endlich verbinden wir noch die Punkte Q,, Q,**) durch eine beliebige, 
sich selbst sowie die eben konstruierten Kreisbégen nicht schneidende, 
in A verlaufende analytische Kurve, die nicht durch O geht. 

Nunmehr fassen wir denjenigen von dem Kurvenzug RF, P,’Q, Q, P, R, 
aus Q ausgeschnittenen Teil Q, ins Auge, der J nicht enthilt, und definieren 
eine Variation 7 in Q, folgendermaBen: es soll 47 = 1 sein in dem von 
dem Kurvenzug 7,5, Q, Q,S,7, ausgeschnittenen Teilgebiet von Q,, lings 
R, Pi wnd RP,’ soll ferner 4 = 0 werden, in der Richtung der Kreis- 
radien von R, P,’ auf Q,S, sowie vom Punkte R, nach dem Bogen S, 7, 
linear ansteigen und analog am Punkte P, definiert werden. Bezeichnen 
wir den zwischen den parallelen Kreisbégen P,’R, und Q,S, 7, gelegenen 
Teil von Q, mit V,, den entsprechenden am Punkte P, mit V,, so folgt 
aus Gleichung (1) sofort 


*) DaB dies wirklich stattfindet, kann stets erreicht werden, indem man « hin- 
reichend klein wihlt, was fiir uns keine Beschriinkung bedeutet. 

**) Falls die Punkte R,, 7,, 7,, R, auf Ff nicht in der Reihenfolge einander 
folgen wie in der Figur, so hat eine unwesentliche Modifikation insofern einzutreten, 
als wir etwa Q, mit P,’ verbinden und bei der folgenden Definition der Funktion 7 
dieselbe nicht von Q, nach P,’, sondern von P,’ nach Q, ihren Abfall von 1 auf 0 
machen lassen. 
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duén Ou an 
Sf dada? +2588 aeay— fads ae—o 


(V+ Vs) 





Nun ist - = 0 lings P,'Q,, P:'Q., 4 = 1 lings Q,Q,, also haben wir 
aud én, eu on 
7 ={fi? jz dat dy ey dzdy, 
(V+ Va) 


und folglich nach der Schwarzschen Ungleichung 
merc ff{ED'+ Ge) leeds ff {(G2)'+ Gy eeay. 
(V+ Vs) (Vy + V2) 


Nun ist iiberall in V, iiialie ai 
4 
(52) + (G3) ~ a» 


@n\?, (an\?_ 4 
(2) + G3) ~ a» 
wie man sofort erkennt, wenn man in den um M,, M,, R,, R, geschlagenen 
Kreisen Polarkoordinaten einfiihrt. Ferner ist klar, dab die Gebiete V,, V, 


sich in zwei Kreise mit den Radien d, bzw. d, einschlieBen lassen. 
Daraus folgt 


JG a) |dxdy <4z, IG) ou)’ | da dy < 4x. 


Da ferner d,< ¢, d,< ist, so is nach unserer Vorbemerkung 


AG “)'\dedy <2G(6), 


wo G(e) eine nur von ¢ abhingige, mit « zugleich gegen Null konver- 
gierende Zahl ist. Setzen wir noch 


g(e) = V16xG(e), 


iiberall in V, 


so haben wir wegen (2) 
v%,— v| <g(2). 


Damit ist unsere Behauptung bewiesen und somit gezeigt, daB v(z, y) 
sich gleichmaBig einem konstanten Werte ¢ nihert, wenn der Punkt (z, y) 
in den Rand [ riickt. 

Nachdem wir festgestellt haben, daB v einen konstanten Randwert c 
besitzt, ist es leicht, zu erkennen, daB die Funktion =u + iv den Be- 
reich Q auf die mit einem geradlinigen Schlitz versehene Ebene abbildet. 
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Man kann dies z. B. auf dem von Hilbert*) eingeschlagenen Wege zeigen. 
Ich will hier eine etwas andere SchluBweise kurz darlegen, die auf der 
Betrachtung der Kurven v = konst. beruht. (Vgl. hierzu die Ausfiihrungen 
Seite 160,161.) Zuniichst ist leicht zu erkennen, daB die Funktion v und 
damit die komplexe Funktion §=u-+iv in Q eindeutig sein muB**), 
daB also auf der ¢-Ebene dem Bereich Q in eindeutiger Weise ein Bild- 
bereich B zugeordnet ist. Sei nun C eine Zahl +c, so werden die beiden 
Teilgebiete von Q fiir die v > C bezw. < C ist, durch analytische Kurven- 
stiicke v = C begrenzt werden, die ganz im Innern von Q verlaufen miissen. 
Unter diesen Kurvenstiicken kann es kein geschlossenes, nicht durch O 


gehendes geben; denn wire K ein solches, so hiitte =? die normale Ab- 


leitung auf K, ein festes Vorzeichen, was wegen der Relation z = - 
za einem Widerspruch mit der Eindeutigkeit von u fiihren wiirde. Also 
werden die beiden Teilgebiete durch eine einzige geschlossene durch O 


gehende Kurve v = C getrennt. Da u wegen der Relation i = gs sich 


beim Durchlaufen dieser Kurve monoton fndert, so kann also kein Wert 
u+iv, fir den v+C ist, in Q mehr als einmal angenommen werden. 
Also wird B ein schlichter Bereich, und, da offenbar fiir jeden Grenz- 
punkt von B v =c sein muB, ein Schlitzbereich, wie wir zeigen wollten. 


Da, wie sehr leicht zu sehen ist, die Begrenzung von B sich nicht 
auf einen Punkt reduzieren kann, so laBt sich B sofort durch Vermittlung 
einer Quadratwurzel auf die Halbebene abbilden, und wir haben somit den 
allgemeinen Osgoodschen Satz bewiesen, daB jeder schlichte einfach zu- 
sammenhiingende, von mehr als einem Punkt begrenzte Bereich sich kon- 
form auf die Halbebene abbilden lift. Aber unser Resultat liBt eine viel 
weitergehende Verallgemeinerung nach zwei Richtungen zu. Erstens ist 
klar, daB an allen unseren Schliissen nichts wesentliches zu iindern ist, wenn 
der Bereich Q nicht einfach, sondern n-fach zusammenhingt; der Bereich B 
wird dann die mit m parallelen, geradlinigen, im Endlichen liegenden 
Schlitzen versehene Ebene. Zweitens ist die Schlichtheit von Q keines- 
wegs eine Voraussetzung unserer Schliisse. Es geniigt vielmehr voraus- 


*) Zur Theorie der konformen Abbildung, S$. 6. 
**) Man braucht, um dies allgemein fiir jeden schlichtartigen Bereich Q ein- 
zusehen, nur zu beachten, da man fiir jede in Q geschlossene, nicht durch O gehende 


Kurve C “ ds =0 hat, was sofort durch Ausfihrung einer geeigneten speziellen 


(c) 
Variation folgt, die in J verschwindet und auf C sowie in dem durch C abgegrenzten 
J nicht enthaltenden Teile von Q den Wert 1 hat. 
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zusetzen, daB der Bereich Q endlichvielblittrig ist und nur endlich viele 
Windungspunkte besitzt. Insbesondere gilt also unser Resultat fiir die 
zur Definition des allgemeinen Bereiches 2 in § 1 verwendeten Approxi- 
mationsbereiche Q2,, deren simtliche Randkurven analytisch sind. Nach 
dem Spiegelungsprinzip verhilt sich die Strémungsfunktion £(¢) auf diesen 
Randkurven analytisch. 


Zweite Methode. 


Unser Beweis laBt sich nicht unmittelbar auf solche Flaichen Q aus- 
dehnen, die zwar endlich vielfach zusammenhiingend, jedoch nicht mehr 
endlichvielblattrig sind, wie z. B. die Riemannsche Fliche des Logarithmus. 
Der Beweis des zu Anfang dieses Paragraphen ausgesprochenen Satzes fiir 
die allgemeinsten n-fach zusammenhingenden Bereiche folgt zwar unmittel- 
bar aus den vorangehenden Entwicklungen mit Hilfe derjenigen Tatsachen, 
die in den beiden folgenden Paragraphen bewiesen werden sollen, und ist 
in dem allgemeinen Resultat von § 5 enthalten. Ich will jedoch an dieser 
Stelle einen zweiten, davon unabhiingigen Beweis fiir das in Rede stehende 
Abbildungstheorem geben, der auf Betrachtung der Kurven u = const. 
beruht. Setzen wir zuniichst der Einfachheit halber voraus, dab Q ein 
einfach zusammenhiingender Bereich sei, so wollen wir zeigen, daB der 
Bildbereich B entweder aus der ganzen £-Ebene oder aus der lings einer 
geradlinigen, zur reellen Achse parallelen Strecke aufgeschlitzten ¢-Ebene 
besteht, wobei die Liinge des Schlitzes sich auch auf Null, der Schlitz 
also auf einen Punkt reduzieren kann. 

Die Kurven « = const., die durch den Nullpunkt O gehen, beriihren 
einander bekanntlich dort simtlich. Fiir hinreichend groBe positive oder 
negative Werte der Konstante sind sie geschlossene, annahernd kreisformige 
Ziige. Die Kurven v = const. bieten in der Umgebung des Punktes 0 


ein analoges, um den Winkel = gegen das vorige gedrehtes Bild dar, 


derart, daB man zu negativen oder positiven unendlich groBen Werten 
von v gelangt, je nachdem man auf einer Kurve u = const. von der einen 
oder anderen Seite her in den Punkt O hineinliuft. Wir behaupten nun 
zuniichst, dab die Gesamtheit der durch O gehenden Kurvenziige « = const. 
das Gebiet Q volistiindig iiberdeckt, derart, daB jeder dieser Zitige u = const. 
Q in zwei Gebiete teilt, in denen u > const. bezw. u < const. ist. Giibe 
es nimlich noch einen anderen Zug u = const., so wiirde er von Q ein 
Teilgebiet 2, ausschneiden, das J nicht enthilt.*) Wenn wir nun statt 
unserer Minimalfunktion @ diejenige Funktion g, betrachten, die iiberall 
auBerhalb Q, mit @ iibereinstimmt, dagegen in Q, konstant ist, so ver- 


*) Wir diirfen das Gebiet J beliebig klein annehmen. 
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schwindet der Integrand des modifizierten Dirichletschen Integrales D*(q,) 
in Q,, und daher wiirde g, diesem Integral einen kleineren Wert verleihen 
als m, was gegen die Voraussetzung ist. 


Aus dem Bewiesenen folgt, daB v sich monoton indert, wenn wir 
ein Stiick einer Kurve u = const. durchlaufen, denn auf derselben hat 


du oe immer dasselbe Zeichen. Wir unterscheiden nun drei Fille. 


on os 
1. Es seien alle Kurven « = const. geschlossen, dann iindert sich v auf 
jeder dieser Kurven stetig von —oo bis + oo, wenn wir sie ganz 


durchlaufen, und indem wir const. von — oo bis + oo wachsen lassen, 
erkennen wir, daB der Bildbereich B die ganze €-Ebene ohne Grenzpunkte 
ist. Dieser Fall kann offenbar nur eintreten, wenn Q eine geschlossene 
Riemannsche Fliche vom Geschlecht 0 ist. 2. Es gebe eine und nur eine 
nicht geschlossene*) Kurve « = const. Dann erkennt man ebenso leicht, 
daB der Bildbereich B die gesamte £-Ebene mit Ausnahme eines Punktes 
ist. 3. Es gibt mehr als eine nicht geschlossene Kurve u = const. Dann 
ist leicht ersichtlich, daB die Gesamtheit dieser Kurven aus denjenigen 
Kurven « = const. besteht, fiir die a < const. < A ist, wo a, A gewisse 
Konstanten sind, wihrend die Kurven « = const., fiir die const. <a oder 
konst. > A ist, geschlossen sind und ganz im Imern von 2 verlaufen. 
Jede der ungeschlossenen Kurven « = const. wird durch den Punkt O in 
zwei Aste zerlegt, von denen der eine durch negativ unendlich groBe 
Werte von v, der andere durch positiv unendlich groBe Werte von v aus 
der Umgebung von 0 hinausfiihrt. Durchlaufen wir den ersten der beiden 
Aste, so wiichst v monoton von — co bis zu einem gewissen Grenzwerte*), 
durchliiuft man den zweiten der beiden Aste, so fallt » monoton von + 00 
bis zu einem gewissen Grenzwerte. Das Bild dieser Kurve u = const. be- 
steht also aus zwei Stiicken der Geraden u = const. in der wv-Ebene, die 
im Punkte co derselben zusammenhiingen, sich aber teilweise tiberdecken 
kénnen. Von den Kurven u=a und «=A erkennt man leicht, dab die 
beiden jeder von ihnen entsprechenden Stiicke der Geraden wu =a, u = A 
in der wv-Ebene sich nicht iiberdecken, sondern in zwei Punkten P, 
und P, zusammenstoBen. Das Gesamtbild des Bereiches 2 wird also auf 
einer zweibliittrigen, tiber der £-Ebene ausgebreiteten Riemannschen Fiche, 
die in P, und P, ihre Verzweigungspunkte hat, derart gelegen sein, dab 
eine zweifache Uberdeckung der £-Ebene nur im Innern des Streifens 
a<u<Ai stattfinden kann. Daraus folgt, daB die Grenzpunkte des ein- 


*) ,,Geschlossen“ heiBt dabei ganz im Innern von Q verlaufend“. 
**) Wir wollen hier der Kiirze halber das Wort ,,Grenzwert* benutzen, obwobl 
wir noch nicht wissen, daB derselbe endlich ist. 


Mathematische Annalen, LXXI. 11 
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fach zusammenhiingenden Bereiches B eine zusammenhiangende*), durch 
die Punkte P, und P, gehende Mannigfaltigkeit [ bilden. Wir wollen 
zeigen, daB dieselbe ein zur u-Achse paralleler Schlitz ist und da also 
der Bereich B sich auf die schlichte, durch diesen Schlitz begrenzte 
Ebene reduziert. Zu diesem Zwecke machen wir von der Minimums- 
eigenschaft der Funktion § Gebrauch. Wegen der Invarianz der Strémungs- 
funktionen gegen konforme Abbildung ist die Funktion {= € selbst die- 
jenige Strémungsfunktion fiir den Bereich B, die im Punkte co der 
€-Ebene unendlich wird wie ¢.**) Es besteht daher fiir jede stetige, ab- 
teilungsweise zweimal stetig differenzierbare Funktion 4, deren Dirichlet- 


sches Integral 
I ie {(62)" "| du dv 


existiert und die in der Umgebung des Punktes co verschwindet, die 


Relation 
én Ou 4 @n du 
Lf dudu* dv de jéudo—0, 


(B) 
II on dudv = 0. 
e ou 


(B) 


d. h. 


Ist nun wie beim ersten Beweis I, P,Q,Q,P,R, eine Kurve, die zwei 
Randpunkte R,, R, mifeinander verbindet und B in zwei Gebiete B, 
und DB, zerlegt, von denen B, den Quellpunkt nicht enthilt, ist ferner y 
eine Variation, die lings R,P, und R,P, verschwindet, und nur in B, 
und einem hinreichend kleinen an P,P, angrenzenden Teile von B, von 
Null verschieden ist, so gilt wie friiher die Gleichung 


P, 
én Ss 
ff Manav + ydv=0. 
(By) yy 


Seien jetzt P, und P, zwei Punkte, deren kiirzeste Entfernung von [ 
kleiner als « ist, sei P,R, eine von P, nach dem Rande fiihrende Gerade, 
deren Linge kleiner als ¢ ist und die nicht zur u-Achse parallel ist, dann 





*) Durch dieses Wort soll lediglich die Tatsache bezeichnet werden, daf [ 
ein Gebiet abgrenzt; ob [ sich ins Unendliche erstreckt, bleibt zuniichst dahin- 
gestellt. 

**) Hieraus folgt die Behauptung direkt auf Grund der beim ersten Beweise 
angestellten Uberlegungen; da dieselben sich jedoch in der hier gegebenen Beweis- 
anordnung abkiirzen lassen, so wollen wir im Texte den Beweis mit dieser Ab- 
kiirzung zu Ende fiibren. 
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ziehen wir durch P, zur u-Achse eine Parallele P,Q,, deren Linge 1, 
beliebig klein genommen werden kann. Wir ziehen R,8, parallel zu P,Q, 
und @,S, parallel zu P,R,, ziehen schlieBlich den Kreisbogen S, 7, um R, 
derart, daB durch den Linienzug R, P,Q, S,7, ein Stiick V, aus B herans- 
geschnitten wird, das aus einem Teil des definierten Parallelogramms und 
Kreises besteht. Kine analoge Konstruktion machen wir am Punkte P,. 





Wir definieren nun die Variation 4 gleich 0 auf R, P,, gleich 1 auf S, Q, 
und dem Kreisbogen und lassen sie linear ansteigen im Parallelogramm 
lings der Parallelen zur u-Achse, im Kreise lings der Radien. Entsprechend 
wird » fiir das zweite Parallelogramm und den zweiten Kreis definiert*und 
schlieBlich in dem iibrigen Teil von B, 7 = 1 gesetzt. Da in den Parallelo- 


grammen ie 7 baw. ao r - ist, da ferner in den Kreisen sicher 
oa <r bzw. 7a < : ist, da endlich die Geraden P,Q, bzw. P,Q, 


Geraden v = const. sind, so folgt fiir die Werte v,, v, von v in P,, P, 
ly, —%|< t (e+l?x) + The +h'2) = 26+ (+4)2. 


Da wir nun J, und /, beliebig klein machen kénnen, so folgt 
|v, — 04] S263 


Im Limes fiir «= 0 ist also v,—v,=0, d.h. v wird am Rande F kon- 
stant. Der gewiinschte Nachweis ist damit erbracht. 

Ganz analog gestaltet sich die Betrachtung fiir n-fach zusammen- 
hiingende Bereiche. Man kann zwar hier nicht mehr schlieBen, daB jeder 
Kurvenzug u = const. durch O gehen muB. An Stelle dieser Higenschaft 
der Kurven « = const. tritt die etwas allgemeinere, ebenfalls leicht zu be- 
weisende, daB wenn ein Kurvenast « = const. nach einem Begrenzungsteil 
von & lauft, ein anderer Ast von ihm fortfiihren muB, derart, daB jede 
Kurve u = const. das Gebiet Q in zwei getrennte Teilgebiete zerlegt: eines, 
in dem «> const., und eines, in dem u < const. ist. 

Zum SchluB sei noch auf den Zusammenhang hingewiesen, den unsere 
11* 
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Resultate mit dem Problem der Uniformisierung der analytischen Funktionen 
durch automorphe Funktionen mit Grenzkreis haben. Der Beweis desjenigen 
Uniformisierungstheorems, welches die Méglichkeit einer solchen Uniformi- 
sierung ausspricht, liiuft bekanntlich*) darauf hinaus, dab man die Még- 
lichkeit der konformen Abbildung eines beliebigen einfach zusammen- 
hiingenden Bereiches auf einen Kreis — bzw. die punktierte oder vollstiindige 
Ebene — dartut. Diesen Abbildungssatz haben wir im vorhergehenden 
bewiesen und somit den von Poincaré und Koebe gefiihrten Beweisen des 
erwihnten Uniformisierungstheorems einen weiteren hinzugefiigt. 


§ 3. 
Ein Hilfssatz. 
Bevor wir daran gehen, diese Resultate zu verallgemeinern, miissen 
wir einen elementaren Hilfssatz ableiten, der mannigfacher Anwendungen 
fahig ist und auch an sich von Interesse sein diirfte. 


Hilfssatz: Ist u(x, y) eine im Kreise Kp mit dem Radius R reguliire 
Potentialfunktion und ist 


fie ( “)'| dedy < S83, 


(Kp) 


so ist im Mittelpunkte 
(52) + (Gy) < nes 


Beweis: Es ist, wenn he den Wert von 7° fiir den Mittelpunkt 
Ox 0 Cx P 
des Kreises Ky bedeutet, 


(53), 7 va J on 


wobei das Integral iiber einen zu Ky konzentrischen Kreis K, mit dem 
Radius g@ < F zu erstrecken ist. Durch Multiplikation mit 9 und Inte- 
gration nach g zwischen den Grenzen 0 und R folgt 


= (2) — fe )dady, 
(kp) 


also zufolge der Schwarzschen Ungleichung 


*) Vergl. die Abhandlungen von Koebe und die autographierte Vorlesung von 
Klein iiber lineare Differentialgleichungen, Sommersemester 1894, S. 520 ff. 
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Ou\? R'a (‘(jaw? 
Ga), < 2t [Fy aeay; 
(Kr) 


durch Addition der entsprechenden Ungleichung fiir (=) ergibt sich nun 
unmittelbar die Behauptung. ne 
Man kann diesen Hilfssatz leicht verallgemeinern wie folgt. 
Allgemeinere Formulierung des Hilfssatzes: Ist K, ein Kreis 
mit dem Radius r< R, der zu dem Kreise Kp mit dem Radius R kon- 
zentrisch ist, und bedeutet u(x,y) eine in Kp regulire Potentialfunktion, 


fiir die 
Sey (i “)'| dxdy < $* 


(pr) 


ist, so gibt es eine nur von r und R ubhingige Zahl C = C(r, R) derart, 
daf fiir alle Punkte von K, die Ungleichung 


32) + GF) <e-8 
gilt. 


Beweis: Jeder Punkt von K, ist Mittelpunkt eines Kreises vom 
Radius R—r, der keinen Punkt auBerhalb Ky hat. Indem wir auf 
diesen Kreis unseren urspriinglichen Hilfssatz anwenden, erhalten wir un- 
mittelbar das gesuchte Resultat. Als Wert der Zahl C ergibt sich dabei 


C(r, R) = 


R—r)*x 

Insbesondere folgt sofort aus diesem Hilfssatze fiir die Werte u,, u, 

des Potentials in zwei Punkten von K, die Ungleichung 
|u,—u,|<2rVC-S=C’-S, 
wo C’ nur von +, R abhingt.*) 

Da, wie wir im § 2 gesehen haben, jeder einfach zusammenhiingende 
berandete Bereich sich auf einen Kreis konform abbilden lat und jeder 
n-fach zusammenhiingende Bereich durch Zerschneidung sich in einen 
einfach zusammenhingenden verwandeln lift, da ferner das Dirichletsche 
Integral gegen konforme Abbildung invariant ist, so folgt, wie man leicht 
sieht, aus unserem Hilfssatz folgender 

Allgemeiner Satz: Ist § = u(a, y) + iv(a, y) eine in einem n-fach 
vaeninenmatia einen Gebiete Q regulire komplexe Funktion, die dieses Gebiet 





*) Ein mit diesem Satze wesentlich identischer Satz wurde auch von Herrn 
Koebe gefunden und in seiner 4. Mitteilung bewiesen. Ich méchte daher erwihnen, 
daB ich die obigen Sitze bereits am 13. Juli 1909 vor der Giéttinger mathematischen 
Gesellschaft vorgetragen habe. 
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auf ein Gebiet B abbildet, dessen Flicheninhalt*) eine Gripe S* nicht 
iibersteigt, ist ferner Q' irgend ein ganz im Innern von Q gelegenes Gebiet, 
so liegt der Abstand V(u,—u,)* + (v,—v,)® irgend zweier zu Punkten von Q’ 
gehiriger Bildpunkte unterhalb der Zahl C-S*, wobei C eine nur von Q 
und Q abhiingige Gripe bedeutet. 

Unser Hilfssatz enthilt weiter als spezielle Folgerung die Tatsache 
der Konvergenz der Quadrate der Liingen gewisser unendlichvieler Bild- 
kurven einer einzigen Kurve, die in den Koebeschen Abhandlungen eine 
groBe Rolle spielt nnd dort auf Grund eines von dem obigen Hilfssatz 
verschiedenen Verzerrungssatzes abgeleitet wird. 


§ 4. 
Eine Eigenschaft der Strémungspotentiale. 


Auf Grund des Satzes des § 3 wollen wir nun eine tiefer liegende 
Kigenschaft der Strémungspotentiale beweisen, die wir folgendermaBen 
formulieren: Es seien Q,, 2,, 2;,--- unendlich viele iiber der xy-Ebene aus- 
gebreitete, den Nullpunkt O enthaltende Bereiche, von denen jeder in allen folgen- 
den liegt, und die im Limes einen Bereich Q definieren als den Bereich aller 
Punkte, die einem Q, angehiren; es seien U,, Ug, Us, --- die zur Singularitit 
= r. y: i O gehirigen Strimungspotentiale dieser Bereiche, dann existiert 
iiberall in Q u=J|,u,; diese Gleichung gilt gleichmépig fiir alle ganz in Q 

h=o 
liegenden Teilgebiete von 2 und definiert daher eine abgesehen vom Punkte O 
tiberall in Q reguliire Potentialfunktion u. Die Funktion u ist das zum 
Punkte O und zur Unstetigkeit S47 gehorige Strémungspotential fiir den 
Bereich Q. 
Beweis: Es ist 
u.=—9,+ 9, 
wobei ® eine feste, nur in einem allen 2, gemeinsamen Gebiete J von 
Null verschiedene Funktion ist, die im Nullpunkt unendlich wird wie 


ai? , und g, aus dem Dirichlet-Hilbertschen Variationsproblem 
DF (9,) = Le (Sm — + (3 —8)'\de dy = Minimum 


*) Der Flicheninhalt wird durch das Dirichletsche Integral 


LG) ou (6") ‘| dwdy 


gemessen. 
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bestimmt wird. Setzen wir 
D,*(9,) =D 


so ist klar, daB erstens 
Dir< ff (e+ P)dzdy —J(e+ p)aeay 
(J) 


ist, also unterhalb einer endlichen, von h unabhiingigen Schranke liegt, 
und daB ferner die Ungleichungen 


DF< D*< D,*¥< eee 


gelten; denn wire etwa D,* < D,*, so hiitte man erst recht 
0%: (° : 
D*(9,) = “WG % _«)'+ (9% —p)')dady <D*, 


was der Minimumseigenschaft von g, fiir Q, widerspriiche. Es existiert also 
L D,* = 
h=oo 


Nun ist die Differenz u,—u,=— 9,— 9,= 0,, (h >k) eine in Q, regulire 
Potentialfunktion, deren Dirichletsches Integral 


D,(9,;) —[NGe) (Sus)? + (Guy’ | dex dy 


jedenfalls existiert. 
Setzen wir zur Abkiirzung 


Di, 2) = WG (a5 —¢) 3+(3- ) 7h |dxdy, 


DE(Q,) = DEQ. + Oy) = DF + 2 DF (Hy, 94.) + Dy(9,,), 


und da wegen der Minimumseigenschaft von , fiir Q, 
DF (Gx, 94x) = 9 


D¥(,) = D* + D(9;,)- 
Daraus folgt wegen D,*(p,) < D,*(y,) = D,* 
D* > DF + DO); 


D, (94x) < D,* — D,*. 


so wird 


ist, so gilt 


also 


Da aber die rechte Seite im Limes fiir h = co, k = oo verschwindet, so 
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gilt dies auch von der linken Seite. Hieraus folgt durch Anwendung des 
allgemeinen Satzes von § 3 sofort, daB es fiir jedes ganz im Innern von Q 
gelegene Teilgebiet 2’ eine nur von diesem Gebiete sowie den Indizes h, k 
abhiingige Konstante C,, gibt, derart, daB fir irgend zwei Stellen z,, y,, 
2, Ye von 2 bei hinreichend grofen h, k gilt 


(ut, (ry, Ys) — (yy Yy)) — (ey (a, Yq) — Uy (2y, Y2))| << Cy, 
wobei 


L C,,=0 


h=o, k=oo 


ist. Verfiigen wir daher iiber die willkirliche additive Konstante in , 
so, daB in einem festen Punkte, etwa O, fiir alle h g,—0 wird, so 
haben wir 


(u,— 4) = 0, 


h=a, k=@ 


und zwar gilt diese Limesgleichung gleichmiaBig fiir alle Punkte eines 
ganz innerhalb Q liegenden Gebietes. Daraus folgt, dab 


Lot+o=Lu=9+o=u 


tiberall in Q existiert und eine Potentialfunktion ist. Wir haben also nur 
noch zu zeigen, daB u das in Q zur Quelle a+ gehérige Strémungs- 
potential ist. Zu diesem Zwecke beachten wir, dab 


[\(Ge—o)'+ (65-0) axa 


(S24) 
cre 2 , \e 
=|, ff | (5% _ «) a 4 _ 8) } dady 

h=@ fO5) 
ist. Da nun (fiir k > h) 

D*(9,) < D* < D* 
ist, so folgt 

D,*(p) < D*. 

Also existiert 


LDF) = Dg), 
und es ist D*(m)< D*. Andererseits ist 


D,* (9) > D,*(9,) = D,*, 
also im Limes 


i= 





















































Dirichletsches Prinzip und konforme Abbildung. 
mithin ist 

D*(y) = D*; 
folglich ist u=—gm-+ das gesuchte Strémungspotential fiir Q, da es 
ersichtlich keine Funktion g’ geben kann, fiir die D*(q’) <_D* wird. 

Aus dem so bewiesenen Satze ergibt sich sofort die Tatsache, dab 
das Strémungspotential « und somit auch die Strémungsfunktion ¢ sich 
stetig mit dem Bereiche Q indert. 

Eine weitere wichtige unmittelbare Folgerung ist die, daB die 
Strémungsfunktion ¢ = u + iv den Bereich, falls er schlichtartig ist, unter 
allen Umstanden auf einen schlichten Bereich abbildet; denn die Funktion 
{, = u, + iv, bildet Q, auf einen schlichten Bereich ab. Mit diesem Re- 
sultat ist das von Koebe als allgemeines Uniformisierungsprinzip bezeichnete 
Theorem bewiesen*). 


§ 5. 
Der allgemeine Abbildungssatz fiir schlichtartige Bereiche. 


Der Satz des vorangehenden Paragraphen gestattet uns nun, das Ab- 
bildungstheorem von § 2 auf beliebige unendlich vielfach zusammen- 
hiingende schlichtartige Bereiche zu iibertragen. Sei Q zuniichst ein 
solcher Bereich, der schlicht ist, so ist er definiert als Grenzbereich einer 
Folge endlich vielfach zusammenhingender, schlichter, ineinander ge- 
schachtelter Bereiche Q2,, Q2,,---, deren Begrenzungen [,, [,,--- aus end- 
lich vielen analytischen Kurvenziigen bestehen. Seien C,, C,, C,,-- + eine 
Folge ineiuander geschachtelter analytischer Kurven, die den Begrenzungen 
r,, l,,-+- angehdren, so bildet die Gesamtheit aller derjenigen Punkte, 
gegen die die Kurven C, sich hiiufen — d.h. also derjenigen Punkte, in 
deren Umgebung fiir hinreichend groBe h Punkte von C, liegen — eine 
Grenzpunktmenge C von Q, die wir als ein stetig zusammenhingendes 
Begrenzungsstiick bezeichnen wollen. Die Kurven C, approximieren das 
Begrenzungsstiick C gleichmaBig in dem Sinne, daB bei hinreichend 
kleinem vorgegebenen ¢ von einem gewissen / ab jeder Punkt von C, von 
mindestens einem Punkte von C einen Abstand <« hat, und dab um- 
gekehrt jeder Punkt von C von einem Punkte von C, einen Abstand < ¢ 
besitzt. Wiire nimlich das erstere nicht der Fall, so giibe es eine Folge von 
Kurven C,, C,,, C,,,-++, sodaB hi << hy <<h,--- ist, und eine Folge von 
Punkten P,, P,., P,,,---, die beziiglich auf diesen Kurven liegen, derart, 
daB jeder Punkt P,,, von keinem der Punkte von C einen Abstand’ < « 


*) Vergl. P. Koebe, Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven, 
3. Mitteilung, Gétt. Nachr. 1908. 
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hat, wo « eine hinreichend kleine feste positive Konstante ist. Da 
aber jeder Hiufungspunkt der P,,, ein Punkt von C ist, so wiire das ein 
Widerspruch. Wiire das zweite nicht der Fall, so gibe es eine Folge 
von Kurven C,, C,, C,,, --- derart, daB sie alle einen Kreis vom Radius « 
um einen festen Punkt 'P von C im Innern enthielten. Da die Kurven C,,, 
aber ineinander geschachtelt sind, so wiirde P von jedem Punkte einer 
der Kurven C, einen Abstand > « haben, kénnte also kein auf C liegender 
Grenzpunkt des Bereiches Q sein. 

Wir werden nun den Beweis des allgemeinen Abbildungssatzes fiihren, 
indem wir zeigen, daB die zum Strémungspotential u(x, y) konjugierte 
Potentialfunktion v(x, y) sich gleichmaBig einer Konstanten nihert, 
wenn der Punkt (x,y) in einen Punkt eines stetig zusammenhingenden 
Begrenzungsstiickes C riickt, gleichmiBig in dem Sinne, dab 

| o(P,) — o(P;)| <9) 
wird, wobei v(P,) und v(P,) die Werte von v in zwei Punkten P,, P, 
sind, die von Punkten auf C Abstiinde <« haben, und wo g(¢) eine nur 
von é abhiingige Zahl ist, die mit ¢ zugleich gegen Null konvergiert. 
Dieser Nachweis wird auf Grund derjenigen Uberlegungen gelingen, mit 
deren Hilfe wir in § 2 den ersten Beweis des Abbildungssatzes fiir einen 
schlichten einfach zusammenhingenden Bereich gefiihrt haben. Wir schicken 
zuniichst zwei Verbemerkungen voraus. Betrachten wir erstens die Strémungs- 
potentiale u,, u,,---, die fiir Q,,Q,,--- definiert sind und gegen w kon- 
vergieren, so behaupten wir, daB der Wert des Dirichletschen Integrals 


Diu) =f f {( ony (5) )'|dady < G(e) 


bleibt, wenn dieses Integral = Weld schlichten Teil von A er- 
streckt wird, der in einem beliebig gelegenen Kreise vom Radius « liegt, 
wobei G(e) eine weder von der Lage des Kreises noch dem Index h ab- 
hingige Zahl ist, die mit ¢ gegen Null konvergiert. Der Beweis dieser 
Tatsache wird unter Beriicksichtigung der Konvergenzeigenschaft der u, 
ganz in derselben Weise gefiihrt, wie der der entsprechenden im § 2 
Zweitens bemerken wir, daB den Uberlegungen von § 2 zufolge die 
simtlichen Kurven v, = const. geschlossene, in Q, verlaufende, durch 0 
gehende Kurven sind, die ganz im Innern von Q, bleiben, mit Ausnahme 
von endlich vielen, welche teilweise mit den analytischen Begrenzungs- 
stiicken von 2, zusammenfallen. Jedenfalls folgt hieraus, daB jede Kurve 
v, = const., die durch den Mittelpynkt eines beliebigen hinreichend kleinen 
Kreises geht, an irgend einer Stelle aus diesem Kreise austreten muB. 
Seien nun P,, P, zwei Punkte, die von Punkten eines stetigen, nicht 
aus einem einzigen Punkte bestehenden Begrenzungsstiickes C einen Ab- 
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stand <« haben, so geniigt diese Bemerkung, um die Uberlegung von 
§ 2 fiir jeden der Bereiche Q, anzustellen. Es wird nimlich von einem 
gewissen h ab jeder der beiden Punkte auch von der Kurve C, einen Ab- 
stand <« haben, und indem wir jetzt Kurven v, = »,(P,), v, = 0,(P,) 
benutzen, die durch die Punkte P, und P, gehen, kénnen wir genau die 
Konstruktion von § 2 ausfiihren, wobei nur u,, v, an Stelle von u, v, C, 
an Stelle von [ zu treten hat, und die Variation 7 in entsprechender Weise 
definieren. Der Umstand, daB die Kreisbigen P,R,, Q,5,7,,--- Be- 
grenzungslinien des Bereiches 2, durchschneiden kénnen, die von C, ver- 
schieden sind, hat auf diese Konstruktion keinen EinfluB, und wir kénnen 
daher wie im § 2 schlieBen, dab 


iP) — WPI <V/se ff {C53 emits (20)"l de dy 


ist, wobei unter V, bezw. V, wiederum das von den Kreishbégen einer- 
seits, den Kurven v, = const. und eventuell Teilen der Begrenzung von 
Q, andererseits begrenzte Integrationsgebiet verstanden wird, in dem die 
Variation 7 nicht konstant ist. Da sich diese Gebiete in zwei Kreise ein- 
schlieBen lassen, deren Radien << sind, so folgt der ersten unserer 
Vorbemerkungen zufolge 
|v,(P,) — %(Ps)| <9), 
wo g(e) eine von h unabhiingige, nur von ¢ abhingende Zahl ist, die mit 
é zugleich gegen Null konvergiert. Gehen wir in dieser Gleichung zur 
Grenze fiir h = oo tiber, so ergibt sich die gewiinschte Ungleichung 
| o(P,) — o(P;)| S 9). 

Aus dieser Eigenschaft der Funktion v folgt, daB die Strémungsfunktion 
¢=u-+iv den Bereich Q auf die gesamte, lings unendlich vieler zur 
reellen Achse paralleler Schlitze aufgeschnittene ¢-Ebene abbildet. Denn 
erstens wissen wir aus § 4, daB der Bildbereich B schlicht ist, zweitens 
folgt aus dem eben Bewiesenen, daB im Bildbereiche B jedem nicht aus 
einem Punkte bestehenden zusammenhiingenden Begrenzungsstiick C von 
Q ein zur reellen w-Achse paralleler Schlitz entspricht, mit anderen Worten, 
daB es miglich ist, das Begrenzungsstiick C mit einer analytischen Kurve, 
etwa C,, so zu umgeben, daB deren Bild eine analytische Kurve der 
f-Ebene wird, auf der die maximale Differenz der v-Koordinaten zweier 
Punkte beliebig klein ist. Es bleibt nur zu zeigen, daB auch einem aus 
einem einzigen Punkte G bestehenden Begrenzungsstiicke von Q ein solcher 
Schlitz entspricht. Wenn niimlich dem Punkte G nicht wieder nur ein 
einzelner Punkt entspricht, so gibt es in B ein nicht aus einem einzigen 
Punkte bestehendes Begrenzungsstiick G’, welches G entspricht. Kon- 
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struieren wir nun in B diejenige Strémungsfunktion £(£), die im Punkte oo 
sich verhalt wie £, und setzen 6’ = u'+ iv’, so niahert sich einerseits dem 
eben Bewiesenen zufolge v' einer Konstanten, wenn der Punkt (wu, v) sich 
dem Begrenzungsstiick G’ nihert. Andererseits aber ist wegen der In- 
varianz der Strémungsfunktion gegen konforme Abbildung ¢ = £, also 
v =v, dh. G’ ist wieder ein Schlitz, wie wir zeigen wollten. 

Ist nun Q kein schlichter Bereich, so ist der Bildbereich B jeden- 
falls ein schlichter, tiber der ¢-Ebene ausgebreiteter Bereich, wird also 
nach dem Vorangehenden durch diejenige Strémungsfunktion £(£), die fiir 
€ = oo sich verhilt wie ¢, auf einen schlichten Schlitzbereich abgebildet. 
Da diese Strémungsfunktion aber mit € identisch ist, so ist der Bereich B 
selbst schon ein Schlitzbereich. Indem wir diese Resultate zusammen- 
fassen, kénnen wir das folgende allgemeine Theorem aussprechen: 

Die fiir einen beliebigen schlichtartigen Bereich Q definierte Striémungs- 
funktion, die in einem gegebenen Punkte desselben eine gegebene polare Un- 
stetigkeit erster Ordnung hat, bildet den Bereich auf die schlichte, von im 
allgemeinen unendlich vielen zur reellen Achse parallelen geradlinigen Strecken 
begrenzte €-Ebene ab. 

Man kann dieses Theorem auf eine zweite Art beweisen, indem man 
von der durch § 4 erwiesenen Schlichtheit des Bildbereiches B ausgeht 
und dann dieselbe Uberlegung wie auf S. 162, 163 anstellt. 

Wir wollen einen solchen Bereich kurz einen Schlitzbereich S nennen. 
Derselbe ist dadurch charakterisiert, dab jedes seiner stetig zusammen- 
hingenden Begrenzungsstiicke eine zur reellen Achse parallele geradlinige 
Strecke ist. Aus dieser Definition folgt iibrigens sofort, da® der Schlitz- 
bereich S der Limes einer Folge ineinander geschachtelter Bereiche 
S,, S,,-+ ist, von denen jeder von einer endlichen Anzahl] analytischer Kurven 
begrenzt ist und die so beschaffen sind, daB die maximale Differenz der 
v-Koordinaten zweier Punkte auf irgend einer Randkurve von S, unter- 
halb einer nur von h abhingigen Schranke bleibt, die mit wachsendem h 
gegen Null konvergiert. Als Bereiche S,, S,, S,,--- kénnen wir dabei 
etwa die durch die Funktion = f(z) von den Bereichen Q,, Q,, --- ent- 
worfenen Bildbereiche nehmen. Hiitten die Bereiche S, niimlich diese 
Eigenschaft nicht, so giibe es, wie man leicht sieht, eine Folge ineinander 
geschachtelter geschlossener Kurven (,, C,, C,,, ---, die beziiglich den 
Berandungen von S, , S,., S,,,--- angehéren und auf denen die Schwankung 
von v griéBer bleibt als eine gewisse feste Zahl « Diese Folge von Kurven 
wiirde aber ein zusammenhiingendes Begrenzungsstiick von S definieren, 
fiir das die Sechwankung von v mindestens gleich « wiire, was nicht még- 
lich ist, da dieses Begrenzungsstiick eine zur w-Achse parallele geradlinige 
Strecke sein soll. 
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Die simtlichen Schlitze des Schlitzbereiches S liegen ganz im End- 
lichen, wie daraus folgt, daB die Umgebung des Punktes 0 von Q auf 
die Umgebung von = oo abgebildet wird. Sie bilden, was selbstver- 
stiindlich ist, eine perfekte und diskrete Menge; schlieBlich heben wir noch 
die Eigenschaft dieser Schlitzmenge hervor, daB ihr Inhalt Null ist*), 
d. h. daB sie sich in einer endlichen Anzahl geschlossener Kurven von 
beliebig kleinem Gesamtflicheninhalt einschlieBen liBt. Diese Eigenschaft 
kann man durch folgende Betrachtung evident machen: Sei [ die aus N ge- 
schlossenen Kurven bestehende Begrenzung von Q,, sei A, ,, der Teil von Q,,, 
der auBerhalb Q, liegt (m>n), A, der Teil von Q, der auBerhalb Q, 
liegt; dann wird [, vermége der Funktion €, = u,, + iv,, abgebildet auf 
ein System G™ von N geschlossenen Kurven, deren Gesamtflicheninhalt 
durch ¢ 


| =(f(@ oun) + (‘jen ) |dady 


(An, m) 


gegeben wird, da die endlich vielen darinliegenden Schlitze auf den Inhalt 
keinen EinfluB haben. Wegen der Konvergenz der Funktionen ¢,, existiert 
nun das Kurvensystem 


G) = |, Ge, 
m=eo 


und sein Flicheninhalt ist 


F.~ J] (G2) Su) faz dy. 


Da nun alle Schlitze des Bereiches B innerhalb G liegen, und 


LF, 


n=o 


ist, so ist unsere Behauptung bewiesen. 


Kapitel I. 
Spezielle Anwendungen. 


Nachdem wir die allgemeinen Abbildungseigenschaften der Strémungs- 
funktion behandelt haben, werden wir im zweiten Kapitel einige An- 
wendungen unserer Siitze machen; dieselben beruhen auf einer Methode, 
aus der speziellen geometrischen Struktur des abzubildenden Bereiches Q 
iiber die inneren Eigenschaften der Strémungsfunktion Schliisse zu ziehen. 





*) Vergl. Koebe, l. c. Auf diese Eigenschaft der Schlitzmenge wurde ich erst 
durch Herrn Koebe aufmerksam. 
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Auch diese Uberlegungen werden sich auf dem Grandgedanken der Me- 
thode des Dirichletschen Prinzipes aufbauen, ohne daB es nétig ist, fremde 
Hilfsmittel heranzuziehen. Dabei wird auBer der Existenz des Strémungs- 
potentials von den Resultaten des ersten Kapitels nur der Hilfssatz von 
§ 3 und die Tatsache der Schlichtheit des Bildbereiches B eines schlicht- 
artigen Bereiches Q benutzt (§ 4). 


§ 6. 
Die Uniformisierung der algebraischen Funktionen durch auto- 
morphe Funktionen vom Schottkyschen Typus. 


Wir wollen zuniichst die Methode des Dirichletschen Prinzipes zum 
Beweise desjenigen von Klein aufgestellten Uniformisierungstheorems an- 
wenden, welches sich auf die Uniformisierung der algebraischen Funktionen 
durch automorphe Funktionen vom Schottkyschen Typus bezieht. Wegen 
des groBen Interesses, das dieses Theorem durch die Untersuchungen von 
Klein und neuerdings Koebe*) erhalten hat, soll hier eine unabhiingige 
Darstellung des Theoremes und seines Beweises gegeben werden. 

Es sei in der £-Ebene ein 2p-fach zusammenhingender Bereich F 
gegeben, begrenzt von 2p einander nicht treffenden geschlossenen Kurven 
K,, K,’; K,, Ky’; ---; K,, Kp, derart, daB K; in K; durch eine gewisse 
lineare Substitution 

r_ =F i ; 
t= Ts 4(8) 


iibergeht; ferner sei gegeben eine zu diesem Bereiche F’ als Fundamental- 


bereich gehérige eindeutige automorphe Funktion 2(£), deren Gruppe also 
die genannten Substitutionen zu Erzeugenden hat, sodaB 


2(1,(@)) = 2(€) 


wird. Vermége dieser Funktion wird nun der Fundamentalbereich auf eine 
lings p voneinander unabhingigen Riickkehrschnitten Q,, Q,,---, Q, auf- 
geschnittene Riemannsche Fliche R vom Geschlechte p abgebildet. Die 
beiden Schnittufer Q,, Q/ sind dabei die Bilder der Kurven K,, K,’, s0- 
daB einander zugeordneten Punkten £, £ gegeniiberliegende Punkte der 
Schnittufer entsprechen. Vervielfiltigt man den Fundamentalbereich, in- 
dem man alle méglichen Substitutionen der Gruppe auf ihn anwendet und 
so zu dem gesamten Existenzbereich B der Funktion 2(§) gelangt, so 
wird dieser durch 2(£) auf eine iiber der z-Ebene ausgebreitete Riemannsche 





*) Vergl. Anm. *) auf S. 149. 
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Fliche U abgebildet, die aus R durch einen sogleich niher zu schildernden 
UberlagerungsprozeB hervorgeht. 

Ist Z(¢) eine algebraische Funktion von z, die auf der unzerschnittener 
Fliche R eindeutig ist, so ist nicht nur z, sondern offenbar auch Z eine 
eindeutige automorphe Funktion von £ mit der oben definierten Gruppe, 
d. h. die algebraische Funktion Z(z) ist durch eindeutige automorphe 
Funktionen vom Schottkyschen Typus uniformisiert. 

Gibt man nun umgekehrt eine beliebige algebraische Funktion 7(2), 
so entsteht die Frage, ob man dieselbe stets in der oben geschilderten 
Weise uniformisieren kann, oder geometrisch ausgedriickt, ob man die 
Riemannsche 2-Fliiche der Funktion Z — ihr Geschlecht sei p —, nach- 
dem man sie mit p voneinander unabhingigen Riickkehrschnitten versehen 
hat, auf ein 2p-fach zusammenhingendes, von 2p sich nicht treffenden 
Kurven K,, K,’; ---; K,, K, begrenztes Gebiet der schlichten ¢-Ebene 
derart abbilden kann, daB K, in K; durch eine lineare Substitution iiber- 
geht, und daB durch diese linearen Substitutionen solche Punkte ineinander 
transformiert werden, die Bildpunkte gegeniiberliegender Punkte der Ufer 
Q,, Q, eines Schnittes sind. Man hat dann in den Funktionen 2(§) und 
Z(z2()) die beiden gesuchten eindeutigen automorphen Funktionen. Das 
in Rede stehende Uniformisierungstheorem besagt nun, daB in der Tat 
eine solche Uniformisierung stets méglich ist und zwar — nach Vorgabe 
des Schnittsystemes — nur auf eine Weise, wenn man die Uniformisierung 
durch die Variable von der durch eine beliebige lineare Funktion von § 
nicht unterscheidet. 

Wir wenden uns nunmehr zum Beweise dieses Theoremes. Der erste 
Schritt besteht darin, daB wir uns aus der zerschnittenen Fliche R der 
oben gemachten Bemerkung gemi8 durch einen unendlichen Wiederholungs- 
prozeB eine Uberlagerungsfliche U konstruieren; wir verfahren dabei 
folgendermaBen. Wir heften an jeden Rand Q, der zerschnittenen Fliche R 
eine neue zu derselben kongruente und iiber ihr liegende Fliche R mit 
ihrem Schnittufer Q/ an und ebenso an jedes Ufer Q/ eine kongruente 
Fliche mit dem Ufer Q,. An den 2p(2p—1) freien Riindern der so ent- 
stehenden Fliiche Ft, wiederholen wir diesen AnheftungsprozeB, indem wir 
an jeden Rand ein neues Exemplar R mit dem entsprechenden Ufer an- 
fiigen, sodaB wir zu einer neuen Fliche R, gelangen. So fahren wir fort 
in infinitum. Dabei ist wohl zu beachten, daB jedes neue Exemplar R 
nur mit einem einzigen Schnittufer an die schon konstruierte Fliche Ll, 
angeheftet wird, sodaB in der durch den unendlichen Wiederholungsprozei 
entstehenden Uberlagerungsfliche U keine nicht zerstiickenden Riickkehr- 
schnitte auftreten kinnen. Die Entstehung der so definierten Uberlage- 
rungsfliiche U kann man sich durch das regelmaBige Wachstum eines 
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Baumes veranschaulichen, dessen Aste immer wieder Aste treiben, ganz 
wie der Stamm selbst. In der Figur*) ist die Konstruktion fiir den Fall 


Co 


rL__FL_P 


(ees * | 


| ss 
— — 


Pig. 4. 
































p =2 angedeutet, wobei die Fliche R im Sinne der Kleinschen Ideen- 
bildungen als im Raume gelegen und die zusammengehérigen Schnittufer 
auseinander gezogen gedacht sind. 

Wir werden nun den gewiinschten Nachweis fiihren, indem wir zeigen, 
daB die Strémungsfunktion ¢ = f(z), die zu einer beliebigen auf U liegenden 
Doppelquelle gehért, die gesuchte uniformisierende Variabele ist und daS 
wir alle Strémungsfunktionen als lineare Funktionen einer von ihnen 
erhalten. 

Sei also O ein beliebiger Punkt auf U, etwa ein Punkt mit den 
Koordinaten « = 0, y= 0, so konstruieren wir auf Grund des Dirichlet- 
schen Prinzipes die Strémungsfunktion = f(z) = u + iv auf U, die in O 


die Unstetigkeit Fiz besitzt. Dieselbe bildet U nach § 4 auf einen 


schlichten, tiber der ¢-Ebene ausgebreiteten Bereich B ab. Sie besitzt 
ferner die Eigenschaft, daB das Integral 


v~ LJ (Gs) ou)" \dedy 


existiert, wenn dieses Integral iiber denjenigen Bereich U — J erstreckt 
wird, der aus U dadurch entsteht, daB man irgend eine beliebig kleine Um- 
gebung J des Punktes O herausschneidet. Diese Eigenschaft ist fiir die 


*) Es handelt sich dabei nur um eine Veranschaulichung im Sinne der Analysis 


situs. Die im folgenden auftretenden analytischen Ausdriicke werden auf eine tiber 


der z-Ebene ausgebreitete Fliche bezogen. 
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Funktion « charakteristisch, d. h. es gilt der Satz: Ist & =u’ + iv’ eine 


auf U eindeutige komplexe Funktion, die sich in O wie . verhilt, sonst 
aber iiberall auf U ‘eguliir ist und fiir die 


v Lf \ (Gs) “) }ady 


f’ = € + const. 


Zum Beweise setzen wir w =u — wu. - Dann existiert jedenfalls 


W= = [Gey “)}dedy; 


denn da w eine iiberall in U a Potentialfunktion ist, so existiert 


SJ (Ge) s) jax dy; 
J (57) )}aady 


= ¥+P" aff (eur + oe ow \dady < V+’ +2VVV" 


Ox Ox 


(U-J) 
LMG) ou? °)\dedy. 


Wir haben nun weiter zu zeigen, daB die Gleichung 
Ww=0 


besteht. Zu diesem Zwecke wollen wir zuniichst die Voraussetzung machen, 
daB keiner der auf R gezogenen Riickkehrschnitte einen Verzweigungs- 
punkt oder einen Punkt oo enthilt, daB also ihre Lingen samtlich kleiner 
als eine gewisse Zahl L, ihre kiirzesten Abstinde von einem Verzweigungs- 
punkt simtlich gréfer als eine gewisse Zahl d sind. Wir bezeichnen 
nun die Kurven Q, auf U mit Q, Q, Q,---, derart, daB bei dieser 
Aufzihlung zuerst alle die Kurven genannt werden, die auf R, liegen, 
dann alle die auf R, neu hinzukommenden, usw. Wir umgeben ferner 
die Kurve Q,”) mit einem Streifen G, der aus der Gesamtheit aller der 
Punkte auf U besteht, die von einem Punkte von Q) einen Abstand <r 
haben, wobei die Zahl r <d so klein gewihlt werden soll, dab die Ge- 
biete G,” sich nirgends tiberdecken. Alle Kurven Q,“) und alle: Ge- 
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existiert, so ist 


und da 


ist, so existiert auch 











| 
{ 
| 
| 
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biete G™ (h=1,2,---) sind einander kongruent. Bezeichnen wir mit 
W. den Wert des Integrals 


Sf \iz)'+ “)'\dedy, 
(a) 


so ist klar, daB die Summe 
ae 


=1'3'3,- 


konvergiert und daB somit die Summe 


wm 
i 
#=1,2,---,p 
h=m,m+1,--- 


beliebig klein wird, wenn m hinreichend groB genommen wird. 
Nach dem Hilfssatz von § 2 gilt fiir jeden Punkt von Q,” eine Un- 
gleichung von der Form 


(o")"4 (ey) < Cw, 


Cx 


wo C eine feste Zahl ist, die nur von der Wahl des Radius r abhiingt. 
Es ist daher, wenn s die Bogenlange auf der Kurve Q,”) bedeutet, 

| <ovws, 
und mithin ist die Schwankung von w auf Q,”) kleiner als die Zahl 
CLYW™. Nunmebr beachten wir, daB 


w-Lw, 


(6 
w= [J (cs) +( “) “)'\dady 


gesetzt wird. Nach einer der Greenschen Formeln folgt hieraus wegen 


Aw =0 
oe 4 
W,= ds = > fw 
(Tr) (@) 


wobei dieses Integral iiber die aus einer Anzahl von Kurven Q) be- 
stehende Begrenzung [, von R, zu erstrecken ist und m die nach auBen 
gerichtete Normale auf den Randkurven bedeutet. Nun ist, wenn w,) 
der Mittelwert von w auf Q ist, 


ist, wo 


ow ow 
wads = (w—w) ds, 
° (ey) (Qi) 
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mithin 
fo CP ds <CLYW)-CYWOL 
Ch 
oder 
| / weds <CL Wl. ; 
(Q) 
Es ist also 


W,< CL. Sw, 


und da bei hinreichend groBem r alle hier auftretenden Indizes h gréBer 
sind als eine beliebig vorgegebene Zahl m, so wird nach der obigen Be- 
merkung W, beliebig klein; es ist daher 


w= LW,=0. 


r=oe 


(2) + G) -% 


, 
w=u — u = const., 


Mithin folgt 
d. h. 


wie bewiesen werden sollte. 

Wenn die iiber die Lage der Riickkehrschnitte Q; gemachten Voraus- 
setzungen nicht zutreffen, so brauchen wir unsere Uberlegungen nur un- 
wesentlich zu modifizieren, indem wir die Begrenzungsstiicke [, derart 
deformiert denken, daB fiir sie die obigen Voraussetzungen gelten. 

Bilden wir jetzt die Funktion 

a 
() — ro 
so kénnen wir die Konstanten a, 6, y, 0 stets so bestimmen, dab ¢*(z) 
in einem beliebig gegebenen Punkte O0* von U einen Pol erster Ordnung 
mit gegebenem Residuum besitzt. Ist nimlich €=—£€ der Punkt der 
¢-Ebene, welcher dem Punkte O* vermége der durch die Funktion §(z) 
vermittelten konformen Abbildung entspricht, so brauchen wir nur dafiir 


zu sorgen, daB die lineare Funktion ¢* = ere = u* + iv® fiir § = § un- 


endlich wird und dasjenige Residuum besitzt, welches dem auf U vor- 
geschriebenen Residuum vermége der konformen Abbildung entspricht. 
€*(z) ist offenbar sonst iiberall auf U regular und bildet U auf ein 
schlichtes Gebiet der ¢-Ebene ab. Daher wird das Integral 


ALG + Gp) eras 


existieren, wenn J* irgend eine Umgebung des Punktes O* bedeutet, wie 
12* 
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aus der Bedeutung des Integrals als Fliicheninhalt des Bildbereiches her- 
vorgeht. Daraus aber folgt gemiB der oben bewiesenen Tatsache, dab 
¢* die zum Punkte O* und der vorgeschriebenen Singularitit gehédrige 
Strémungsfunktion ist. Wir erhalten also alle Strémungsfunktionen, indem 
wir'die siimtlichen linearen Verbindungen einer von ihnen bilden. Hieraus 
folgt zunichst die Eindeutigkeit der Uniformisierung; denn bezeichnen 
wir als uniformisierende Variabele der Fliche U jede Funktion £*(z), die 
auf U eindeutig und regulir ist, in einem Punkte O* einen einfachen Pol 
besitzt und U auf einen schlichten Bereich abbildet, so mu €*(z) die 
zum vorgeschriebenen Pole gehérige Strémungsfunktion sein, und es sind 
daher in der Tat alle zur Fliche U gehérigen uniformisierenden Variabeln 
lineare Funktionen einer von ihnen, €. 

Um nun den linearen Automorphismus der Funktion 2(§) zu beweisen, 
beachten wir, daB die Fliche U gewisse eindeutige konforme Transforma- 
tionen in sich gestattet. Ordnen wir niimlich jedem Punkte P auf U 
etwa den zu P in demjenigen benachbarten Exemplare & kongruent ge- 
legenen Punkt P’ zu, in das man gelangt, wenn man aus der P ent- 
haltenden Fliche FR iiber den Schnitt @Q, austritt, so erhalten wir eine 
derartige Transformation, und zwar eine solche, bei der die Punkte der 
Kurve Q, einer Fliche R in die entsprechenden Punkte der Kurve Q, der- 
selben Fliche R iibergehen. Bezeichnen wir mit ¢’(2) diejenige Funktion 
auf U, die in P den Wert € besitzt, den € in P’ hat, so ist (2) wieder 
uniformisierende Variabele, also ist f° = pes eine lineare Funktion von £. 
Nun wird unsere Ausgangsfliche durch die Funktion (2) auf einen 2p-fach 
zusammenhingenden schlichten Bereich F abgebildet, dessen Randkurven 
K,, K,,--+ +, K,, K, die Bilder von Q,, ,’,---, Q,, Qp sind und sich 
mithin nicht treffen. Durch die Transformation £ = “ee geht K,’ in 
K, iiber; also sind die Randkurven von F in der gewiinschten Weise 
linear aufeinander bezogen und somit der Automorphismus der Funktion 
2(€) bewiesen. Der Beweis des Uniformisierungstheoremes ist damit 
vollendet. 

Was iibrigens den Existenzbereich der uniformisierenden automorphen 
Funktionen anbelangt, so besteht derselbe aus der gesamten €-Ebene mit 
Ausnahme einer ‘iskreten perfekten Punktmenge vom Inhalt Null; die 
Schlitze des allgemeinen Theoremes von § 5 reduzieren sich also hier auf 
Pankte. Diese Tatsache folgt unmittelbar aus dem Umstande, dab die 


Linge der Bilder der Kurven Q;") mit wachsendem h gegen Null kon- 
vergiert. 
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§ 7. 
Die konforme Abbildung eines n-fach zusammenhingenden 
schlichtartigen Bereiches auf einen Kreisbereich. 


Wir wollen zum SchluB die eben dargelegte Methode dazu benutzen, 
um den Satz zu beweisen, daB man jeden beliebigen schlichtartigen n-fach 
zusammenhangenden Bereich auf einen Kreisbereich, d. b. die mit ” kreis- 
férmigen Lichern versehene Ebene konform abbilden kann.*) Da man 
nach dem Satze von § 2 jeden solchen Bereich auf die von » geradlinigen, 
zur reellen Achse parallelen Schlitzen S,, S,, S,,---, S, begrenzte z-Ebene 
abbilden kann, so brauchen wir nur nachzuweisen, da sich jeder solche 
Schlitzbereich auf einen Kreisbereich konform abbilden laBt. Wir wollen 
diesen Nachweis fiihren, indem wir iiber dem Schlitzbereich Q wieder 
eine gewisse unendlichvielblittrige, unendlich vielfach zusammenhingende, 
doch schlichtartige Uberlagerungsfliiche U konstruieren. Um in natur- 
gemiBer Weise auf dieselbe gefiihrt zu werden, machen wir hypothetisch 
die Annahme, daB Q auf einen Kreisbereich B abgebildet sei, dessen Be- 
grenzung von den Kreisen K,, K,,-- +, K, gebildet wird, sodaB K, das 
Bild von S, ist. (In der Figur ist der Fall » = 3 gezeichnet.) Dann 
liBt sich diese konforme Abbildung nach dem Spiegelungsprinzip unbe- 
grenzt fortsetzen. 





Fig. 5. 


Spiegeln wir nimlich den Bereich B an jedem seiner n Begrenzungs- 
kreise, so gelangen wir zu einem weiteren schlichten Bereiche B,, der 





*) Vgl. die Anmerkung **) auf S. 149. 
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dem Spiegelungsprinzip zufolge auf den mehrblittrigen Bereich 2, konform 
abgebildet sein muB, der entsteht, wenn wir Q an jedem seiner Grenz- 
schlitze spiegeln. B, ist wieder von Kreisen, 2, von Schlitzen begrenzt. 
Indem wir jetzt B, an jedem der » Kreise K,, K,, - - -, K, spiegeln, ge- 
langen wir zu einem weiteren, B, enthaltenden schlichten Kreisbereiche B,, 
und indem wir Q, an den m Schlitzen S,, S,,---, S, spiegeln, zu einem 
mehrbliittrigen, 2, enthaltenden Bereich Q,, derart, daB B, und Q, konform 
aufeinander abgebildet sind. So fahren wir fort und konstruieren eine 
unbegrenzte Folge von Kreisbereichen B,, B,,--- und ein Folge von Be- 


reichen Q,, Q,,---. Es sei B* = [, B, der Grenzbereich der B, — er wird, 


h>=oo 


wie wir sehen werden, aus der ganzen Ebene mit Ausnahme einer diskreten 
perfekten Punktmenge vom Inhalt Null bestehen —, U= [,Q, der 
Amo 


Grenzbereich der Q,, dann ist B* zu jedem K,, U zu jedem S, symmetrisch, 
d. h. B* geht durch Spiegelung an jedem der » Kreise K,, U durch 
Spiegelung an jedem der » Schlitze S, in sich iiber. Die Uberlagerungs- 
fliche U ist zwar unendlich vielfach zusammenhiingend, doch schlicht- 
artig, wie man leicht erkennt. 

Dies vorausgeschickt, bemerken wir, daB die Konstruktion der Fliche U 
von der des Bereiches B* unabhingig ist, daB wir daher die Fliche U, 
vom Bereiche 2 ausgehend, vollstiindig definieren kénnen. 

Sei nun O irgend ein Punkt auf U, so konstruieren wir die zu einem 
beliebigen in O liegenden Pole erster Ordnung gehérige Strémungsfunktion 
(2) =u-+iv auf U. Durch dieselbe wird U auf einen schlichten Be- 
reich B* abgebildet. Ganz analog wie in § 6 zeigt man nun*), daB die 
Potentialfunktion « und damit ¢ dadurch charakterisiert ist, dab 


J (*)'+ 5)'} dxdy 


existiert, wenn das Integrationsgebiet U — J der durch Weglassung einer 
Umgebung J von O aus U entstehende Bereich ist. Hieraus folgt wie 
oben, daB saimtliche Strémungsfunktionen auf U lineare Funktionen von 
€ sind. 

Transformieren wir nun die Fliche U in sich, indem wir jedem 
Punkte P denjenigen P’ zuordnen, der aus ihm durch Spiegelung am 
Schlitze S; hervorgeht, und transformieren wir den Bildbereich B* ent- 
sprechend in sich, indem wir dem Werte £, der zu P gehért, den Wert ¢, 


*) Man hat dabei an Stelle der Kurven Q;” in § 6 etwa mn rechteckige, die 
Schlitze S,,---,8, umgebende Kurven und alle aus denselben durch den Spiegelungs- 
prozeB hervorgehenden Kurven zu benutzen. 
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der zu P’ gehért, zuordnen. Da die Spiegelung am Schlitze S, eine 
konforme Transformation mit Umlegung der Winkel ist, so wird, wenn 
wir mit & den konjugierten Wert zu ’ bezeichnen, & eine komplexe 
Funktion von € sein, und man erkennt aus dem Vorhergehenden leicht, 
da8 sie nur eine lineare Funktion von -€ sein kann. Der Transformation | 
der Flache entspricht also eine solche umkehrbare konforme Transformation | 
in der €-Ebene, daB durch dieselbe die gesamte €-Ebene in sich tiber- | 
gefiihrt wird. Nun bleiben bei der Transformation von U die Punkte 

des Schlitzes S, ungeiindert, wihrend die beiden Teile von U, die durch 

S, getrennt sind, miteinander vertauscht werden. Demgem&B wird die 


Bildkurve K, von S, bei der Transformation & = seth punktweise in | 
sich tibergehen, wahrend ihr Inneres mit ihrem AufBeren vertauscht wird. . 
Daraus folgt ohne Schwierigkeit, dab K, ein Kreis sein muB. Das Bild 
unseres Ausgangsbereiches Q ist also ein Kreisbereich der zu Anfang dieses 
Paragraphen charakterisierten Art, wenn der Punkt O so gewihlt wird, 
daB er in Q liegt. Das in Rede stehende Theorem ist somit bewiesen. 
Es sei noch bemerkt, daB die Eindeutigkeit dieser Abbildung — Ein- 
deutigkeit bis auf eine beliebige lineare Transformation — eine unmittel- 
bare Folge der obigen Uberlegungen ist. 
DaB der Bereich B aus der gesamten von einer diskreten Punkt- 
menge begrenzten £-Ebene gebildet wird, erkennt man ebenso wie die ent- ' 
sprechende Tatsache im vorigen Paragraphen. 
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Konforme Abbildung der Oberflache einer raumlichen Ecke.*) 
Von 


Rovert Kénie in Leipzig. 


Zam Nachweis der Existenz der eindeutigen algebraischen Funktionen 
und ihrer Integrale auf einer gegebenen geschlossenen Riemannschen 
Fliche hat man im wesentlichen zwei Methoden: die kombinatorische 
Methode von Neumann-Schwarz und die schon von Riemann verwendete, 
von Hilbert aber erst streng begriindete Methode des Dirichletschen 
Prinzips.**) Wihrend die erstere bereits fiir den Fall ausgebildet wurde, 
daB die Riemannsche Filiiche nicht einfach mehrblittrig iiber der Ebene 
ausgebreitet oder als durchaus regulire Fliche im Raum liegend vor- 
gestellt wird, sondern man es mit einer ,,Riemannschen Mannigfaltigheit* 
im allgemeinen Sinne von Klein***) zu tun hat, ist das mit der letzteren 
Methode bisher noch nicht der Fall, sondern bildet vielmehr den Gegen- 
stand eines Teils der vorliegenden Arbeit. 

Wir nehmen dabei an, die Riemannsche Mannigfaltigkeit bestehe aus 
einer endlichen Anzahl verschiedener Fliichenstiicke, welche, lings Kanten 


*) Zur Litteratur des Problems siehe: H. A. Schwarz, Uber die Integration der 
partiellen Differentialgleichung Aw — 0 unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetig- 
keitsbedingungen, Monatsber. d. K. Akademie d. Wiss. zu Berlin 1870, 8. 767—795 


= Ges. Math. Abhandlungen, Bd. II, 8. 144—171, insbes. S. 167; P. Koebe, Konforme — 


Abbildung der Oberfliiche einer von endlich vielen analytischen Flichenstiicken ge- 
bildeten kérperlichen Ecke auf die schlichte ebene Fliche eines Kreises, Nachr: 
d. K. Ges. d. Wiss. 2u Gittingen, Math. phys. Klasse, 19. Dez. 1908, 8. 359—360; 
R. Kénig, Konforme Abbildung der Oberfliiche einer riumlichen Ecke, ebenda, 26. Febr. 
1910; letztere Note ist eine Anzeige der vorliegenden Arbeit des Verfassers. 

**) Hilbert, Uber das Dirichletsche Prinzip, Math. Ann. 59 (im folgenden kurz 
Hilbert, I* zitiert). 

**) Neue Beitrige zur Riemannschen Funktionentheorie, Math. Ann. 21, insbes. 
§ 1 und §6. Siehe auch F. Klein, ,,.Riemannsche Flichen“, I, 8S. 32. 
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und in Ecken zusammenstoBend, eine geschlossene Fliiche bilden.*) Es 
handelt sich alsdann um den Nachweis, daB ein eine Ecke im Innern ent- 
haltendes Flachenstiick konform — im Eckpunkt selbst nur stetig — auf 
einen schlichten ebenen Bereich abgebildet werden kann.**) 

Dieses im Jahre 1870 von H. A. Schwarz |. c. gestellte Abbildungs- 
problem, welches Herr Schwarz selbst nur in dem speziellen Falle einer 
von lauter ebenen oder kugelférmigen Filichenstiicken gebildeten Ecke 
gelist hatte, wurde zum erstenmal allgemein von Herrn P. Koebe im Zu- 
sammenhang mit der von ihm entwickelten allgemeinen Abbildungstheorie 
(1. c.) gelést. Die Anregung zur Behandlung dieses Problems durch zweck- 
entsprechende Ausgestaltung des Dirichletschen Prinzips verdanke ich 
Herrn Hilbert. 

Der erste Teil der Arbeit beschaftigt sich mit den Kanten; im zweiten 
wird die Zuriickfiihrung der Abbildungsaufgabe auf ein Minimalproblem 
nach Hilbert***) kurz angegeben; das im dritten Teil entwickelte Verfahren 
hat groBe Analogie mit dem Prinzip der analytischen Fortsetzung. Die 
Potentialfunktion, auf deren Existenznachweis es im wesentlichen ankommt, 
wird zuerst in der Umgebung eines beliebig, aber fest gewahlten Punktes 
definiert, dann in einem Bereich, welcher den ersten teilweise iiber- 
deckt usw. fort, bis schlieBlich der Definitionsbereich der Funktion tiber 
die ganze Fiche ausgebreitet ist. Der Eckpunkt stellt sich dabei natiir- 
lich als Grenzpunkt heraus, und der Untersuchung des Verhaltens der 
Funktion in diesem Punkt ist dann der vierte (letzte) Teil der Arbeit 
gewidmet. 


1. 
Vorbemerkungen. Uber die Kanten. 


1. Der abzubildende, einfach zusammenhiingende Bereich 2 werde 
von endlich vielen, reguliir analytischen Flichenstiicken gebildet, welche 
in einem Punkt EF zusammenstoBen. Jedes einzelne Flichenstiick soll 
dabei mit einem von Null verschiedenen Winkel an FE heranreichen. Die 


*) In derselben Weise lift sich auch der Fall erledigen, daB die Riemannsche 
Mannigfaltigkeit in Gestalt eines ,,Fundamentalbereiches“ sehr allgemeiner Natur 
vorliegt, worauf ich spiiter zuriickzukommen gedenke. 

**) Welcher Art diese Flichenstiicke und Ecken sein kénnen, wird sogleich 
unten niiher priizisiert. 

***) Hilbert, Zur Theorie der konformen Abbildung, Nachr. d. K. Ges. d. Wiss. 
zu Géttingen, Math. phys. Klasse, 17. Juli 1909. (Im folgenden kurz ,,Hilbert, Il 
zitiert.) Daselbst findet man eine Zusammenstellung der Litteratur iiber das Dirich- 
letsche Prinzip. §S. auch Courant, Zur Begriindung des Dirichletschen Prinzips, 
Gott. Nachr. 1910, S. 154—160. 
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Berandung von 2 bestehe aus einer gewOhnlichen Kurve ©. Der zweifach 
zusammenhingende Bereich, welcher aus dem nicht abgeschlossenen Be- 
reich Q durch Fortnahme des Eckpunktes entsteht, werde mit Q bezeichnet. 

2. Da wir im folgenden sehr hiiufig einige in der Flaichentheorie 
gebriuchlichen Bezeichnungen und Siitze anzuwenden haben werden, migen 
dieselben gleich hier, um spiater Unterbrechungen zu vermeiden, angefiihrt 
werden.*) Haben wir zuniichst ein singularitiitenfreies Flichenstiick mit 
dem Bogenelement 


(1) ds? = eduw*® + 2fdudv + gdv’, 


unter w, v geeignete krummlinige Koordinaten verstanden, so lauten die 
Beltramischen Differentialparameter 1. und 2. Ordnung: 


(52) — 20 50 oe +9 (Ge) 





(2a) A.g = eg—f? ? 
7 op (2p Ov , C@ dy Op Ow 

°Fe |? +o 

(2b) V(g,w) — 22 (re ve tas be) oe oe 
dp 09 22 __ O97 

. 1 | @ i a 50 | a\°de ad | 
(2c) A. = ? — _ ? 

—o—i Veg—f? J Veg—f* 5} 
und es besteht, wenn (uv) = konst. die Gleichung einer Kurvenschar, 


ae die Ableitung von m nach der Normalen zu einer Kurve der Schar 


bedentet, die Identitat:**) . 
3) A. = (on) 


Ist andererseits m eine Lisung der Gleichung A,g =0, so kann @ be- 
kanntlich als der Realteil einer komplexen Funktion des Ortes auf der 
Fliche m + iw aufgefaBt werden, und es besteht (genau wie in der Ebene) 
zwischen Real- und Imaginirteil die Beziehung***) 


op __—s—*a 
(4) an ~—~=és'8’” 


*) Man vgl. Bianchi, Vorlesungen iiber Differentialgeometrie, Deutsch von M. Lukat, 
1. Aufl., Kap. Il, 8. 67—72. Darboux, Théorie générale des surfaces, Bd. III, S. 193—217. 
Beide Werke werden im folgenden kurz ,,Bianchi“ bezw. ,,Darboux* zitiert. 

*) Darboux, Bd. III, 8. 195, Formel 7. 

***) Dieselbe ist eine unmittelbare Folge der Definition der ,,konjugierten“ Funk- 
tion (Bianchi, 8. 69, Formel 21) und kann z. B. aus den in Darboux, Bd. III, 8. 198—199 
gegebenen Formeln ohne weiteres entnommen werden, indem in der dortigen Be- 
zeichnungsweise (S. 198, Formel 14 und 8. 199, zweite Formel von unten) 


ow , ae 
dy = = oP aut dv = — Nau + Mdo— — Fy 4: 
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wenn die Ableitungen nach zwei zueinander senkrechten, in der tiblichen 
Weise orientierten Richtungen auf der Fliche genommen sind. Fiihrt 
man die Kurven » = konst. und w = konst. selbst als Parameterlinien ein, 
so bilden diese ein isothermes System, indem (1) die Gestalt erhiilt 
= t ) 

4.’ 
und die Ausdriicke (2) nehmen eine dementsprechend einfache Gestalt an. 
Wir nennen schlieBlich ein System (u,v) in einem Bereich 7' reguldr, wenn 
einem Wertepaar (#,v) ein und nur ein Punkt von 7 entspricht und um- 
gekehrt, und e,g,eg—f* in TJ zwischen zwei festen positiven Gréfen 
bleiben. 

3. Ist P ein beliebiger Punkt von Q2, so kann allemal eine gewisse 
Umgebung desselben (P mit inbegriffen) ,auf ein reguliires isothermes 
Parametersystem (u,v) bezogen“ oder m. a. W. umkehrbar eindeutig und 
konform auf ein Stiick der (u,v) Ebene abgebildet werden. Wir brauchen 
das offenbar nur zu zeigen, falls P ein auf einer Kante gelegener Punkt ist.*) 

Es laBt sich in diesem Falle zuniichst (auf unendlich viele Arten) 
ein in einer gewissen Umgebung von JP reguliires Parametersystem (p, q) 
angeben von der Art, daB die Kurven p = konst., g = konst. ,,richtungs- 
treu“ und die FundamentalgréBen in dem Ausdruck fiir das Bogenelement 
der Fliche stetig tiber die Kante gehen. Wir sagen dabei von einer 
Kurve, sie gehe ,,richtungstreu“ iiber eine Kante, wenn sie mit der 
Kantennormalen zu beiden Seiten der Kante denselben Winkel bildet. Ein 
System dieser Art erhalten wir z. B. folgendermaBen:**) 

Wir denken uns lings eines gewissen den Punkt P im Innern ent- 
haltenden Stiicks AA’ der Kante die zu derselben normalen geoditischen 
Linien nach beiden Seiten gelegt und charakterisieren die Lage eines 
Punktes M in der Umgebung der Kante durch Angabe des Bogens 
q¢ = AQ, welcher von der durch M laufenden geodiitischen Linie auf AA’ 
abgeschnitten wird und die Liinge p= MQ; letztere ziihlen wir positiv 


(5) ds? = 1(dg*?+dy*), 2 


*) Wihrend die Bemerkung betreffend die Méglichkeit der konformen Abbildung 
eines nicht analytischen Flichenstiicks, welche man in Darboux, Bd. IV, 8. 367, Note I 
von Picard, findet, nicht richtig ist, ist es auf Grund der folgenden Arbeiten von 
E. E. Levi in der Tat ohne weiteres miglich, diese Abbildung fiir die Umgebung 
eines gewdhnlichen Punktes zu leisten: ,,Sulle equazioni lineari totalmente ellitiche 
alle derivate parziali*, Rend. d. Cire. Mat. di Palermo 24 (1907); , problemi dei 
valori al contorno etc.“, Memorie d. Societd Italiana delle Scienze, Serie 3*, 16. Fiir 
die ganze tibrige Methode macht es tibrigens keinen Unterschied aus, ob die Flichen- 
stiicke analytisch sind oder nicht. Wegen der Abbildung nicht analytischer Flichen- 
stiicke sei noch auf eine demniichst in den Ber. d. Berliner Akademie erscheinende 
Abhandlung des Herrn L. Lichtenstein hingewiesen. 
*™*) Darboux, Bd. Il, 8. 412—414. 
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bezw. negativ, je nachdem M auf der einen oder anderen Seite der Kante 
liegt und zwar so, daB die Richtungen wachsender p und wachsender q in 
der tiblichen Orientierung zueinander stehen. In den Gebieten zu beiden 
Seiten der Kante, die wir durch die Indizes 1 und 2 unterscheiden, erhilt 
das Bogenelement die Gestalt 


(6) ds* = dp* + C7(pq) dq? (¢= 1,2) 
und es ist lings AA’, d. i. fir p=0O 
(7) C, = C, = 1. 


Bei Beschrinkung auf eine hinreichend kleine Umgebung von P ist das 
System (p,q) tiberdies regulir.*) 

Sei nun @, ein innerhalb dieser Umgebung befindliches, von einer 
Seite her an die Kante anstoBendes Flichenstiick; da jede einzelne Teil- 
fliche von Q als reguliir analytisch vorausgesetzt wurde, kénnen wir uns 
@, tiber die Kante hinaus ein Stiick fortgesetzt und die analytische Funk- 
tion C, in dem so erweiterten Stiick erklirt denken. Da sich ferner die 
Gleichung \ : 

(8) Au = : @ (c a“) + 2 (8 ory) 0 


C,? lop \"t op) * dq \C, 0g 

nach auflésen liBt, so existiert daher in @, eine eindeutig bestimmte 
‘ ou, 
op 
analytische Funktionen von gq willkiirlich vorschreiben. Das Analoge gilt 
fiir die andere Kantenseite. Es seien nun u,, u%, speziell zwei derartige 
Lésungen der Gleichung (8) in @, bezw. @,, daB lings der Kante die Be- 
dingungen erfiillt sind 


Lésung u, derselben, wenn wir fiir p= 0 die Werte von u, und als 


ou, CU, 
(9a) Uy = Ue, i "ie? 
Ou,\? Ou,\? 
7) (5) + (34) 7% 


v,, 0, die konjugierten Funktionen. Wird iiber die willkiirlichen additiven 
Konstanten derart verfiigt, dab in einem Punkte der Kante v, = v, ist, 
so stimmen die Werte von v,, v, wegen (4), (9a) lings des ganzen in 
betracht gezogenen Kantenstiickes iiberein. Die Funktion wu + iv, welche 
in @, mit u, + iv,, in @, mit u, + iv, iibereinstimmt, vermittelt dann die 
gewiinschte Abbildung. 

Da nach (9a) die Ableitungen von uw, genommen nach zwei auf- 
einander senkrechten Richtungen (der Kanten- und Normalenrichtung) zu 
beiden Seiten der Kante iibereinstimmen, gilt das gleiche von den Ab- 
leitungen nach einer beliebigen Richtung, woraus unmittelbar folgt, dab 





*) Darboux, loc. cit. 
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einerseits die Kurven «= konst. und ebenso die Kurven v = konst. 
richtungstreu tiber die Kante gehen, und andererseits in Verbindung dieser 
Tatsache mit (3), daB auch A,w stetig tiber die Kante geht. Da das 
Bogenelement bei Einfiihrung der u- und v-Kurven als Parameterlinien die 
Gestalt (5) erhilt und lings der Kante A,u = (=*)'+ (2")'+ 0 ist (7), 
so geht auch 4 stetig iiber die Kante, und das System (u, v) ist bei Be- 
schriinkung auf eine hinreichend kleine Umgebung von P regulir. 

4. Jetzt sind wir in der Lage, folgende Definitionen aufstellen zu 
kinnen: Eine reelle Funktion des Ortes auf der Fliche heiBe in einem 
Punkte von Q — sei es ein gewéhnlicher oder Kantenpunkt — stetig 
differenzierbar bezw. harmonisch, wenn sie als Funktion eines reguliren 
Isothermensystems («, v) daselbst stetig differenzierbar bezw. harmonisch 
ist; ebenso verstehen wir unter einer komplexen Funktion des Ortes auf 
der Fliche eine komplexe Funktion von «+ iv im gewdhnlichen Sinne. 
Diese Definitionen sind unabhiingig von der Wahl des benutzten Iso- 
thermensystems. 

Ist ® irgend eine stetig differenzierbare Funktion, ®, ihr Wert in 
einem Kantenpunkt, und sind nicht beide Ableitungen daselbst gleich 
Null, so geht die Kurve ® = ®, richtungstreu und der Beltramische Dif- 
ferentialparameter A,® stetig tiber die Kante. 


IL. 
Zuriickfiihrung der Abbildungsaufgabe auf ein Minimalproblem. 


5. Das Problem, den Bereich Q (priiziser: das Innere von ) auf die 
schlichte, mit einem geradlinigen Schlitz versehene Ebene konform — im 
Eckpunkt selbst nur stetig — abzubilden, ist offenbar iquivalent mit der 
Auffindung einer eindeutigen, einwertigen*) komplexen Funktion des Ortes 
auf der Fliche, U+ iV, welche in einem Punkt von Q einen Pol erster 
Ordnung besitzt, sich sonst in Q reguliir verhiilt, im Eckpunkt stetig ist 
und deren Imaginirteil auf dem Rande einen konstanten Wert hat. 
Nach ,,Hilbert, II“ lat sich diese Aufgabe auf das folgende Minimal- 
problem zuriickfiihren. O sei ein beliebiger, aber fest gewahlter Punkt 
von 2, zugleich Anfangspunkt eines in einer gewissen Umgebung a, 
desselben reguliren Isothermensystems (u,v). Die gesuchte Funktion 
= TFs + (0), wobei (0) eine 
in O regulire Funktion bezeichnet. Wir legen um O als Mittelpunkt 
einen kleinen ,,Kreis“ und ein denselben einschlieBendes Quadrat, wodurch 


U+iV mége daselbst unstetig werden wie 


*) D. h. einer Funktion, welche jeden Wert nur einmal annimmt. 











190 Roserr Kénie. 


@, in drei Teile zerfallt*): in das Innere des Kreises (K), das Stiick 
zwischen Kreis und Quadrat (@Q) und schlieBlich den iibrigen Teil von a, 
auBerhalb des Quadrates (A). Das ganze Gebiet Q wird durch die Rand- 
linie des Quadrates in die beiden Bereiche Q,= K+ Q und Q, zerlegt. 
Wir definieren nun mit Hilbert**) die Funktionen: 
u ° 

® = wo (im K 

(10) = 0 in Q, 
= einer einschlieBlich des Randes zweimal stetig differenzierbaren 

Funktion in Q; 


(11) Cm ate —® in Q; 
_ FC ‘ 
(12) y~4C0= "Ou? +6 et in Q, 
= (0 in Q,. 


y ist eine in Q eindeutige, stetige Funktion und es lassen sich zwei stetig 
differenzierbare, nur in Q, nicht identisch verschwindende Funktionen « 
und # angeben***) derart, dab in Q, die Gleichung besteht: 


(13) es + se oat i 


Das Bogenelement in @, von der Form ds* = A(du*+dv*) annehmend, 
setzen wir: 


(14a) A,*p = (2-2) + (22-8) } in Q,, 
= A.p in Q, 
(4b) 0, 9—7(GE—) 5+ G4) Ze) im 
_ Vg, ¢) in Q,. 


Welche Parametersysteme wir dabei in 2, zur Erklaérung der Beltrami- 
scken Differentialparameter verwenden, ist wegen ihrer bekannten In- 
varianteneigenschaft gleichgiiltig. Bezeichnen wir schlieBlich die Ausdriicke 


(15) Dg) “Sf A.p-do, D*(g) {J A,*9-do 


als Dirichletsches, bezw. Dirichlet-Hilbertsches Integral, so besteht unser 


*) Wenn ich hier und im folgenden von der Konstruktion ,,eines Kreises, Recht- 
ecks etc. auf der Fliche“ spreche, so ist das so zu verstehen, daB die betreffenden 
Figuren in der Bild-(u, v)-Ebene wirklich als Kreis, Rechteck etc. erscheinen. 

**) Hilbert, II, 8. 316—317, 

*) Hilbert, II, S. 317. 





a le ET 


abe 











> manars. 





Konforme Abbildung einer riumlichen Ecke. 191 


Problem darin, erstens die Existenz einer wirklichen Minimalfunktion 
fir das Dirichlet-Hilbertsche Integral nachzuweisen und zweitens zu 
zeigen, daB die durch ihren Realteil U=gm-+® definierte komplexe 
Funktion U+ iV die an der Spitze des Abschnittes geforderten Eigen- 
schaften besitzt. 


Ii. 
Erledigung des Minimalproblems. 


6. Zur Konkurrenz lassen wir allé solchen Funktionen des Ortes 


auf der Fliche zu, welche in Q erstens wohl definiert, eindeutig und 
stetig, zweitens daselbst auch stiickweise stetig differenzierbar sind, und 
drittens fiir das Dirichletsche Integral einen endlichen Wert liefern. Es 
besitzt alsdann auch das Dirichlet-Hilbertsche Integral einen endlichen 
Wert, und d sei die untere Grenze dieser Integralwerte fiir siimtliche 
zulissige Funktionen. 

Aus letzteren wahlen wir eine solche Folge {g} = 9,, %:,°-*)Pas*** 
aus, daB die zugehérigen Integralwerte gegen die untere Grenze d kon- 
vergieren und zwar so, daB die «, eine abnehmende Folge bilden 


Enem < &, (n,m = 1, 2,--). 
Dann gelten die Ungleichungen*) 


*) S. B. Levi, Sul principio di Dirichlet, Rend. d. Cire. Mat. di Palermo 82 

(1906, 2) § 7. Die erstere Ungleichung folgt aus der einfachen Bemerkung, daB 
D*(@, + 98 = D*(,) + 29D* (Pq) +P" DODa, 
insbesondere auch fiir den Wert der Konstanten g, fiir welchen die (in g) quadratische 
Funktion ihr Minimum annimmt. Die zweite kann folgendermafen hergeleitet werden: 
Setzen wir 
Prim 9, + (Pn+m— Pn) 
und zur Abkiirzung 
Prim ces Pr —_ Prim? 
dann folgt 
D (Pn,m) = D* (Pp) + 2Dp* (Pro Pn, m) + D (Prim) 


4m §s 2D*(,, Pn,m) - D(P.,m) 
und wegen ¢, , ,,<& 


a 2°, Pn, m) > D(Pa,m)» 
4 { D*(@,, Pn,m) } . > D*® (n,m)? 


D@y,m) en => { DP, Px,m) } *, 


4° D* (Pam) es => 4° { DP, Pn,m) } P > D*(Pajm)s 
und da D,.») +9, 


Andererseits ist nach (16) 


also 


ae > D*(Pn,m)» 
4e.> D(q,m) q. e&. d. 
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(16) (D*(9,,8))? =| ff VG.) do}*< De, (w= 1,2,--) 
s 
— £€ bedeutet hierbei eine beliebige zulissige Funktion — und 
(17) D.+n—- 9) =JJ O(Grim— 9.) 40 < 48, (n,m = 1, 2,---). 
s 


Aus (16) folgt die Limesgleichung*) 
(16a) L D*@g,, §) = 0. 


Aus diesen beiden Tatsachen wird die Existenz einer wirklichen Minimal- 
funktion hergeleitet. Wie Herr H. Weyl zuerst allgemein erkannt hat, 
bedarf es dann nicht mehr des Hilbertschen Auswahlverfahrens**) — ein 
Umstand, dessen sich in spezieller Fassung schon W. Ritz***) bedient hatte, 
um die Konvergenz seiner ,sukzessiven Approximationen“ der Minimal- 
funktion nachzuweisen. 

Wir denken uns schlieBlich die in den Funktionen der Folge {} 
willkiirlichen additiven Konstanten so normiert, daB 


(18) fo,dv=0 


wobei S, ein innerhalb @, gelegenes Stiick einer Kurve « = konst. be- 
deutet. 

7. Sehen wir zuniichst zu, welche Folgerungen sich aus der funda- 
mentalen Ungleichung (17) ableiten lassen. Sei 7 ein beliebiges, auf ein © 
regulires Isothermensystem (x, y) bezogenes Teilgebiet von 2, R ein in 
demselben befindliches Kechteck mit den Seiten 

z=a,2=b(b>a); y=a, y=) (US). 
Setzen wir zur Abkiirzung: 


(19) Py 4.m— Pn =Pa,mi S Samy =%, 03 48,(b—a) (b'—a’) = 0. 


Da A,¢,,,, wegen e >0, eg —f* > 0 positiv definit ist, so gilt die Un- 
gleichung (17) a fortiori, wenn das Integral nicht tiber ganz Q, sondern 
bloB iiber ein Teilgebiet von Q erstreckt wird; insbesondere ist fiir ein 
beliebiges Teilgebiet R’ von R 


SJ nde = { (fu) = ‘+ (Se) dzdy < 4e, 


*) S. ,,Hilbert, I § 7. 
**) Hilbert, I* § 5. 
***) Uber eine neue Methode zur Lisung gewisser Variationsprobleme der mathe- 
matischen Physik“, J. f. Math. 135, § 13 u. 14. 
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Lf Ce y dady <4e,, 


woraus nach der bekannten Schwarzschen Ungleichung folgt. 


(20a) ies dxdy | <9d,, 


und analog 


(20) Lyre <8,. 


Durch Anwendung von (20a) auf ein Teilrechteck von R mit den Seiten 
x=a, e(a<a<b); y=a,d’ 
und Ausfiihrung der Integration nach x ergibt sich 


und a fortiori 


Z 

(21) Se nm(ey) ay|<8,+1%, 4] a<asd; 
y=a’ 

und daraus: 


2, 0 : 
22) | [fo n(ay)dady| <8,(b—a) +|%,,,|(b—a); a<m, a <b. 


Analog ergibt die Anwendung von (20b) auf ein Teilrechteck mit den 
Seiten «= %,, %(a<4,, 2% <b); y= a, y(a’Sy<b) 


| fPam (ty) dt — [p,m (wa’) de =\A, | <8, 


, 
| fAnmdy | <0,0'—a/), 
y=a 


und daraus wegen (22) 


(23) | J Pum (aa’)da|<d (1 + r=) + |®, | yas =. 


Nochmalige Anwendung von (20b) ergibt schlieBlich die wichtige Ab- 
schiitzung 


AL, 1 <b, 


SL Pnm (wy) de | <8, 2+ 5—* + |®%, n!° 5 , , 
- ays’. 


Dieselben Schritte, welche zur Herleitung von (23) gefiihrt haben, nur 
unter Bevorzugung von y wiederholend, findet man unter Benutzung von (I) 
Mathematische Annalen, LXXI. 13 
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a<a2<b, 
UL, Yo Sd. 





Ya , , 
(il) (JS Pam (ay) dy | <0, (3+25—*) + |o,,,| 
n 

Die beiden letzten Ungleichungen bleiben auch bestehen, wenn die Integrale 
iiber ein beliebiges in R gelegenes, stetig differenzierbares Kurvenstiick, 
das von einer z- bezw. y-Kurve nur in einem Punkte getroffen wird, 
— oder wie wir kiirzer sagen wollen, glattes monotones Kurvenstiick — 
erstreckt werden. 

8a. Wir wenden jetzt die gefundenen Abschitzungen auf den Be- 
reich @, und ein in demselben befindliches Rechteck R, an, als dessen 
eine Seite wir das Kurvenstiick S, wihlen. Nach Voraussetzung (18) ist 


SL Pnmdo= 0 (n,m=1,2,---), woraus auf Grund von (I), (Il) der Satz 


resultiert: Die tiber eine v- bezw. u-Kurve erstreckten Integrale 
(24) J (ue) du bezw. SGq(ue) dv 


konvergieren gleichmaBig fiir alle Werte der Variabeln u,, u,, v bezw. 
U, u,, V, in Ry, und es stellen demnach — unter u, v einen festen Punkt 
in R, verstanden — die Ausdriicke 


L, [o.du und |, fondo 


zwei stetige Funktionen von (u,v) in R, dar. 

Ist ferner S ein in R, befindliches glattes monotones Kurvenstiick, 
sodaB wir einen variabeln Punkt auf S sowohl durch Angabe seiner u- wie 
seiner v-Koordinate charakterisieren kénnen, so folgt nach der Bemerkung am 
Schlusse des vorigen Abschnittes, daB auch die lings S erstreckten Integrale 


f pau und J Gav 
se’ sv 
mit unbegrenzt wachsendem  konvergieren und zwar gleichmiBig fiir alle 
Punkte wu’, u” beaw. v’, v” auf S. 

Wie man sich mittels partieller Integration leicht tiberzeugt*), kon- 
vergieren alsdann auch die Integrale 


J ofdu und { 9,fde, 
Ss Ss 
wenn f irgend eine stetig differenzierbare Funktion bedeutet. 


*) 8. Hilbert, I* § 9. 
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Man hat nur (I), (II) wiederholt zu benutzen, um zu erkennen, daB 
alle Resultate auch fiir ein beliebiges in m, befindliches Rechteck bestehen 
bleiben. 

8b. Nachdem wir so aus der fundamentalen Ungleichung (17) alle 
notigen Folgerungen abgeleitet haben, ergibt die Anwendung der funda- 
mentalen Gleichung (16a) nach Hilbert*) und Ritz**) die Existenz der 
Funktion 


u+Au o+Ao 
Son du Sendv 
(25) e@ L Lb aan L L aa: 
Au=0 n=0 faw Ac=0 n=0 fav 


und ferner, daB dieselbe innerhalb FR stetig differenzierbar ist und der 
Gleichung geniigt 


(26) Ag = 22 + 28. 
Da aber RF ein beliebiges Rechteck in @, sein konnte und a, 8 nur in Q, 
von Null verschieden sind, ist also durch Formel (25) @ im Innern des 
Bereiches @, als eine eindeutige, stetig differenzierbare und — vom Be- 
reich Q, abgesehen, wo sie der Gleichung (20) geniigt — harmonische 
Funktion von (u,v) erklirt. 

9 Bevor wir daran gehen, den Definitionsbereich der Funktion 
zu erweitern, bemerken wir Folgendes. Sei wieder R ein beliebiges Recht- 
eck innerhalb , C ein in demselben verlaufendes, glattes monotones 
Kurvenstiick. 

Es folgt zunichst aus der Definition von m (24), (25) unmittelbar, daB 


(27a) L_f(.—9)du=0, 
(27) L Siv,—9)ao=0, 


und zwar konvergieren die tiber eine v- bezw. u-Kurve erstreckten Inte- 
grale gleichmaBig fiir alle Werte von u,,u,.,v bezw. u,v,,v, gegen Null. 
Es ist aber auch 


(28a) L S(v.—9) du =0, 
(28b) L_J@,-9)4v=0, 





*) ,,Hilbert, I* § 7. 
**) W. Ritz, loc. cit. § 14. 
18* 
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wobei die lings C erstreckten Integrale gleichmiBig fiir alle Punkte u’, x” 
bezw. v’, 0” auf C konvergieren. 

Denn ist ¢ eine beliebig klein vorgegebene positive GréBe, so approxi- 
mieren wir unsere Kurve C durch einen aus abwechselnd zur u- und v-Achse 
parallelen Stiicken bestehenden, in R verlaufenden und C nicht durch- 
setzenden Kurvenzug C’ derart, daB das zwischen C und C’ befindliche Gebiet f 
kleiner oder gleich 6? ausfallt. Unter ne oy é verstehen wir hierbei 


die kleinere der beiden Zahlen sya mm und = Se Te)’ wobei d, = D*(q,), 
und Dg(p) den Wert des Dirichlet-Hilbertschen — von fir das 
Gebiet R bedeutet. Jedem zur w-Achse parallelen Stiicke A, von C’ ent- 
spricht auf C ein Abschnitt A,; H sei die Anzahl dieser Stiicke. Enthiilt 
R ganz oder teilweise das Gebiet Q,, setze ich noch 











(29) B(uv) = { Blue) do (v=qa’ eine Seite von R). : 
Es ist dann identisch fiir jeden Wert des Index n: : 
(30) ji (9,—9)du— >! Ue. B) du— J (y—B) du 


~ 2 Jie. Bau fio dav}4 5) (for B)du— Le B)du) 
+>? I fo B) du -fio- —B) du}. 


Wird mit r (w’,w) das lias den Kurven u=w', u=u” befindliche 
Stiick von [ bezeichnet, so folgt weiter mit Riicksicht auf (29) 


| > | S(@.—B) du— f(g,—B)au} = ff (2%—B) dudv| 


Tw, u”) 


und nach der Schwarzschen Ungleichung 
<0; Die an Oe) V [Janae <VD*(g,)-8 <Vd,-0< = 


Tw, uw”) 
und analog 


> | f(o—B) au ~Jo-8) au} <VDi()-VE <5 
Wegen (27a) en wir jetzt einen Wert N des Index m angeben, derart, 
dab fiir alle »> WN und jedes nenenige » zur u-Achse parallele Stiick A, in R 


i | 
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Es folgt dann fiir den zweiten Bestandteil der rechten Seite von (30) 
21 J(o,—B)au— f(o—B) du}| < DB! [o—9)au| 5 5 
4; 4; 4; 


Mithin ist fiir alle n> N und zwei beliebige Punkte w’, u” auf C 


” 


SG.-9)dui Se qed. 
Cu’ 
Der Beweis fiir die Gleichung (28b) verlauft analog. 

10. Sei jetzt w, ein zweiter auf ein reguliires Isothermensystem (w, , v,) 
bezogener Bereich, welcher den ersten @, teilweise tiberdecken mége. In 
dem beiden gemeinsamen Bereich ,, sind u,, v, regulire harmonische 
Funktionen von «, v und umgekehrt. Um die Definition von » auf den 
neuen Bereich auszudehnen, ist offenbar nur zu zeigen, dab, wenn S, ein 
innerhalb @,, gelegenes, (geeignet gewiihltes) Stiick einer Kurve u, = const. 


bezw. v,= const. bedeutet, die Integrale | [i 7,40, bezw. | | Pn du, mit un- 
Sy Sy 


begrenzt wachsendem » konvergieren. Denn dann lassen sich auf Grund 
der Formelu (I), (IL) offenbar fiir den neuen Bereich w, aus der funda- 
mentalen Gleichung und Ungleichung (16a), (17) dieselben Schliisse ableiten 
wie vorhin fiir @,. Nun ist aber 


(31) J. dv, —J% ( du + a dv) 


und jeder der beiden Bestandteile rechts konvergiert nach Abschnitt 8a, da ja 
Ov, 
ou 
kénnen, daB das Kurvenstiick S, von einer u- und v-Kurve nur in einem 
Punkte getroffen wird, bezw. sich in eine endliche Anzahl solcher Stiicke 
zerlegen laBt. Mithin existiert in , die Funktion 


und a stetig differenzierbare Funktionen sind und wir annehmen 


mtAu, m1 +Ar, 
SPn du, Sen dv, 
(32) yp = L L 3 = L L ay 








Au,=0 n=0 Av, =0 n=0 


Uy, f dv, 
und ist daselbst — wenn wir Q, auBerhalb befindlich annehmen — eine 
eindeutige regulire Potentialfunktion. 

11. Stimmen nun die beiden durch Formel (25) und (32) definierten 
Funktionen in ihrem gemeinsamen Definitionsbereich @,, auch wirklich 
tiberein? DaS dem in der Tat so ist, erkennen wir auf Grund des mittels 
partieller Integration leicht zu beweisenden Hilfssatzes: 
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Sei A ein innerhalb @,, befindlicher Punkt mit den Parameterwerten 
(u, v) bezw. (u,,v,) und f eine in einer gewissen Umgebung von A stetig 
differenzierbare Funktion, fiir welche tiberdies f(A) +0 ist. Dann folgt 


aus der Existenz von 


m+ Amy m+Auy, 
Sonam, Sent du, 
LL “sum ‘die Existenz vn |, L “3, 
4u,=0 n=0 fav “” Au,=0 n=” [fdu 2 
U, j ‘ 
bad | 


und beide Ausdriicke sind einander gleich. 
aa du\? du\? 
Da wegen der Regularitit des Systems “ v) (5a) + (5) + 0, 
u 

a eu, dy 

ou . - ° r cu 
f==» so ist lings einer v,-Kurve (wegen dv, = 0) fdu, = oa, du, =du 

OU, 1 


mégen wir annehmen, daB im Punkt A etwa +0 sei. Setzen wir 


und mithin nach dem Hilfssatz 


utAu, gras 
Sn du, JPn du 
(33) LL, L a Au Hy L ; utAu? 
_—) fau 
uy u 


wo die Integrale auf beiden Seiten tiber ein kleines Stiick der durch A 
laufenden v,-Kurve erstreckt sind und wir nur das eine Mal (u,,v,), das 
wudere Mal (u,v) als die unabhiingigen Variabeln auffassen. Wegen (28) 
erkennt man aber ohne weiteres, dab die rechte Seite von (33) den Wert 
von m im Punkt A hat, mithin in der Tat @ = @ ist. 

12. Die ganze Herleitung, bei welcher ja nichts iiber die spezielle 
Natur der beiden Isothermensysteme vorausgesetzt wurde, lift die Tat- 
sache erkennen, da die Definition von g tiberhaupt von der Wahl des 
benutzten Isothermensystems unabhingig ist. ist also bis jetzt in +0, 
als eine eindeutige und — abgesehen vom Bereich Q,, wo sie der Glei- 
chung (26) geniigt — reguliire harmonische Funktion des Ortes auf der 
Flache erklirt. 

Es ist klar, wie man den Definitionsbereich von @ jetzt sukzessive 
weiter ausbreiten kann. Wir nehmen einen dritten auf ein reguliires 
Isothermensystem bezogenen Bereich @,, welcher mit einem der vorher- 
gehenden ein Stiick gemein hat, und erhalten durch denselben Schritt, 
der von @, nach @, fiihrte, jetzt die Definition von » fiir den Bereich a,. 
Nun ist aber klar, daB einerseits — nach dem, was gerade betont wurde — 
der Wert von @ nur von der betreffenden Stelle, nicht von dem Wege, 
wie man zu derselben von @, aus gelangt, und den dabei benutzten Iso- 
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thermensystemen abhingt, andererseits, daB sich jeder abgeschlossene, in 
Q gelegene Bereich mit einer endlichen Anzahl solcher Bereiche o, tiber- 
decken laBt. Es existiert daher » im ganzen Bereich Q und ist — ab- 
gesehen von Q, — eine eindeutige reguliire Potentialfunktion. Uber ihr 
Verhalten auf dem Rande und vornehmlich im Eckpunkt kénnen wir erst 
dann Aufschlu8 erhalten, nachdem ihre Minimaleigenschaft nachgewiesen 
ist, d. h. daB die untere Grenze d der Werte des Dirichlet-Hilbertschen 
Integrals fiir alle zuliissigen Funktionen von der Funktion @ wirklich 
erreicht wird. - 

13. Der Nachweis*) hierfiir ergibt sich direkt auf Grund eines Hilfs- 
satzes, den ich einer giitigen Mitteilung von Herrn H. Weyl verdanke**); 
derselbe lautet: Ist in einem Bereich 7 der zy-Ebene eine ein- 
deutige stetige Funktion » und eine Folge (stiickweise) stetiger Funktionen 


{vw} =, vo,°--,¥,,°°* erklirt, derart, daB fiir alle » von einem festen 
Index N ab 
(34) Sie dady< WM, 
T 

(35) L ffv,dzdy =f fvdzdy, 
wo r ein beliebiges Rechteck innerhalb 7 bedeutet, so existiert auch das 
Integral 

J / vdady 

t 


und geniigt der Ungleichung 
(36) JS [edady <M. 
t 


Zum Beweise fassen wir 7’ als Limes einer Folge ineinander geschach- 
telter, von reguliiren Kurven begrenzter Bereiche 7,(h=1,2,---) auf. 
Es ist nach der Schwarzschen Ungleichung, wenn wir einfach 


JSfaady -—r 
setzen, : 
(37) 1 ([fvdrdy) <ffwdady, 





*) Derselbe wire natiirlich auch indirekt, analog dem Hilbertschen Beweise 
(,,Hilbert, I § 9) zu fiihren. 

**) Vgl. auch die beiden folgenden Arbeiten von E. Fischer und F. Riesz, wo 
sich Uberlegungen Shnlicher Art finden: E. Fischer, Sur la convergence en moyenne; 
C. R., 13. Mai 1907, S. 1023ff.; F. Riesz, Systeme integrierbarer Funktionen, Math. 
Ann. 69 (1910), § 6. 
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und die analoge Ungleichung gilt fiir alle Funktionen der Folge {yw}. 
Ferner ist wegen der Stetigkeit von w, wenn wir mit m das Minimum von » 
in r bezeichnen, 


(38) 2 (fv dz dy) > m*.r 


Haben wir jetzt in der Ebene von 7 in der iiblichen Weise eine Recht- 
eckseinteilung und summieren tiber alle innerhalb 7, befindlichen Recht- 
ecke, so kommt 


> + (S/v.dzdy)'< M, (84),(37) 
>; Ue dzdy) <M, (86) 


s mr, <M (38) 


und fiir eine Folge von Teilungen, deren gréBtes Rechteck gegen Null 
abnimmt, im Limes 


[[wdcdy<M 
i 
fiir jeden Wert des Index h. Es existiert daher 


L [fv dxdy = {{wdardy und ist <M. 
ane A “ 


Um die Anwendbarkeit des Hilfssatzes zu erkennen, bemerken wir 
Folgendes: Ist ¢ eine beliebig klein vorgegebene positive GréBe, so labt 
sich nach Abschnitt 6 immer ein Index N finden, soda fiir alle n > N 
D*(y,) < d+ ist. Ferner lift sich jeder abgeschlossene, in Q liegende 
Bereich sicher in eine endliche Anzahl jeweils auf ein reguliires Isothermen- 
system bezogener Bereiche zerlegen. Ein einzelner solcher Bereich, z. B. a), 
liefert zu dem Dirichlet-Hilbertsche Integral den Beitrag 


SIN (Ge «) + (52 — p)’ | dudv, 


ee, ee stetige, Ye , ee (n=1,2,---) stiickweise 


stetige Funktionen. Ferner ist nach (28) 
’ *a Pn J *0 @ 7 
LJJ Ou dudv =| f Du dudv, 


und eine analoge Gleichung besteht fiir die Ableitung nach v, sodaB also 


und es sind daselbst 
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alle Voraussetzungen erfillt sind. Es existiert daher nach dem Hilfssatz 
D*(g) und ist < d+, woraus aber sofort folgt 


(39) D*(g) = d. 


IV. 
Erledigung der Abbildungsaufgabe. 


14. Durch ihre Minimaleigenschaft ist die Funktion » (bis auf eine 
willkiirliche additive Konstante) vollstindig charakterisiert — also ganz un- 
abhiingig davon, wie wir die Folge {gq} (Abschnitt 6) ausgewihlt haben. 
Denn ist @ eine zulissige Funktion, fiir welche gleichfalls die Gleichung (39) 
besteht, so folgt mit Riicksicht auf die auf = m — m angewandte 
Variationsgleichung 


(40) D*(g, &) =f V*(9, do =0 


sofort D(@—q)=0O und daraus g — » = const. q.e.d. Nunmehr bilden 
wir die Funktion 

U=9+9, 
welche wegen (10)—(13) eine in ganz 2 — vom O-Punkt abgesehen — 
regulire Potentialfunktion vorstellt und normieren die willkiirliche additive 
Konstante so, daB im O-Punkt 
(41) U= 75a + ((0)), 
wobei ((0)) eine im O-Punkt reguliire, verschwindende Funktion ist. Fiir 
U besteht die Variationsgleichung*) (40) 


(42) [J VO, t)do =0, 


wobei Q* aus Q dadurch entsteht, da® man die Umgebung des O-Punktes 
durch eine beliebige, hinreichend kleine analytische Kurve C ausschlieBt, 
und € eine zulissige Funktion ist, welche iiberdies lings C verschwindet. 

Daraus folgt**), daB U — ganz unabhiingig von der Wahl der Be- 
reiche und Funktionen K, Q, ®, «, 6 (Abschnitt 5) — in eindeutiger 
Weise dadurch charakterisiert ist, daB fiir jeden den O-Punkt ausschlieBSenden 


*) Dieselbe ist mit (40) identisch, falls die Kurve C auBerhalb Q, verliiuft — 
ygl. Abschnitt 5. Man iiberzeugt sich jedoch leicht, da® dieselbe auch bestehen 
bleibt, wenn C ganz oder teilweise innerhalb Q, verliuft; vgl. eine diesbeziigliche 
Bemerkung bei P. Koebe, Uber die Uniformierung beliebiger analytischer Kurven, 
4. Mitteilung, Gott. Nachr. 1909, S 333. 

**) Vgl. P. Koebe, a. (in der letzten Anmerkung) a. O. S. 334. 
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Bereich Q* das Dirichletsche Integral Do-(U) = Lf Uda existiert, die 


Variationsgleichung (42) besteht, und U sich in O-Punkt gemaB (41) 
verhilt. 

Bezeichnen wir jetzt mit V die zu U konjugierte Potentialfunktion, 
so liBt sich mit Herrn P. Koebe*) in einfacher und eleganter Weise 
schlieBen, daB durch die komplexe Funktion U + iV Q auf einen schlichten, 
den unendlich fernen Punkt im Innern enthaltenden Bereich konform ab- 
gebildet wird, dessen Berandung aus zwei zur U-Achse parallelen Schlitzen 
besteht, wovon einer der Randkurve © von Q, der andere dem Eckpunkt FE 
entspricht. 

Nach der im 4. Abschnitt gegebenen Definition gehen die Kurven 
U = const. und V = const. richtungstreu und der Ausdruck A, U stetig 
iiber die Kanten. 

Unsere letzte Aufgabe ist, zu zeigen, daB sich der dem Eckpunkt 
entsprechende Schlitz auf einen Punkt reduziert oder m. a. W., daB sich 
der Realteil U — ebenso wie es mit dem Imaginirteil V der Fall ist — 
im Eckpunkt bestimmt verhiilt. 

15. Den Nachweis hierfiir erbringen wir auf die Art, daB wir auf der 
Fliche eine Folge von Kurven C,, C,,---, C,,--+- konstruieren, welche 
den Eckpunkt umschlieBen und sich im Limes fiir » = oo auf diesen 


selbst zusammenziehen und fiir welche der Wert des Integrals J VA, Uds 


gegen Null konvergiert. Dasselbe ist aber nichts anderes o der Aus- 
druck fiir die Liinge der Bildkurven in der U, V-Ebene und diese miiBte, 
wenn der Schlitz die von Null verschiedene Liinge a besiBe, notwendig 
oberhalb der positiven GréBe 2a bleiben, was einen Widerspruch ergiibe. 

Wir iiberdecken zuniichst eine gewisse Umgebung des Eckpunktes E 
mit einer Anzahl teilweise tibereinandergreifender Isothermensysteme in 
folgender Weise: Seien mit 1,1, 2, Il, 3, II, 4,--- kurz die Kanten bezw. 
Flichenstiicke (letztere mit rémischen Ziffern) bezeichnet, wie sie bei Um- 
gehung von EF in einem gewissen Sinne aufeinanderfolgen. Mit Riicksicht 
darauf, daB die einzelnen, die Ecke bildenden Teilfliichen durchaus bis an 
die Kanten und den Eckpunkt heran als reguliir vorausgesetzt wurden, 
soda8 man sich dieselben etwa noch ein Stiick dariiber hinaus in reguliirer 
analytischer Weise fortgesetzt denken kann, liBt sich (nach Abschnitt I) 
ein leotherspeneyotem (p~,, %) angeben, welches die Flichen I und Il 


5 Uber die Hilbertsche Uniformisierungsmethode, Géttinger Nachr. 1910, 
8. 59—74. Vgl. insbes. S. 68—73. Siehe auch die Dissertation von R. Courant, Uber 
die Anwendung des Dirichletschen Prinzipes auf die Probleme der konformen Ab- 
bildung. Gdttingen 1910 (abgedruckt in diesem Bande der Math. Ann.). 
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(natiirlich nur in einer gewissen Umgebung von E) iiberdeckt und bis 
an die Kanten 1,3 und £ heran reguliir ist; in der gleichen Weise laBt 
sich ein Isothermensystem (p,, g,) angeben, welches II, III tiberdeckt und 
bis an 2,4 und E heran regulir ist. Mit dieser Uberdeckung fahren wir 
fort, bis wir zum Flichenstiick I zuriickkommen. ; 

Sei (p, g) ein beliebiges dieser Systeme, w der abgeschlossene, den 
Eckpunkt auf dem Rande enthaltende Definitionsbereich desselben, und 
erhalte das Bogenelement der Fliche bei Einfiihrung von (p, q) in @ die 
Gestalt ds*= A(dp*+ dq"), so existieren wegen der Regularitiit*) des 
Systems zwei feste positive Zahlen 2,, A,, sodaB in 


(43) O< Sis. 


Wir betrachten jetzt den Bildbereich von @ in der p, q-Ebene und be- 
zeichnen, wenn 7’, C,1 bezw. einen Bereich, eine Kurve, deren Liinge auf 
@ bedeutet, die entsprechenden GréSen fiir den Bildbereich mit 7, C, J. 
Dann ist 


(44) S[a,Udo =f (U3+ U} dpaa, 
? T 

(45) {VBUds—[VUR+U}de (aa = dp*+-da" 
e G 


und wegen (43) ; 
e 7 ds 
(46) x </ do=l Sin 
Cc 


Fiir den Wert des Ausdruckes YU?+ U? in einem bestimmten Punkt 
(p, q) erhalten wir aber sofort eine Abschiitzung mittels des Dirichletschen 
Integrals, wenn wir um den betreffenden Punkt einen Kreis K vom 
Radius r legen und den Gaufschen Mittelwertsatz anwenden**), es ergibt sich 


U(p, a) =z) Udpda, 
K 


p. _ 
Vio 


lA 


analog — 
U,= az. J U,dp dq 
Kx 


und mittels der Schwarzschen Ungleichung 


(r'x)? U3 < [| Uzdpdq- rx, 
K 


*) Vgl. die Definition im Abschnitt 2. 
**) Vgl. P. Koebe, Uber die Uniformisierung beliebiger analytischer Kurven IV, 
a. a. O. 8S, 3839—340. 
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und da fiir die Ableitung nach g die analoge Ungleichung gilt, die wich- 
tige Abschiitzung*) 


LaBt sich diese Konstruktion fiir alle Punkte eines gewissen Kurven- 
stiicks @ von der Lange 7 ausfiihren und bezeichnen wir das von simt- 
lichen Kreisen bedeckte Gebiet mit [, so ist nach (43), (46) 


— , i 
JVvar+ Upaa< VIS G+ U3) dp dq 


(48) - 
i= ye VIF ave. 


Jetzt denken wir uns auf der Fliche eine unendliche Folge von ein- 
fachen, den Eckpunkt umschlieBenden Kurven {C} = C,, C,, ---, C,,--- 
konstruiert von folgenden Eigenschaften: Wird mit L, die Linge von C,, 
mit [, das von C, begrenzte, E im Inneren enthaltende Gebiet sowie 
dessen GréBe bezeichnet, so ist 

1. LF,=9, 


2. C, liegt innerhalb [,_,. 

3. Zu jeder Kurve C, laBt sich eine positive GréBe 9, angeben derart, 
da8 a) um jeden Punkt P von C, ein in [,_, liegendes Gebiet abgegrenzt 
werden kann, welches nicht tiber zwei Kanten hinausgreift und fiir welches 


der Wert des Integrals J ds, erstreckt von P nach einem beliebigen 


Randpunkt des Gebietes lings einer beliebigen mit stetiger Tangente ver- 
sehenen bezw. richtungstreu iiber eine Kante laufenden Kurve, nicht 
kleiner als 9, ausfallt; b) eine positive GréBe G existiert, sodaB fir alle n 
on < G. 
= 
Die Erfiillbarkeit der Forderungen 1—3a) ist evident; was die Forderung 3b) 
angeht, so kommt hierbei wesentlich in Betracht, daB die einzelnen Teil- 
flichen mit einem von Null verschiedenen Winkel an F heranreichen. 
Sei fiir den Augenblick » ein beliebig, aber fest gewihlter Index; 
nach den gemachten Voraussetzungen und (46) laBt sich, wenn P ein be- 


*) Vgl. P. Koebe, am letztgenannten Ort und R. Courant, Zur Begriindung des 
Dirichletschen Prinzipes, Géttinger Nachr. 1910, 8. 156. 
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liebiger Punkt auf C,, P sein Bildpunkt in der Ebene eines der oben 
eingeftihrten Isothermensysteme ist, um P ein Kreis legen, dessen Radius 
(49) 2K @, 

ist. Es folgt dann aus (44), (47), (49), indem wir C, in geeignete, je 
einen Kantenpunkt enthaltende und innerhalb des Definitionsbereiches je 
einer der oben eingefiihrten Isothermensysteme verlaufende Stiicke zer- 
legen, durch Summation iiber diese verschiedenen Stiicke 


) fve Tas = DJ VG+ Uae < reve [J a,.Ude. 


Setzen wir schlieBlich - 
1 A 
a VEe=a, 


so ist wegen Voraussetzung 3b) 
[VEUas < AY [fa, Udo. 
Cn Tn-1 


Da aber A eine von » unabhingige GréBe ist, wihrend [,_, und damit 
auch der Wert des Dirichletschen Integrals rechts mit unbegrenzt wachsendem 
n gegen Null konvergiert, so folgt 


L f[VAUds=-0 qed 


n=o C. 


Hiermit sind wir in der Tat in der Lage, den Satz aussprechen zu kénnen: 

Die Oberfliche jeder riiwmlichen Ecke (der unter 1 prézisierten Art) 
kann konform — im Eckpunkt selbst nur stetig — auf die schlichte, mit 
einem geradlinigen Schlitz versehene Ebene abgebildet werden. 

Zufolge dieses Satzes reprisentiert jede geschlossene, aus endlich vielen 
regulir analytischen Flichenstiicken bestehende Fiche, welche keine anderen 
Singularitdten als Kanten und Ecken darbietet, ein algebraisches Gebilde im 
Sinne Riemamns. 


Gottingen, Pfingsten 1910. 
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Anwendung der Integralgleichungen auf ein Problem der 
Theorie der automorphen Funktionen. 


Von 


Rosert Kénie in Leipzig. 


I, Vorbemerkungen. 


1. Die vorliegende Arbeit kniipft unmittelbar an den (gleichbetitelten) 
Abschnitt XX in Hilberts*) sechster Mitteilung zur Theorie der linearen 
Integralgleichungen an. Es handelt sich daselbst um die lineare homogene 
Differentialgleichung 

s 1 1 d «+B 

OO erat et ee 9" 

mit den vier, auf der reellen Achse gelegenen singulairen Punkten a, b, c, co 
(a>b>c), den zugehérigen Exponentenpaaren 0,0; 0,0; 0,0; 1,1 und 
dem im folgenden stets als reell vorausgesetzten akzessorischen Parameter B. 
Das Problem ist, denselben so zu bestimmen, ,,daB der Quotient zweier 
partikulirer Lésungen bei den Umliiufen der komplexen Variabeln « um 
die singuliren Punkte stets Substitutionen mit reellen Koeffizienten erfahrt.“ 
Dasselbe ist offenbar iiquivalent damit, B so zu bestimmen, daf das null- 
winklige Kreisbogenviereck, auf welches die (obere) z-Halbebene durch 
den Quotienten » zweier Partikularlésungen abgebildet wird, einen Ortho- 
gonalkreis besitzt. Man hat dann nur eine solche lineare Funktion von 7 
zu nehmen, daB der Orthogonalkreis in die reelle Achse tibergeht. 

Bestehen die Ubergangssubstitutionen 


(2) y,° = ve — Mth" 
4° = 9, —ny,’, 


*) Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen, 6. Mit- 
teilung, Gott. Nachr. 1910, 8. 407—411. 

















207 


so zerfallt die allgemeine Bedingung*) fiir das Vorhandensein eines Ortho- 
gonalkreises (1,1,—=,,), wie man sofort sieht, in die folgenden:**) 


Integralgleichungen und automorphe Funktionen. 


lL. lan, 
Ila. 1=oo, Ilb. n= co, 
Die zum singuliren Punkt z= b gehérigen Fundamentallésungen 
y,” = B,’(«@ —b) 
ys’ = By'(w—b) + log (x — db) - P,(@#—b) 


wurden dabei so normiert, daB fiir z = b, 


(3) ¥,’ = f= 1 

ist und ferner wurde 

’ Ye’ = Ys fir «>b 
(4) 


=y,’—iay, fir c<b 

gesetzt, wobei unter dem auftretenden Logarithmus sein Hauptwert zu 
verstehen ist. Die Normierung der zu den Punkten «=a und t=c 
gehérigen endlichen Fundamentallésungen y,*, y,° ist dann durch (2) selbst 
gegeben. Jede in dem einen Intervall ba oder be erklirte reelle Lésung 
ist alsdann eine reelle Verbindung von y,’, 9,’ (¢,y,° + %¥,") und wir 
kommen iiberein, dieselbe im andern Intervall durch dieselbe Formel zu 
erkliren. (Hilbertsches Fortsetzungsprinzip.) 

2. Die Anwendung der Integralgleichungen auf das Problem I ist 
insofern von Interesse, als es sich dabei um das den singuliren Punkt 
x =b im Inneren enthaltende Intervall ca handelt; wir werden so auf 
eine orthogonale Integralgleichung mit unendlich vielen positiven und un- 
endlich vielen negativen Eigenwerten gefiihrt, bekommen einen Satz tiber 
die Entwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion in dem den singuliren 
Punkt «= im Innern enthaltenden Intervall ca (Abschnitt IT) und stellen ein 
neues damit in Zusammenhang stehendes Variationsproblem auf (Abschnitt III). 


II. Das Entwicklungstheorem. 


3. Indem wir (1) mit p = («—a)-(a—b)-(a—c) multiplizieren und 
B+b=A setzen, geht (1) iiber in die selbstadjungierte Form 


(*) AW) = Ly) +4-y =A (p 4) + Dy + ay =0. 

*) Vgl. hierzu: F. Klein, Bemerkungen zur Theorie der linearen Differential- 
gleichungen 2. Ordnung, Math. Ann. 64, 8. 175--196. E. Hilb, Uber Kleinsche 
Theoreme in der Theorie der linearen Differentialgleichungen, Math. Ann. 66, 
8. 215—257, und die auf Anregung von Herrn E. Hilb verfafte Erlanger Diss. des 
Herrn Gerstenmeier, Beitrige zur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit 
vier und fiinf singuliiren Stellen; insbes. § 4. 

**) Man sehe die Figuren im letzten Abschnitt. 
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Wir wollen (was ohne Einschriinkung geschehen kann) annehmen, dab 
fir 4=0 1,—m,+0. Den Ubergang zur Integralgleichung gewinnen 
wir durch Aufstellung der fiir den Bereich es: a erklirten und die 


Bedingungen: endliches Verhalten bei z =c¢ und « =a, Verhalten gemiiB 
dem Hilbertschen Fortsetzungsprinzip bei 2 = b, erfiillenden Greenschen 
Funktion 


, 1 

(5) Get)= Jy-r@ee) 2st 
- cs -a(x)y(§)  2>6. 

Hierbei wurde zur Abkiirzung das Symbol 


©) (we) =p (w 2-0 4 
benutzt und 
(7) ce(x) = Yio» y(2) = Vio 


gesetzt, wobei der Index Null andeuten soll, daB die betreffenden Lisungen 
zum Parameterwert 4 = 0 gehéren. (ay) hat im ganzen Intervall ca den 
(nach Voraussetzung) von Null verschiedenen Wert (n,—J,) -(b—a)-(b—c), 
wie man durch Bildung des Limes fiir z = b findet. 

4. Das nicht abgeschlossene Intervall e<x<b, b<u<a heibe 
kurz das Intervall J. Wir fragen zuniichst — nach dem Vorgang von 
H. Weyl*) — nach den notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, 
da8 sich eine Funktion f(x) in J mittels einer in J stetigen, bei x = a,b,c 
quadratisch integrierbaren Funktion g(z) in der Form 


f(a) = fG(x,&) 9(@) ak 
darstellen laBt. ‘ 
Angenommen, es besteht eine derartige Darstellung, so folgt un- 

mittelbar, daB 

I. f in J stetig und bei « = a,b, ¢ quadratisch integrierbar ist. 
Da L(f(z)) = — g(a), folgt 

II. daB auch L(f) in J stetig und bei x = a, b, ¢ quadratisch inte- 

grierbar ist. 

Bilden wir 


(7) = («r) fr® 9@) a8; (fe) = (ye) fal) 98) a, 


*) Uber gewdhnliche Differentialgleichungen mit Singularitiiten und die zu- 
gehérigen Entwicklungen willkiirlicher Funktionen, Math. Ann. 68, 8. 220—269, 
Kap. II. Siehe auch H. Weyl, Uber gewdhnliche lineare Differentialgleichungen mit 
singuliiren Stellen und ihre Eigenfunktionen, Gétt. Nachr. 1910, S. 37—63 und 
Kneser, Math. Ann. 63, S. 483—486. 















Integralgleichungen und automorphe Funktionen. 


Illa. lim (fy) = 
xz=c+0 
IIb. lim (fa) = 
z=a-0 
Ie. lim anol , lim (fa) ptt 0 ’ 
= e=0 ‘Sao—6 


Umgekehrt, wenn f die Bedingungen I—III erfillt, ergibt die Greensche 
Formel fiir ein beliebiges € in J: 


“ J(fL(@) — @L(f)\dx = — [G(a, &) L(fia))dx 
ja=E+d jax aa” 


= — lim (f) — lim (FG) "7", — lim (FG) |"")""+ lim (6). 


Nun ist nach (5) 
fir 2<t: (fG)= - «(&) (fr), 


fir >€: (fG)= te 7 VG) (fe), 


mithin nach IIa, IIb der erste und letzte Term auf der rechten Seite 
von (8) gleich Null; ebenso folgt aus IIc, daB der vorletzte Term den 
Wert Null hat, wihrend der zweite gleich /(&) ist. 

Also gestattet in der Tat f(x) mittels der in J stetigen, bei x =a, b,c 
quadratisch integrierbaren Funktion 


; g(x) = — L(f@)) 
in J die Darstellung 


f(a) =f G(a, 8) 9(&) a. 


5. Der reelle Wert 4 heibe ein Eigenwert des Problems I, wenn eine 
reelle, in J stetige und bei x= a,b,c quadratisch integrierbare Liésung 
y(x, 4) von (1*) existiert, welche die Bedingungen III erfiillt. Da wegen 
(1*) die Bedingung II von selbst erfiillt ist, folgt aus 4. dab 


(9) y = —[G(a, &) Ley) dt =1,fG(@, 8 y(8) ak. 


Besitzt umgekehrt die homogene Integralgleichung 


(10) u(a) — vf G(a, &) u() de = 0 


fir einen reellen Parameterwert v = 4 eine in J stetige, bei x = a,b,c 
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quadratisch integrierbare Lisung u = y(x, 4), so folgt, daB L(y) = — Ay 
und y die Bedingungen III erfiillt, d. h. daB y eine Eigenfunktion des 
Problems I ist. 

6. Die Bedingungen III sind aber, falls f eine Lisung der Differential- 
gleichung A(y)=0 ist, aquivalent mit der Forderung, f= y(z, 4) soll 
sich an den Stellen «=a und «=e endlich, bei z=b gemaB dem 
Hilbertschen Fortsetzungsprinzip verhalten. Die erstere Behauptung ist 
ohne weiteres einzusehen. Um die zweite zu beweisen, nehmen wir an, 
es sei*) 





y=hyiithy, fir «>b 
=hyitby. fir «<b, 
dann folgt (2) fir >b 
(yy) = (y Fo) — Loy Yio) 
= bi (yi Ho) + b2 (G32 Ho) — lo bs (yiz Yoo) — bo ba (Vd: Yio). 
Nun ist aber mit Riicksicht auf die getroffene Normierung (3) 
lim (yto yiz) = lim (930932) = 0, 
z2=b+0 2=b+0 


Lim (vio V2) = lim (yt. 740) = (b—a)- (0-0), 
z=b+ 


x=b+0 


jim Wi0) = (b—a)-(b—c)- (Ind, + ,) 


also 


und analog 
Tim (yn) = @—@)- 0) - (N+ U). 


Das Bestehen der Bedingungen III liefert daher nach (7) 
O = lim (yyja) }*! = (0a) -(b—€) -{ Iy(by—04) + 6, —8;), 


O = lim (yyso) |,*; = (6-4) - (be) -{mq(bg—b;) + 0, — 84). 


Wegen ],—m,+0 kénnen die beiden Gleichungen aber nicht anders 
erfillt sein, als dab 
b= b,, b=, ged. 
DaB auch die Umkehrung statthat, erkennt man ohne Miihe. Wir kénnen 
also zusammenfassend und auf (2) bezugnehmend sagen: 
Der Parameter 1 ist dann und nur dann ein Eigenwert des 
Problems I, wenn fiir denselben | =n ist. 
7. Als Lésungen der orthogonalen Integralgleichung (10) bilden die 


*) Die zum Parameterwert 1 bezw. 0 gehérigen Fundamentallésungen y?}, y}, y?, 93 
unterscheiden wir durch Beifiigung des Index 4 bezw. 0. 
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Eigenfunktionen unseres Problems ein (vollstiindiges) Orthogonalsystem 
und es gilt der 

Entwicklungssatz: Jede den Bedingungen I—III geniigende Funk- 
tion f(x) lift sich auf Fouriersche Weise in eine nach den (normierten) 
Eigenfunktionen*) , (i=1,2,---) des Problems I fortschreitende Reihe 


f(@) = c9,(@) + Gy3(@) +++ +5 6; = {fo,de 


entwickeln, welche in jedem in J gelegenen, abgeschlossenen Intervall gleich- 
miipig und absolut konvergiert. 

Unter den Eigenwerten miissen sowohl unendlich viele positive als 
unendlich viele negative vorkommen; denn die zu positiven Eigenwerten 
gehérigen Eigenfunktionen besitzen im Intervall ba und die zu negativen 
gehérigen im Intervall cb keine Nullstelle. Hitte niimlich z. B. die zum 


positiven Eigenwert 2 gehérige Eigenfunktion g im Intervall ba eine 
Nullstelle z= a,, so wiire 


0 = {pA(g) dz = poy . —| {py’*—(a—b+A)-g*} dx, 
a4 we 


was einen Widerspruch ergibt, da der erste Term rechts gleich Null, der 
zweite wesentlich positiv ist. 

Eine analoge Betrachtung lehrt, daB die Eigenwerte des Problems Ila 
bezw. IIb si&mtlich negativ bezw. simtlich positiv sind.**) 


*) Wegen der vorderhand unbestimmt gelassenen Anordnung derselben vergl. 
den SchluB der niichsten Anmerkung. 

**) Weitere Oszillationsbetrachtungen findet man in der oben zitierten Arbeit 
von Herrn Gerstenmeier. Bezeichnet man mit 


ay, az,- ++ Ms >a 
die positiven, mit 

ars Ags = + +» [zy a> [AF | 
die negativen Eigenwerte, mit gf bezw. g; die dazu gehdrigen Eigenfunktionen, so 
la8t sich auf Grund der genannten Arbeit das zu Problem I gehérige Oszillations- 
theorem, wie folgt, aussprechen: Es gibt eine und nur eine Eigenfunktion, welche 


weder im Intervall ba noch im Intervall cb eine Nullstelle besitzt, und zwar gehért 
diese entweder zum kleinsten positiven oder absolut kleinsten negativen Eigenwert. 


Je nachdem der erste oder zweite Fall eintritt, besitzen die m* genau i—1 bezw. 
i Nullstellen im Intervall cb, die g> genau i bezw. i—1 Nullstellen im Intervall ba. 
Die Eigenfunktionen mégen (im Entwicklungstheorem) alsdann so angeordnet 
gedacht werden, dab 
G1 = Gis Pg= Vy» Py = P31 Vy = Ggr 
14* 
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Itt. Das Variationsproblem. 


8. Mit dem Umstande, daB p fiir z=b im Intervall ca sein Zeichen 
wechselt, steht im Zusammenhang, daB hier das sogenannte Dirichletsche 
Variationsproblem seinen Sinn verliert; an dessen Stelle tritt das folgende: 


Unter allen den Bedingungen I—III geniigenden Funktionen diejenige zu 
finden, fiir welche 


(11) Jf {Lu}? dx = Min. 
wird, wihrend : 


(12a) fuL(w)de——1 beaw. (12b) fuL@)de=+1. 
Dasselbe ist, wie aus 4. unmittelbar hervorgeht, véllig fiquivalent mit dem 
Problem: Unter allen in J stetigen, bei 2 = a, b,c quadratisch integrier- 
baren Funktionen diejenige zu finden, fiir welche 


(13) fi 7*(2) dz = Min., 
wahrend 

(14a) [fee E) g(x) g(&)dad— = +1 
bezw. a 

(14b) JJ G(a, 8) 9(a)9(@) de dt = —1. 


Es lat sich auf analoge Weise wie beim GauBschen Variationsproblem 
zeigen,*) daB der kleinste Wert des Integrals (13) fiir alle zur Konkurrenz 
zulissigen, der Nebenbedingung (14a) bezw. (14b) geniigende Funktionen 
4+ bezw. |Ay | ist; derselbe wird erreicht fiir die (bis aufs Vorzeichen be- 
stimmte) Funktion Var gt (x) beaw. V\4>| py (x). Bei Hinzunahme der 
weiteren linearen Nebenbedingung 


fetotewe bezw. Sucotane 


erhalt man als Minimalwert den (absolut) niichstgréBten positiven bezw. 


negativen Eigenwert A} bezw. |A;|, welcher fiir die zugehérigen Eigen- 
funktionen erreicht wird usw. 





*) Siehe Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen, 5. Mitteilung. Gdttinger Nachr. 1906, 8. 460. 
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IV. SchluBbemerkungen iiber die konforme Abbildung durch den 
7-Quotienten. 


9. Um den Anschlu8 an die geometrische Fragestellung, welche in 1. 
den Ausgangspunkt bildete, zu gewinnen, mége zum SchluB noch kurz 
die schematische Gestalt der Kreisbogenvierecke, auf welche die obere 


z-Halbebene durch den Quotienten 7 = vi abgebildet wird, fiir den Fall 
des Grundtheorems von Problem I, Ila und IIb angegeben werden.*) 
Dieselbe ergibt sich ohne weiteres, wenn man bedenkt, daB nach (2), (4) 


nal fir b<ar<a, 


—ytnti« fir ec<a<a. 
1 








Daran schlieBt sich eine unendliche Serie von zu positiven Eigen- 
werten gehérigen Obertheoremen, charakterisiert durch die Anzah] der 
Uberschlagungen der Seiten b’c’, a’co’, und ebenso eine unendliche Reihe 
von zu negativen Higenwerten gehérigen Obertheoremen, charakterisiert 
durch die Anzahl der Uberschlagungen der Seiten b’a’, ¢’ oo’. 


Wa i. 
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G-N+ i A-co) 
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An jedes derselben schlieBt sich eine unendliche Serie von Ober- 

theoremen, charakterisiert durch die Zahl der Uberschlagungen der Seiten 
ba’, ¢ oo’ beaw. b'c’, a’ oo’. 


Géttingen, Oktober 1910. 


*) Wegen einer ausfiihrlichen Diskussion der Kreisbogenvierecke mit Nullwinkeln 
kann wieder auf die oben zitierte Arbeit von Gerstenmeier verwiesen werden. 
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Das Jacobische Kriterium der Variationsrechnung und die 
Oszillationseigenschaften linearer Differentialgleichungen 
2. Ordnung. 

(Zweite Mitteilung.) 


Von 


R. G. D. Ricnarpson in Providence (U. 8. A.). 


Einleitung. 


Die sich selbst adjungierte Differentialgleichung 2. Ordnung, welche 
einen Parameter enthilt, kann man betrachten als Lagrangesche Gleichung 
eines Variationsproblems mit einer gewissen quadratischen Nebenbe- 
dingung, oder mit der quadratischen und noch dazu gewissen linearen Neben- 
bedingungen. In einer friiheren Mitteilung*) habe ich die Bedingung fir 
das Eintreten des Minimums bei diesem Variationsproblem behandelt; 
insbesondere habe ich den Zusammenhang zwischen dem Jacobischen 
Kriterium und den Oszillationseigenschaften der Lésungen der Differential- 
gleichung dargelegt. 

Den Zusammenhang zwischen den Theorien der Differentialgleichungen, 
der Integralgleichungen und der Variationsrechnung, den Hilbert entdeckt 
hat, kann man weiter verfolgen. Wir kénnen m Differentialgleichungen 
2. Ordnung, welche m Parameter enthalten, auch als Lagrangesche Glei- 
chungen eines Variationsproblems mit gewissen Nebenbedingungen be- 
trachten. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, den Zusammenhang 
zwischen den Oszillationseigenschaften der Lésungen dieser m Lagrange 
schen Gleichungen und dem Jacobischen Kriterium nachzuweisen. Da in 
der friiheren Arbeit die Untersuchung ausfiihrlich durchgefiihrt ist, konnte 
die Behandlung in dem vorliegenden Problem oft abgekiirzt werden. 
§ 1 behandelt den Fall des Variationsproblems, wo eine einzige Lagrangesche 


Differentialgleichung mehr als einen Parameter enthilt, und § 2 den Fall — 


*) Math. Ann. 68 (1910), S. 279. 
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wo m Differentialgleichungen m Parameter enthalten. In §§ 3—5 leiten wir 
die Oszillationseigenschaften aus dem Jacobischen Kriterium her. 

Den Grundgedanken dieser Arbeit, den Standpunkt der Variations- 
rechnung als den der allgemeineren Disziplin zum Ausgangspunkt der 
Untersuchung zu machen, verdanke ich der Anregung von Herrn Geheim- 
rat Hilbert. Ich fiihle mich gedriingt, ihm an dieser Stelle nochmals 
hierfiir meinen herzlichsten Dank auszusprechen. 


$1. 
Das Problem einer Gleichung mit m Parametern. 

In der friiheren Mitteilung habe ich folgendes Problem behandelt: 
Seien p(x) >0, g(x) <0 und k(x) analytische Funktionen von x in dem 
Intervalle 0,1; dann ist diejenige stetig differenzierbare Funktion u von x 
zu bestimmen, die den Randbedingungen 
(1) u(0)=0, u(1)=0 
geniigt und 


Dw) =f |v (@) (Gz) — 1@)w@) ae 


zu einem Minimum macht, wiihrend die quadratische Nebenbedingung 


[k(z)w(o)da— +1 


erfillt ist, oder wenn die quadratische und die » linearen Nebenbedingungen 


f (2) U, (a) w(x)da = 0, +++, {k(w) U,(a)u(a) dx = 0 


erfiillt sind, wo U,(x) die Lésung des Problems mit der quadratischen 
Nebenbedingung allein und U,(x) die Lésung mit der quadratischen und 
i—1 linearen Nebenbedingungen ist. Mit Hilfe der Hilbertschen Theorie 
der Integralgleichungen habe ich bewiesen, daB ein Minimum existiert, 
daB diese Liésung U des Variationsproblems die Lésung der sich selbst 
adjungierten Differentialgleichung 2. Ordnung 


(2) (pu) + qu+isaku =0 
ist, welche einen Parameter enthilt, und daB D(U,), D(U,),--- die 
Minimalwerte 4,,4,,--- haben, wo 4,,/,,--- die Eigenwerte der Dif- 


ferentialgleichung (2) sind. Da ein Minimum wirklich existiert, so muB 
das Jacobische Kriterium erfiillt sein, und wie ich bewiesen habe, verlangt 
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dieses Kriterium, daB die Lésung U;,(t= 1, 2, ---) dieses Variationsproblems 
gerade i— 1 mal in dem Intervalle 0, 1 oszilliert. 

Nun kann man hier ein neues Problem in Betrachtung ziehen. Es 
sei diejenige den Randbedingungen (1) geniigende Funktion uw von x zu 
bestimmen, die D(w) zu einem Minimum macht, wiihrend die zwei quadra- 
tischen Nebenbedingungen 


(3) [i(a) w(2)dx=+1, Jr(a) u® (x) dz = 0*) 
0 0 


erfiillt sind, wobei 1(x), r() im ganzen Intervalle 0,1 analytische Funk- 
tionen sind. Die Variationsrechnung lehrt, daB die gesuchte Minimal- 
funktion die Lagrangesche Gleichung der 2. Ordnung 

(4) (pu’)'+qu+ (Al+urju=0 

befriedigt, wo 4, w Lagrangesche Faktoren sind. Wir verlieren nichts an 
Allgemeinheit, wenn wir uns auf das positive Zeichen in (3) und auf die 
Behandlung von Reihen positiver Werte 4,, 4,---, #4, @g,°-~+ beschrinken. 
Die andern Fille ergeben nichts Neues. 

Das allgemeine Integral der Lagrangeschen Differentialgleichung hat 
die Form U = au,(a, 4, w) + @u,(z, 4,4), wo u,, U, zwei nicht in dem 
ganzen Intervalle 0, 1 verschwindende linear unabhingige Partikularlésungen 
der Gleichung (4) und «, @ Konstanten sind. Zur Festlegung der vier vor- 
kommenden Parameter «, @, 4, w dienen die Bedingungen (1) und (3)**). 

Wenn wir unser Variationsproblem dadurch modifizieren, daB wir 
statt (3) die Nebenbedingung 


1 


p (1, x) = {(@) + xr(a))u*(x) dz = 1 
0 


auferlegen, wo x ein festgegebener Parameter ist, so werden wir auf die 
neue Lagrangesche Gleicbung 


(5) L(u, x) = (pw) + qu + A(l+er)u = 0 


*) Diese letzte Nebenbedingung ist ganz allgemein. Wiire z. B 


1 
Jr@utda—e+0, 
0 

so kénnte man r(x) —c¢ I(x) =F (ax) setven und wiirde 


1 
[ro uwdxz=0 
0 


bekommen. 

**) Man kann leicht zeigen, daS ein Minimum wirklich existiert, und daS der 
Minimalwert 2, ein Eigenwert ist: vergl. einen Artikel des Verfassers Bull. Am. 
Math. Soc. 17, no. 4. 











———— 
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gefiihrt. Dies Problem beherrschen wir schon vollkommen. Die Lisung 
U =U (a,x) ist eine in dem Intervalle 0,1 nicht oszillierende Funktion. 
Das Minimum 4(x) > 0 ist eine Funktion von x und hat, wie ich gezeigt 
habe*), ein Maximum A(x), das gleich dem Minimum des Variations- 
problems mit den Nebenbedingungen (3) ist. Die Lisung U(z, %) ist die 
Liésung des urspriinglichen Problems. 

Nun wihlen wir x, und x,, zwei festgegebene Werte**) des Para- 
meters x, und bezeichnen mit 4, den ersten Eigenwert der Gleichung 
L(u,x,)=0, und mit A, den zweiten Eigenwert der Gleichung L(u, x,) = 0. 
Wenn wir der gesuchten Funktion u(x) auBer der quadratischen Neben- 
bedingung (1, x,) = 1 noch die lineare Nebenbedingung 


1 
ft + (AR=2") 4] U,udz = 0 
0 


auferlegen, wo U, = U(«, x,) ist, so werden wir auf die neue Lagrangesche 
Gleichung 


(6) (pu) + qu + Adtigr)u ty {14 (*F=2")r} U,=0 


gefiihrt. Ist u,(x, 2.) eine den Randbedingungen geniigende, nicht identisch 
verschwindende Lisung der homogenen Gleichung L(u,x,)=0, so ist 


u, (a, Ay) + 8 eine den Randbedingungen geniigende Lisung der in- 
ay 


homogenen " Gleichung (6), wie man sich durch Einsetzen tiberzeugt. 
Setzen wir 


A,%, — A 
p(x, x) = [U+enwas, v(a, x) = f {i+ (A2=~)+} U,udz, 
o} 0 
so kénnen wir in derselben Weise, wie in der ersten Mitteilung, die im 


vierdimensionalen z,u, gm, Raum vom Anfangspunkt ausstrahlende drei- 
parametrige Extremalenschar 


u=U,(a, 4) = au, (a, 4) fe, 
(7) g(a, xs) - fia *) (au, + 72) a2, 


vterm)= f (4 ‘ores iee id r} (uy + 7 ',) Vide 


*) Bull. Am. Math. Soc., loc. cit. 
“™) Wir nehmen hier an, daf x, +x, ist; denn ist dies nicht der Fall, so ist 
das Problem von dem der ersten Mitteilung nicht verschieden. 
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aufstellen. Auf jeder einzelnen Kurve dieser Schar sind die Lagrangeschen 
Faktoren 4(x) und v(x) Konstanten (auf zwei verschiedenen Kurven sind 
aber die Werte nicht dieselben). 

Irgend zwei den Randbedingungen geniigende Lisungen U,(x), u(x) 
der homogenen Gleichung (5), die zwei verschiedenen Parameterpaaren 
41, %3 4, entsprechen, geniigen der Bedingung 


1 
. a,x, —A , 
(8) | {1-+( b=)» U,ude =0. 
0 
Multiplizieren wir nimlich 
(pU,) +qU,+4,(l+%,r)U,=90, (pw) +qu+al+xrju=0 


mit « bezw. —U,, addieren und integrieren, so bekommen wir: 


1 1 
(4-2) f (t+ AP=)r} U,udax = f (pt —pU/uyax 
0 i) 
=([pU,u —pU,' uli. 


Wegen der Randbedingungen (1) ist daher (8) bewiesen. 

Wir kénnen jetzt fiir die Lisung u(%) = U,(x) unseres Variations- 
problems zeigen, dab y= 0 ist. Zufolge der letzten Gleichung (7) und 
(8) haben wir 


1 
0= ¥(1,%) =~ | (0+ (*R=R*)r| usar =o. 
0 


Weil dieses Integral nicht Null ist*), so mu8 »=0 sein**). Wir kénnen 
durch Stetigkeitsbetrachtungen zeigen, daB die Lésung u=U,(a, x,) gerade 
einmal in dem Intervalle 0, 1 oszilliert. Fiir x =x, haben wir niimlich 
gezeigt***), daB sie einmal oszilliert. Die Liésung U, ist eine kontinuier- 
liche Funktion von x. Wenn fiir x =~, die Lésung nicht gerade einmal 
oszilliert, so existiert ein Wert x’ zwischen x, und x, so daB U,(x’) und 
U,' (x) beide in einem Punkte a (0<a<1) Null sind. Die einzige 
Lésung der Differentialgleichung (5) unter den Randbedingungen u(a) =0, 


*) Wenn x =~x, ist, so ist das Integral gleich 1. 

**) Wenn 1, =4, ist, so ist dieses Verfahren nicht statthaft. In diesem Fall 
hat die Gleichung (5) wesentlich nur einen Parameter x, und es kann leicht bewiesen 
werden, wie es in der ersten Mitteilung geschehen ist, daB die Funktionen U,,u 


1 
statt (8) der Bedingung f rU,udx=0 geniigen und dab v = 0 ist. 
0 


***) In diesem Falle haben wir das Problem der ersten Mitteilung. 
g 
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u'(a) =O ist aber u(z)=0. Da nun u(z)=0 keine Lésung unseres 
Variationsproblems ist, muB U, einmal oszillieren. 

Wenn wir der gesuchten Funktion u(7) auBer der quadratischen 
Nebenbedingung g(1,x,) = 1 mehrere lineare Nebenbedingungen 


[t+ CREE) otinaemos f (14 Coes domo 
0 0 


auferlegen, wo x,(i=1,2,---,m) eine Konstante und 4, der entsprechende 
i* Eigenwert der Differentialgleichung (5) ist, so ergibt sich, daB auf 
der gesuchten Kurve alle zu derselben gehérigen Lagrangeschen Faktoren 
gleich Null sind, und wir erhalten als Lésungen des Variationsproblems 
die » —1 mal oszillierende Funktion U,, die eine Lisung der Differential- 
gleichung L(x, x,) = 0 (und auch von (4)) ist. 

Wir haben damit eine Methode angegeben, mit der wir aus den oo 
Parameterwerten 1, u, welche nicht verschwindende, den Randbedingungen 
geniigende Lésungen der Differentialgleichung (4) liefern, Parameterpaare 
Ay, My = Ay%3 Ag, ly = Ag%3*++ auswihlen kénnen, und zwar in solcher 
Weise, daB die entsprechenden Liésungen der Differentialgleichung nicht 
oszillierende bezw. einmal oszillierende usw. Funktionen sind. In fhn- 


licher Weise kann man eine Differentialgleichung mit 3, 4, --- Parametern 
behandeln. 


§ 2. 
Aufstellung des Minimalproblems. 


Es seien p,(z)>0, p(x) >0, g,(7) <9, g.(%) SO vier innerhalb 
des Intervalles 0, 1 analytische Funktionen von x; dann wird das Integral 


1 
D(u, v) = f (pw? + pyo'? — qu? — qyv*) dx 
Vv 


gewiB niemals negative Werte erhalten. Es seien nun diejenigen stetig 
differenzierbaren Funktionen u,v von x zu bestimmen, die den Rand- 
bedingungen 

(9) u(0) = u(1) = (0) = »(1) =0 

geniigen und D(u,v) zu einem Minimum machen, wihrend die quadra- 
tischen Nebenbedingungen 


(10) S{h@w+h(@)e*}dx=1, JS {n@u +r, (a0) de = 0*) 


*) Vgl. FuBnote, Seite 216. 
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erfiillt sind, wobei wir /,, /,, 7,, 7, als vier im ganzen Intervalle mit Ein- 
schluB der Randpunkte analytische Funktionen*) von x annehmen wollen. 
Die Variationsrechnung lehrt, daB die gesuchten Minimalfunktionen die 
Lagrangeschen Differentialgleichungen 2. Ordnung 

(11) (pw) +q,u+(Al,+ur)u=0, (pv) +qQ0+(Al,+ur)vo=0 
befriedigen. Sind U(#)=u(zx), V(x) = v(x) die Lésungen dieses Variations- 
problems und 1, u die Werte der entsprechenden Parameter, so mu8 man 
zwei Fiille unterscheiden: a) Entweder ist U(a)=0 oder V(x)=0, b) keine 
von beiden Funktionen ist identisch Null. Gewéhnlich hat man den 
Fall a), und die Lésung ist mit der Lisung des Problems in § 1 unter 
den Bedingungen (1) und (3) identisch oder mit der Lésung des ent- 
sprechenden Problems fiir v(x). In der Tat ist, wie ich gezeigt habe**), 
das Minimum des vorliegenden Problems gleich 4 und gleich dem kleineren 
der zwei Minima der entsprechenden Probleme mit einer einzigen Variablen. 
Sind die Minima dieser zwei Probleme einander gleich, so tritt der Fall b) 
ein, und das Minimum 4 ist gleich dem gemeinsamen Wert der beiden 
Minima. 

Wir wollen nun unser Variationsproblem modifizieren, sodaB keine 
von den beiden Funktionen u(x), v(~) identisch Null wird. Wir ver- 
langen dann, da die gesuchten Funktionen u(x), v(#) statt der quadra- 
tischen Nebenbedingungen (10) der Bedingung 


1 
(12) gy(1, x)= / {1,u? + lv? + x(r,u? + ,0*)}dxz = 1 


0 


geniigen, wo x ein festgegebener Parameter ist. Die Lagrangeschen Glei- 
chungen sind jetzt 


L,(u, x) = (pywy + qu + A, +2n,)u = 0, 

L,(v, x) = (py 0’! + G0 + All, + xry)v = 0. 

Wir nehmen in der vorliegenden Arbeit an***), daB der Parameter x so 
gewahlt werden kann, dab die Gleichungen (13) (oder die Gleichungen (11)) 
nicht identisch verschwindende, den Randbedingungen (9) geniigende Lésungen 
u(x), v(#) haben, und zwar fiir unendlich viele 4,, u,=A,%,; Ag, lg =Ag%j°* 
Wenn dies nicht der Fall ist, sind die Resultate trivial und nicht von 
denen der friiheren Mitteilung verschieden. Wir nehmen auBerdem an, 


(13) 





*) Offenbar kinnez die beiden Funktionen J,,1, im ganzen Intervalle nicht 
negativ, die beiden r,, 7, im ganzen Intervalle weder positiv noch negativ sein. 
**) Bull. Am. Math. Soc., loc. cit. 


**) Hilbert, Géttinger Nachr., 1910. Siehe auch die Anmerkung am Ende dieses 
Artikels. 
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daB A, + Ay,--*, Hy My,**: sind. Denn wiire 4,=—4,=—---, oder 
tt; = ly = +++, 80 ist das Problem schon behandelt. Wir kénnen uns hier 
wie in der friiheren Mitteilung auf die Behandlung von positiven Werten 
Ay, App + umd %,, %,--+ beschrinken. 

Ist x, = a der Wert von x, welcher nicht identisch verschwindende 


Lésungen des vorliegenden Variationsproblems liefert, und setzen wir 


(14) g(a, 2) = f(y +ar,ut + (ly +xr,)e*) da, 


so kénnen wir leicht die Lagrangeschen Gleichungen aufstellen. Ihre 
Lésungen liefern die dreiparametrige Extremalenschar*) 


u(z) os U; (x) = aU, (x, 4), v(x) - V, (x) “= Bo, (2, a), 


‘15 x 
®) p(x, %;) -f{ (L, + mr, )oP uy? + (lp +72) f?0,"} dz, 


wenn u,, v, zwei in dem Punkte = 0, aber nicht in dem ganzen Inter- 
valle 0,1 verschwindende Partikularlésungen der Gleichungen L, (u, x,) = 0, 
L,(v, x) = 0 sind. Aus den Endbedingungen u(1) = v(1) = 0, (1) =1 
kann man den Parameter 4, aber nicht die Parameter a, 6 bestimmen. 
Aus g(1)=1 aber folgt c,a*+ ¢,6?=1, wo ¢,, c, zwei gegebene Kon- 
stanten sind. Fiir die Lésung unseres Variationsproblems kénnen wir 
dies leicht erkliren. Multiplizieren wir die Gleichungen (13) mit « resp. v, 
integrieren und addieren, so bekommen wir wegen (12) und (9) 


1 
hi(%4) = af | oe?(1, + x7, )Uy? + B*(ly + 12) 0,"} dx 
: 1 
= af L + m7;)u? + (lg + %79)0"} dx 
, 1 
——J (rw Yu + qt + (Deve + aye?) de 


1 
= | (pyw*— qu + pao? —qg0*) dae —[p,uw +p,v'v}, = D(u, »). 
0 


Der Wert des Minimums ist daher von « oder # allein unabhingig. Wir 
kénnen « = 0 oder 6 =0 oder «+0, 8+ 0 nehmen und das Minimum 


*) Vgi. § 3 der ersten Mitteilung. 





a 
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sind. Wenn x >, ist, wird gewdhnlich eine der Funktionen (etwa u(q)), 
die eine Lésung unseres Variationsproblems liefert, identisch verschwinden; 
und wenn x <x, die andere. Bezeichnen wir mit A'(x) bezw. 4”(x) das 
Minimum von D(u,v) wenn u=0 bezw. v=0 ist, so ist 4,(x,) ein 
Schnittpunkt der Funktionen 4’(x), 4’°(x). 

Weil die Lésung des Variationsproblems mit einer Variablen durch 
cU, (c= Konstante) geliefert wird, so ist (§ 1) U, eine in dem Intervalle 
0, 1 nicht oszillierende Funktion. Also mu8 auch V, (wenn es nicht 
identisch verschwindet) eine innerhalb des Intervalls 0,1 nicht ver- 
schwindende Funktion sein. 

Weil fiir x — x, die Lésung unseres Variationsproblems nicht ganz 
bestimmt ist, so ist das Minimum ein sogenanntes uneigentliches Mini- 
mum*), Wir werden in § 3 zeigen, daB der zu dem Punkte z = 0 ,,kon- 
jugierte Punkt‘ z= 1 ist. Daher ist eine besondere Untersuchung der 
Existenz eines Minimums nétig**). 

Wenn man verlangt, daB die gesuchten Funktionen auBer der quadra- 
tischen Nebenbedingung (1, x,)—1 noch die linearen Nebenbedingungen 


J {1, + (* 2") r,| U,(2) u(a) dx = 0, 


1 
Jt + (AR=2*) ry} V, (a) v(z) dz =0 
befriedigen, so werden wir auf die neuen Lagrangeschen Gleichungen 


(py wy + qu + ACL, + %Q7,)u + », {l, + (ARS?) rs} U, = 0, 


(16) “ 
(pev’) + qv + A(L,+%r,)0 + v, {Ty + i 2) rs} V, =90, 
gefiihrt. 
Setzt man 
v, (2, %) =f {i 4 Cros) r,| U,udz, 
(17) , 





i: —*) ry} V,vdz, 


(2, *) -fla+ (> 


*) Stolz, Grundziige der Differentialrechnung 1, 8.199. Die geodiitischen Linien 
zwischen den Polen einer Kugel sind ein Beispiel eines uneigentlichen Minimums. 


**) DaB ein Minimum wirklich existiert, hat der Verfasser gezeigt: Bull. Am. 
Math. Soc., loc. cit. 
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so kann man wie friiher die Lésungen der fiinf Lagrangeschen Glei- 
chungen (16), (14), (17) aufstellen. Sie liefern die vom Anfangspunkt 
ausstrahlende fiinfparametrige Extremalenschar 








a, v= Bo, (a2) + My. 


sae! 


(5%) = fiw (a, sedis + tan) (8+ 22) fae, 


(18) 
W; (2, %) -\ \4 +(* (* 7 te") r,| bon +r) U, da, 


3 (2, %y) ~f{a+( (Ap=b*),,} (60, ee “-) Vide, 


wo u,, 0, zwei in dem Punkte =0, aber nicht in dem ganzen Inter- 
valle 0,1 verschwindende Partikularlésungen der homogenen Gleichungen 
L,(u, ky) = 0, L,(u, ky) = 0 sind. Man kann wie in § 1 zeigen, dab auf 
den gesuchten Kurven (aber nicht auf allen Kurven der Schar) », = », = 0 
ist. Wie in dem Falle der quadratischen Bedingung allein, ist der 
Parameter 1, aber nicht die Parameter «, 6 durch die Endbedingungen 
u(1) = v(1) = ¥, (1) = ¥,(1) = 0, g(1)=—1 bestimmt. Das Minimum 
wird durch « = 0 oder 8 =0 oder a+0, 6 +0 geliefert; wir nehmen 
an, dab «+0, 6 +0 sind. 

Verlangen wir, daB die gesuchten Funktionen auBer der quadratischen 
Nebenbedingung (x, x,) = 1 mehrere lineare Nebenbedingungen 


1 
[Cae r,| Oude = 0, Sts + (Baie) » r,| Vode = 0; 
0 











befriedigen, so ergibt sich, daB alle zu denselben gehérigen Lagrange- 
schen Faktoren gleich Null sind, und wir erhalten als Lésungen des 
Variationsproblems die Lésungen U,, V, der Differentialgleichungen 
L,(u,%,)=0, L,(v,x,) = 9, 
oder der Gleichungen (11). 
m lineare Differentialgleichungen mit m Parametern kann man als 
die Lagrangeschen Gleichungen eines ahnlichen Variationsproblems mit 








hese 5 4 *)n}randemo, f| 1, +( ten ae “*)r,} V, _,vdz=0, 
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quadratischen und linearen Nebenbedingungen betrachten. Weil die Be- 
handlung ganz analog wie in dem Falle m = 2 ist, werden wir hier und 
in den folgenden Paragraphen auf diesen Punkt nicht weiter eingehen. 


§ 3. 
Das Jacobische Kriterium fiir den Fall einer Nebenbedingung 


1 
J {U,u® + Iv? + x, (ru? +9,0%) | dx = 1. 
0 


Weil ein Minimum unseres Variationsproblems ($2) mit der quadra- 

tischen Nebenbedingung existiert, so miissen unsere Funktionen 

u(x) = U, (x) = au, (a, 4,), v(x) = V, (x) = B,r, (2, a4) 
das Jacobische Kriterium erfiillen. Die Bedeutung dieses Kriteriums 
werden wir nun untersuchen und beweisen, daB die Funktionen U,, V, in 
dem Intervalle 0,1 nicht oszillieren. 

Die Jacobische Bedingung verlangt, geometrisch ausgedriickt, dab 
durch jeden Punkt einer gewissen Umgebung unserer Extremale eine und 
nur eine Extremale der vom Anfangspunkt ausgehenden dreiparametrigen 
Schar (15) geschickt werden kann. Das heiBt, fiir keinen Wert 2(0<2<1) 
diirfen die drei Gleichungen 


ty (a, Aya + oy EA) G40, (a, ,)5B + 6, °™ 64 0, 
a tdx| 8 a dal 8 
ae (U+yr)ur dx} da + By, (1, +2172) ad B 
0 0 


4 {a2 {(% + #7) U, “ dz + B,? { (ly + 2,72), os dx} oa = 0 
0 0 


gleichzeitig erfiillt sein, wenn 4,, «,, 8, die Werte der Parameter fiir die 
Funktionen « =U,, v =V, bedeuten und da, 88,64 unterhalb gewisser 
Schranken liegende Konstanten sind. Der sogenannte zum Anfangspunkt 
x=, ,konjugierte Punkt“, wo diese Gleichungen gleichzeitig bestehen, ist 
eine Nullstelle der Determinante 


D, (2, 4,) 


Uy (x ? 4,) a La pei ) 0 


: 3 ; 

a f(htmr,utde of f (ltmr,)u, SM da+BR f (etn) 05 
0 0 0 

20, (#44) 


0 B; OL 0, (2, A) 


av, . 
+ da BJ (U,+%75) 0a 
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Wegen der Randbedingungen (11) sind x = 0, x = 1 Nullstellen der 
Determinante D,; das Jacobische Kriterium verlangt, daB keine’ innerhalb 
des Intervalls 0, 1 liegt. Nun ist 


} it 


D, (a, 4,) = «2, | 


x , 
[(tayn)uede J +H, 1) Uy Gp da 





; ; 0%, 

v%; Oa 
+ Bru . ree 
‘ft +x,7,)v,2dx fia +%, 12) %; Oda | |+ B,2u,4,(v). 


Aus den Formeln*) § 5 folgern wir gleich 
ad /D, d/h, (u) d (4, () 
dx (+) = a,” a(- = *) + By? ta ( %, ) 
(fa +», 1,)u,%da)* (f& +H 1) % *da)* 
+ $ __,— ++, 


Pw P,%,* 





>0. 


= 


Die Funktion a nimmt also monoton zu und wird unendlich in den 
11 


Nullstellen von u, und v,, denn in diesen Punkten sind, wie man leicht 
zeigen kann (was wir in der friiheren Mitteilung getan haben), die Funk- 
tionen A,(u) bezw. A,(v) stets von Null verschieden. Im Punkte 2 = 1 


ist dann 2" — oo, obgleich D,(z, 2,) = 0 ist. Im Punkte «= 0 hat D, 
UU, 

eine Nullstelle héherer Ordnung als u,v, (siehe § 7, Mitt. 1) und daher 

hat * den Wert Null. Zwischen Null und der ersten Nullstelle von 


Uy, Y% 
u,v, nimmt at alle Werte zwischen Null und + oo an. Zwischen zwei 


1 
Nullstellen von u,v, nimmt diese Funktion alle Werte zwischen — oo und 
+oo an. Weil D, in dem ganzen Intervalle 0, 1 von Null verschieden 
ist, muB die erste Nullstelle von u,v, in dem Punkte «= 1 sein. Daher 
verlangt das Jacobische Kriterium, dap keine der beiden Funktionen u,, v, 


oszilliert. 


*) Oder aus den Formeln der friiheren Mitteilung. 


Mathematische Annalen. LXXI. 
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§ 4 
Das Jacobische Kriterium fiir den Fall der drei Nebenbedingungen 


1 


Ji (1, +7, )u? + (l,+%,7,)0*} da = 1, S (a+ (* e=2") r,} U,udx—=0, 





1 
J lat @2=2") r,| V,vdz =0. 


In diesem Paragraphen nehmen wir an, da unser Variationsproblem 
(§ 2) eine Lésung u(x) = U,(x) = a,u, (x), v(x) = V,(x) = B,v,(x) hat. 
Durch Stetigkeitsbetrachtungen*) kann man zeigen, daB U,(zx), V,(x) 
einmal in dem Intervalle 0,1 oszillierende Funktionen sind. Wir werden 
aber diese Tatsachen aus dem Jacobischen Kriterium ableiten. 

Wir haben in § 2 die fiinfparametrige Extremalenschar (18) aufgestellt, 
in der die Lésung fiir «=—«,, B = B,, 4=4,, enthalten ist. Das Jacobische 
Kriterium verlangt, daB die fiinf Gleichungen 


dee (us(a, id} + 8m, (oy 5G] + 0a a, 4) —0, 
84 {B,5| +m (A, 2) + 68 (m4 (2, )} =0, 
aga 1, (u,2) + 4°" 7, (u,U,) +94 [AF (u, 4) + Bd, (0, 5%) 
. NR MGT V,) + 8,3 B1,(v,%) = 0 
da J,(u,U +a *- J(U,) + 64 {a J, (1 2) 0, 
01{8,J,(V,° see +; aa J,(V,2) + dB J,(v,V,) = 0 


fiir keinen Wert von 2(0<a#<1) durch fiinf konstante GréBen da, 02, 
61, dv,, dv, befriedigt werden kénnen. (Der Abkiirzung wegen haben wir 


I, (u,”) =[(+nr,)utde, I,(u, U,) -f( +x,r,)u, U,dz,---, 
0 0 
I, (2, i) _ Sts + %%2) % “ dx,--+, 
J,(u,l a= (4+ CPE a 2) 1} uy Uyda, +, 
i(.G)- So BoP) Ghee, - 


*) Vgl. § 1. 
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gesetzt). Die Jacobische Determinante ist also (nach Weglassung des kon- 


1 
stanten Faktors a&—i) :) 





D, (a, 4) = 
u,(a, 4) —-U, (2) te 0” 0 
T.(u,0,) J,(U,') «J, (U, *) 0 0 
= @Gh(u’) q1(4,0,) @,(uS2)+62h (0,52) BC. %.) Brl(0,’) 
0 0 B,J, (V, 5") IJ(V,2)  F,(v,V,) 
0 0 0, V,(a) 04 (a, dy) 
u, U, -~ | 


u\| | © % | 
= Gs a (4 U,) J,(U,*) J, (U, 3) % I(0,V,) IV) | 
| Lu") LU) fF (« 5) | 


Gh 
ev, 
| v, V, 51 
ov u U, 
2/J,(0,V,) J(V,2) J,(V,5%)|.|_ 
Mia 2(%V,) J, (V;,") ( Fi) J,(u,U,) J,(U,*) 


Ao?) BV) 1,(v,2%) 
= a,2A,(u) d,(v) + B,2A,(v) d,(u). 


Wegen der Randbedingungen (11) sind z=0, x=1 Nullstellen von 
6,(w) und 6,(v), und daher von D,; das Jacobische Kriterium verlangt, 
daB zwischen 0 und 1 = Nullstelle liegt. Wie in dem allgemeinen 


Fall (§ 5) zeigt man, daB = (5a), =) > 0 ist. Ebenso wie in § 7 der 


ersten Mitteilung kann man zeigen, daB die monoton zunehmende Funk- 


tion KOK ) fir «=O gleich Null ist. Weil D, keine Nullstelle zwischen 
2 2 
0 und 1 hat, kann auch 0,(u) d,(v) keine haben. Das heiBt d,(w) und 
0,(v) oszillieren nicht in ve Intervalle. Wie wir spiter zeigen werden 
(§ 5), ist x vad a Tat A Oy, (u,U,)). Weil SE ) monoton ist und d 2(™) 
keine Nullstelle innerhalb der Intervalle 0, 1 hat, kann man leicht wie 
in der ersten Mitteilung zeigen, daB u, gerade cinmal innerhalb der Inter- 
valle verschwindet. In gleicher Weise zeigt man, daB v, einmal oszilliert. 


15* 
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§ 5. 
Hinzunahme mehrerer linearer Nebenbedingungen. 


Die Hinzufiigung der linearen Nebenbedingungen (19) bietet keine 
wesentlichen Schwierigkeiten und liefert nichts prinzipiell Neues. Das 
Bildungsgesetz fiir die siebenreihige Determinante D, und die (2”+1)-reihige 
D,, ist leicht aus dem fiir D, und D, ersichtlich. Dividieren wir D, 
durch das Produkt von zwei gewissen » rihigen Determinanten 40, (u), 
6,(v) die nur u bezw. v enthalten, so haben wir 

. D, A, (u n(? 
(20) In) 8) 8, a + Biz ay , 
wo A,(u) und A,(v) n+1 reihige Determinanten von u bezw. v allein 
sind, die 0,(u) bezw. d,(v) als Unterdeterminanten enthalten. Nun muf 


die Funktion (3 wo) untersucht werden. Wesentlich sind 


, U, 
U, U, ve th one 
. . DU, 
J(U,U) 503) ++ F(0,0,4) J, (U, 20) 
A,(u) = MO er ae ee Oo ee ee ee 
, — au, 
F(U,1U) F(W,-1U,) «++ HOR), (.-1. F’) 
U, 
1,(U¥) T(0,U,) +++ 10,1) 1, (Uy %) 
und 
| U, U; pire U,- 1 
a(u) =|) (0) AC U,-1) | 
Pom 1U) FU, 0) ++ FAU2s) 
wo 


U, =u, J,(U,U, y= fta+ ES 3) v4) UU jax, 
(é=0, 1,---,n; 7=0,1,--+,n), 


I (US) = -f (n+ (HS =") »,} 0,52 da, ,(U, U)— f Uytxors) UU, de 


usw. 
gesetzt sind. 


Wenn man die erste Gleichung (13) nach  differenziert, so bekommt 
man (weil « = U, ist) die Relation 


(21) (me) +e + ad tan) 4 tar) =O. 








- 
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Multiplizieren wir (13) und (21) mit & A bezw. —U,, addieren und inte- 
grieren, so bekommen wir 


(22) A) = = fa +xr,)Ujtde = Uy So — uy Ze. 


Zwei den Parameterwerten 1, 4, entsprechenden Liésungen U(x), U,(«) 
der Differentialgleichung (11), (p,u’)’'+q,u+ (4l+ ur)u = 0 (u=xd) mit 
der Anfangsbedingung U(0) = 0 bezw. U,(0) = 0 geniigen der Identitit 

ise ue 
(23) UU/-U'U, =—— flat (+ (G—s")»,} UU,de = —* 5(0U) 


Sckneiaghatauinn, 


was man in derselben Weise wie bei der Gleichung (8) beweist. Aus (23) 
folgt durch Differentiation fir den Fall U =U, 


(4) Meu Me ym beh, (0, ) +2 OU). 
Aus (22), (23) und (24) folgt Poll 


na—-1 u-1l 


A, (u) (uw) — Ai (0) 8,0) >) DAM | = ” J,(UU)+— — 4 5,(0,0)} 


éz=0@ j= 


a hy - My. (U, ‘a4 4 F 1,(U,U,)| 


34, Susu) 








i=1 
n—1 
a sf Sasa (on) 
5-1 i=0 
n—1 


A ’ 
+38 SUL (UU), 
j=0 


wo Ay, Ay,++-,A,3 Mo, %,,°--, U,_, die zur ersten Zeile von A,(u) bezw. 
6,(u) gehérigen Unterdeterminanten sind. Weil aber 


n—1 
> 45 (U0,) = 0 (i=1,--,n—1), 
j=0 


n-1 


> AA (UU) + 4 (U0, ot) = =0 (j—1,---,2—1), 
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n—1 
> 41, (OU) —— A, 
j=0 
sind, ist 
, , (A,)* d (4,()) _' (A,)* 
[A,0,—A, 4, | —e Pp und dx é 


nS py (O,())*” 
Ebenso ist 





d {4,(e)) _ , (B,)? 
dx { 5, (~)) pp, (8, @)*’” 
wo B, eine gewisse Unterdeterminante von A,(v) ist. Dann sieht man 
aus (20), daB 
d D,, — _#n(An)? Bi (B,)* 
az (3,(0)8,0) ~ 2, @,c0)* * 20,0" 2° 
ist. Wie in § 7 der friiheren Mitteilung zeigt man, dab 
A, (u) A,,(v) ~~ = 
(Fiaeac™ (Fe ) em Q und daher (xe te).-s 0 
ist. Das Jacobische Kriterium verlangt, daB die Funktion D, zwischen 
x = 0 und « = 1 keine Nullstelle hat. Es liBt sich wie friiher (§ 4) leicht 
zeigen, dab d,(u) d,(v) keine hat. Daher oszillieren 3,(u) und 4, (v) nicht 
in dem Intervalle. 
Ist 6,_,(u) die Unterdeterminante von 4, (u) 
U, wre 


n—-2 


d,,_1(u) _ ’ 


| J,(U,-2U9) «+> J, (U7 _s) 


so kann man in iihnlicher Weise zeigen, dab 





n-lLn-—2 
f , 4, —A, ‘yy h, —4,; r . 
8,(u)9,_4(u)—4,(u)4,_(u) = >) SMa, { “AOU, + (UU) 
i=0 j=0 
n—2 — n—2 
->"%, Fa vi (UU)) 
i=l j=0 
<74 ~~ n—1 
+ 5 HD WA (0,0) 
j=1 i=0 
n—?2 
41d ay —% 
+%,_; A 2a; (U,-,U,)= ate 
j=0 


WO 4G, 4,,-+-,@,_, die zur ersten Zeile von 6,_,(u) gehdrigen Ko- 


; + 3 da 0, (u) ; — (2g — Ay —1) Ws . ° 0, (u) 
faktoren sind. Damit ist = Ow wo) Ga Weil aw) monoton 


ist und 0,(u) keine Nullstelle innerhalb der Intervalle 0, 1 hat, es labt 








Jacobisches Kriterium und Oszillationseigenschaften. — 231 


sich wie in der ersten Mitteilung zeigen, daB 0, _,(u) gerade einmal inner- 
halb der Intervalle verschwindet. 

Fahren wir in gleicher Weise fort, so muB die Unterdeterminante 
von 6,_,(#) 
GO ss Os | 
é,_,(u) = oe or Set eee 
J,(U,,-3Up) aes J, (U3 _s) 
gerade zweimal in dem Intervalle 0, 1 oszillieren, d,_, gerade dreimal 
und endlich U, =u, gerade »—1 mal oszillieren. In derselben Weise 
zeigt man, daB v, gerade » — 1 mal in dem Intervalle oszilliert. 

Die oben erhaltenen Resultate kann man verallgemeinern, und den 
Fall von m Differentialgleichungen mit m Parametern behandeln. 

Haupttheorem. Das Jacobische Kriterium der Variationsrechnung 
besagt, dap die Lisungsfunktionen ux) = U{?(x) = 0, (i=1, 2,---,m) des 
Minimalproblems (§ 2) 


J D> (Pits? — qu? )dz = Min, = {p,(x)>0, g,(x) <0, u,(0)=u,(1)=0}, 


mit der quadratischen Nebenbedingung 


1 ue 
J Dhtant-+ot)uzde =0 
0 i=1 


(wo l,,17,,--+,t, m® gegebene Funktionen sind) in dem Intervalle 0,1 nicht 
oszillieren, dap die Lisungen u,(a) =U{?(«) +0 desselben Problems mit 
der quadratischen Nebenbedingung 


1 ™ 
dG +r, +--+ 6,t)u7dz = 0, 
0 f=1 


und den m linearen Nebenbedingungen 


1 
f {t+ (* : =?) a. oe (* ae) t,}uU Pan =0 
: (¢=1,2,---,m), 
einmal in dem Intervalle oszillieren, und dap im allgemeinen die Lésungen 
u;(x) = U,?,1(@) #0 
des Problems mit der quadratischen Nebenbedingung 


1 ™ 
J Dh t mati to +64) uf dz = 0 
0 f=1 
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und den mn linearen Nebenbedingungen 


1 
Jae ats) tt AS) gatas = 0 2, 


. 


1 


Jt es (ta —iatitess) pd (oa ifn) | ude = 0 (i=1,2,---,m) 


In — Anes dynes 
gerade n mal in dem Intervalle oszillieren. 
Dezember 1910. 


Anmerkung, Juli 1911. Das Problem der Existenz zweier den 
Randbedingungen (9) geniigenden Lésungen u(x), v(x) der Gleichungen (13) 
die m, bezw. m, mal oszillieren ist viel untersucht worden. Es ist von 
Klein aufgestellt worden und die Resultate wurden von Bocher und neuer- 
dings (Géttinger Nachrichten, 1910) von Hilbert und Yoshikawa ergiinzt. 
Seit die vorliegende Arbeit geschrieben wurde, ist es dem Verfasser ge- 
lungen notwendige Bedingungen und hinreichende Bedingungen dieses so- 
genannten Kleinschen Oszillationstheorems zu gewinnen. Diese Arbeit wird 
bald in den Transactions of the American Mathematical Society erscheinen. 
Das entsprechende Variationsproblem in diesem Fall ist, diejenigen Funk- 
tionen u(x), v(x) zu bestimmen, welche den Bedingungen (9), (12) und 
mn, bezw. n, linearen Nebenbedingungen der Gestalt (19) geniigen und ein 
Minimum des Integrals D(uv) liefern. Es laBt sich leicht zeigen, wie es 
in der vorliegenden Arbeit geschehen ist, daB das Jacobische Kriterium 
auch in diesem Falle verlangt, daB die Funktionen u(x), v(x), mn, bezw. n, 
mal in dem Intervalle oszillieren. 








m) 


) m) 
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Sul problema di Hurwitz relativo alle parti reali delle radici 
di un’ equazione algebrica. 


Di 


Luctano OrLANDO in Roma. 


Supponiamo che il polinomio in z 
f(@) = aga" + aya"-*+---+4,_,2+4+4, 

abbia tutti i suoi coefficienti reali e positivi. L’equazione /(«)=0 non 
avra certamente radici nulle né positive, ma potra avere qualche coppia 
di radici complesse coniugate con parte reale nulla o positiva. Si presenta 
naturale, specialmente in vista di numerose ed importanti applicazioni, il 
problema di stabilire fra i coefficienti del polinomio f(#) aleune relazioni, 
le quali siano necessarie e sufficienti affinché l’equazione f(a) = 0 abbia 
negative non soltanto le radici reali, ma anche le parti reali delle radici 
complesse. 

Tale problema @ certamente indeterminato, se non si voglia imporre 
(e non abbiamo questa pretesa) che le condizioni cercate debbano essere 
fra di loro indipendenti. Esso @ da noi chiamato problema di Hurwitz, 
non perché Villustre ‘autore lo abbia per il primo risoluto*), ma perché 
la sua soluzione ci pare pid delle altre pratica ed elegante. 

Chiameremo polinomio di Hurwitz ed equazione di Hurwitz, rispet- 
tivamente, un polinomio H(x) ed un’ equazione H(x) = 0, quando questa 
abbia negative le radici reali e le parti reali delle radici complesse. Os- 
serviamo subito che un polinomio di Hurwitz, il quale abbia positivo il 
suo primo coefficiente a,, deve avere positivi anche tutti gli altri coef- 
ficienti; infatti questi si ottengono moltiplicando a, per grandezze positive, 
che s'incontrano nei fattori lineari del tipo z+ a e nei fattori quadratici 
del tipo (w+ a)* + £*. 


*) Un’ intera soluzione si trova nella <«Dinamica» del Routh, Vol. 2°. Cap. 6°. 
Ivi sono citati lavori del Routh, che rimontano al 1874. II classico lavoro di Hurwitz 
si trova nei Math. Ann. 46 (1895), p. 273—284. 
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In questa memoria noi esporremo un metodo atto a risolvere il 
problema di Hurwitz; e ne mostreremo qualche relazione coi metodi gia 
esistenti. Al teorema, che Hurwitz stabilisce per risolvere |’importante 
problema, arrecheremo un contributo di semplicita, dimostrandolo per 
via elementare. 

Qui connettiamo il problema di Hurwitz con un particolare problema 
di eliminazione.*) Aleune considerazioni, che gid si trovano, per esempio, 
nei «Determinanti» di Trudi**), lasciano, dopo cid, vedere che i metodi 
di Routh e di Hurwitz hanno una differenza soltanto formale. Lo 
svolgimento di quest’ idea si trova in un elegante lavoro, che pros- 
simamente sara pubblicato, del dott. Enrico Bompiani.***) 

Noi ci crediamo ancora ben lontani dall’ aver portato a compimento 
quest’ ordine di ricerche. L’equazione alle semisomme relativa all’ equazione 
f(z) = 0 @ una fra le equazioni che hanno per radici reali le parti reali 
delle radici complesse dell’ equazione proposta; ma essa, oltre queste 
semisomme delle radici coniugate, porta anche tutta la zavorra delle 
radici relative agli altri accoppiamenti. I metodi che valgono a costruirla 
hanno semplicita ad eleganza teorica, ma conducono alla costruzione di 
un’ equazione di grado generalmente molto alto, che male si presta alle 
applicazioni. Il metodo di Hurwitz rimane sempre il migliore, perché 
conduce al risultato praticamente pit semplice: noi stabiliremo tale risultato 
in modo elementare. 7+) 


I. L’equazione alle semisomme. 


1. Metodo delle potenze simili. Sia f(x) = 0 un’ equazione di grado n, 
e le m grandezze «,, @,---, @, ne siano le » radici, non necessariamente 
fra di loro diverse. Noi diremo equazione alle semisomme relativa all’ 
equazione f(x) = 0 un’ equazione F'(y)=0, tale che le sue radici siano 


Gta, a +a, .. Aten Cae &y-1 + Gy 
2 2 2 2 


n . 
le (?) semisomme yrtty — 


, , che si ot- 


tengono combinando in tutti gli (3) modi le radici di f(x) = 0. 


Quest’ equazione F'(y) = 0 si pud formare, senza risolvere, beninteso, 
lequazione proposta f(z) = 0, con un metodo perfettamente analogo a 


*) Un accenno se ne trova nel citato Routh § 287. 
**) 2° parte, §§ I, Ill, 1V, V. 
**) Nella stessa nota di Bompiani, la coincidenza dei due metodi é anche 
dimostrata indipendentemente dal problema di eliminazione. 
7) In questo mio lavoro espongo, raccolte e riordinate, alcune idee che in 
quest’ anno (1910) ho sparsamente pubblicate nei Rendiconti dei Lincei (Roma). 








a 
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quello che serve per formare l’equazione di Lagrange, ai quadrati delle 
differenze. 
Poniamo 


estes hanes 


e poi 





Sa tat +a, 
h« (obeys (“+ ees (“Fe)"4 wl (font aay’. 


Queste s,, S, sono le cosiddette somme delle potenze simili delle radici 
delle due rispettive equazioni /(7)=0, F(y)=0; esse sono legate ai 
coefficienti dalle note e fondamentali formule di Newton. 

Sviluppando colla formula del binomio i vari termini che costituiscono 
K(x), e moltiplicando per 2‘, otteniamo: 


2 K(2) ->[2 + (I) at-*a, + (8) at-2ah +--+ at] 
w= 


= §,2* + (‘) 8,a°—* + (5) seat? + +--+; 
e da cid subito 
= 85+ (1) 5-, + (5) 88-2 toot ms, 
K (a) + K(q) +--+ K(@q) = 


Intanto osserviamo che K(«,) + K(a,) +---+ K(a@,) vale s,+ 28,, 
come risulta dalla semplice ispezione della formula (1), dunque otteniamo: 


k 


>(P) %5-» 


‘9 — 8, v=0 
(2) 8, ¢ + gt +t 


Dai coefficienti di f dedurremo, per le formule di Newton, le s; poi dalla 
(2) avremo le S; e poi, di nuovo colle formule di Newton, caleoleremo 
i coefficienti dell’ equazione cercata F’(y) = 0. 


2. Eliminazione di x fra i due polinomi f(a+y), f(—#+y). Sia 
(1) f(@) = aga" + aa"-*+---+4,_,0 +4, 
un polinomio di grado m in 2, e siano @,, @,---,«, le radici, non neces- 
sariamente diverse, dell’ equazione f(z) =. Allora saranno 


a — Y, Hy — Y,***, &% —Y 
gli » valori che annullano il polinomio di grado » in x 


(2) p(x) _ f(x +y), 


























Se 
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e saranno — «a, +y, —a,+y,--:,;—«,+y gli m valori che annullano 
Valtro polinomio di grado » in z 
(3) v(x) = f(—++). 


Supponiamo ora, per esempio, che la radice «, —y dell’ equazione 
g(x) =O sia uguale alla radice — «, + y dell’ equazione w(x) = 0, dove 
u e vy rappresentano due numeri, anche non diversi, assunti fra 1, 2,3,---,n 
Allora otteniamo «, —y = —«, + y, cioe 


(4) y= TF". 


La condizione (4) @ dunque necessaria perch? le due equazioni g(x) = 0, 
~(x)=0 abbiano radici comuni; ma essa 2 anche sufficiente, perch? se 
ne ottiene a, —y=—a,+y. 

Sviluppando colla formula di Taylor i due polinomi che figurano nei 
secondi membri di (2) e di (3), noi otteniamo: 








= ) =—1)(y) zs 
(6)  g@)= oe Ot $ +f yet fy), 


n—Niy) ; 
6) t¥@)— FO w—- To ots. Er Met fy 
Ed ora, sommando questi due polinomi, poi sottraendone invece uno 
dall’ altro, e dividendo in ambo i casi per 2, si ricavano i due polinomi 


n) »(n — 2) 
(7) P(x) = ro) an +1 a 


(n—- (n-—8 
(8) Q(z) = f = wr yn 14 aa Wf gn-3 bes 
uno di grado pari, l’altro di grado impari. 

Se le due equazioni g(z)=0, ~(x)=0 hanno qualche radice comune, 
allora anche le due equazioni P(x) = 0, Q(x) = 0 avranno qualche radice 
comune, e viceversa. Intanto osserviamo che una delle due equazioni 
P(x) =0, Q(x) =0 (quella di grado impari) ha la radice zero; perche 
anche Valtra equazione (di grado pari) abbia la radice zero, @ necessario 
e sufficiente che il suo ultimo termine f(y) sia nullo, cioe che y sia uguale 
ad una delle  grandezze «,, a, - - 


a5, ST, vee, Sates. Dividendo per z il polinomio di grado 


-,@,3 le quali si possono anche scrivere 


impari, noi possiamo ai due polinomi P(x), Q(x) sostituire due polinomi 
di grado pari. Questi avranno qualche radice comune sempre e soltanto 
quando y sia ancora dato dalla formula (4); ma in questa formula possiamo 
ritenere « e v fra di loro differenti. (Cid risulta necessario finché f(x) = 





——_ eee SS 





ho 


ne 
ve 


nl 
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ha tutte le sue radici semplici; @ lecito se ne ha multiple, perché, per 
a +4, ‘ 
2 


esempio, la radice a, = «, si pud indicare con 

Supponendo che » sia pari = 2k, possiamo dire che le nostre con- 
siderazioni ci avranno condotti a scrivere due polinomi di grado pari, che 
avranno radici comuni sempre e soltanto quando valga la (4), dove 
sia u+v. 

Posto x* = §, otterremo ies polinomi in &, che si scriveranno 

(n— 3) 
Ue) — HO pe FOO p14... 4 7G), 


n! 


Oe EP). 


Se poi m ® impari = 2k + 1, allora troveremo i due polinomi 


1)! +e 


(n—1) 
V6) — Gaaret+ 


Ue) —- FO e+ = gett +f) 


V(t) = Fa Bt So tt + fy. 


Se y non annulla / Poeateg possiamo osservare che la somma dei gradi, 
tanto di U, e di V, quanto di U, e di V,, vale n—1. 

Il risultante di Sylvester di U,, V, coincide evidentemente con quello 
di U,, V,, come risulta dalla sua costruzione. In ognuno dei due casi, 
troveremo, volendo costruirlo, il determinante d’ordine n — 1 


en ) fy) er 
(n—1)! n! 

(n— 3) (n —2) (n—1), 

f y) f (y) f Y ... O 





(n—3)! (n—2)! (n—1)! 


f@- > y) f"-%qy) f*—y) —o 0 
OH! @—H! GHB 


(9) Ry) = 


0 0 0 ry) 
Le radici dell’ equazione R(y) = 0 saranno dunque date dalla formula (4), 
dove si ritenga w+-v. Ora il grado del termine principale é evidentemente 
14+2+4+3+---+(n—1)= (3); ed il grado degli altri termini non pud 
superarlo, come si vede da elementari osservazioni; dunque, se F(y) = 0 


@ Vequazione alle semisomme relativa all’ equazione f(z)=0, allora 
potremo scrivere: 


(10) 1F(y) — Ry) =0 
dove 4 @ indipendente da y e dall’ eventuale variabilita delle grandezze 
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&,, %,-**,@,. Allora la (10) @ identicamente verificata, anche nel caso 
delle radici multiple, ed anche nel caso che y annulli la funzione lineare 
f@-(y). Ma allora R(y)=0 @, come F(y) = 0, l’equazione alle semi- 
somme relativa alla f(x) = 0.*) 

Gli elementi del determinante (9) sono i coefficienti del polinomio 
g(x) =f(x+y). Se vi si pone y= 0, ritroviamo dunque i coefficienti 
My, 4,,°°**,@, del polinomio f(x); cid mostra che, nel polinomio in y 
rappresentato dal determinante (9), il termine indipendente da y @ dato 
dal determinante d’ordine n — 1 


a, a 0 O---0 0 
@, 4, & &@& -:- 90 0 
a, &@ @ a, ---9O 0 
(11) D,.»;=\ a % a, a@---0 0 . 
o.© @.0+- 54 @&, 


0 0 0 O.:--a a 


del quale dovremo estesamente riparlare. 
«  Intanto risulta subito che esso, considerato come funzione delle 


. . . n ° bad + a, 
;, @,°**, @,, ha, in ogni caso, par fattori tutte le (3) semisomme -",—, 


che si ottengono combinando binariamente in tutti gli (2) modi le n 
radici @,, @,---,«@, dell’ equazione /(z) = 0. 

Per precisare questo concetto, svolgeremo nel seguente n. 3 un metodo 
atto a fornire lequazione alle semisomme, partendo dalla considerazione 
del determinante (11), ma senza tener conto della sua provenienza qui 
esposta. 

Ma, prima di passare oltre, non sara male che stabiliamo pii diret- 
tamente che il determinante (11), considerato come funzione (simmetrica) 


) somme (0 semisomme) di 


. . n 
delle @,, @,---,@,, contiene come fattori le (5 


queste grandezze. 

Se le due equazioni f(x)=0, f(—z)=0 hanno qualche radici 
comune, per esempio «,——a,, allora sara «,+«,=0, e viceversa. 
Intanto se f(#)=0, f(—z)=0O hanno qualche radice comune, allora 
anche le due equazioni 


*) Rimane, se mai, il dubbio che possa 4 essere zero; ma non vogliamo in- 
dugiarci su queste considerazioni, che riteniamo introduttorie a quelle pit precise del 
seguente n. 3. 
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Gx" + a,x"? +.---=—0, 
, a,2"-'+ av*-> +.--=0, 


dedotte rispettivamente per somma e differenza, avranno qualche radice 
comune, e viceversa. Uno di questi due polinomi @ di grado pari, ed 
ha per ultimo termine a,; dividendo l’altro per x, noi ci ridurremo a due 
polinomi di grado pari, nei quali porremo 2? = &. II determinante (11) 
sara il risultante di Sylvester di questi due polinomi in & Esso si an- 
nullera sempre e soltanto quando sia «,-+«,=—0, dove mu e v sono 
numeri, che possiamo ritenere differenti, scelti ad arbitrio fra 1, 2,3,---,n. 
Cid dimostra quello che volevamo dimostrare. 

Non ci pare inopportuno aggiungere che, partendo dai due polinomi 

(ix), f(—tx), si giungerebbe ai due polinomi 

a2" —ax"-*+ a,z"-4*—..., 

a,2"-!— a,x"-> + a,2"->—..-- 
e poi ad un determinante di Sylvester sostanzialmente identico al deter- 
minante (11). 

3. Il determinante D,_,. Sia D,_, wn determinante d’ ordine n—1, 
che noi consideriamo dato dall’ espressione (11) del precedente n. 2, Nella 
sua costituzione si presentano, in determinata maniera, i coefficienti dd 
polinomio 
(1) f(x) = a," + a,a"~-'+---+a,_,¢7+4,. 

Per semplicitaé (non restrittiva), e soltanto provisoriamente, noi assumiamo 
@=1. Sugli altri coefficienti noi non facciamo nessun’ ipotesi particolare: 
potranno essere reali o complessi. 


Siano —7,, —%%, +++, —7, le m radici dell’ equazione f(x) = 0; 
potremo dunque scrivere: 
(2) f(x) = (@+r,) @+r)---(@+7,). 


Servendoci del procedimento d’ induzione, noi vogliamo stabilire la 
formula 


(3) Dy y= (+1) (+15) Ort) + Crea tn)» 
la quale precisera la relazione fra D,_, e |’ ultimo termine dell’ equazione 
alle semisomme relativa ad f(z) = 0. Nel secondo membro di (3) inten- 


diamo rappresentato il prodotto di tutte le 


ottengono combinando le » grandezze r,,1r,,-°--,7,,- 

Intanto, se f(z) @ un polinomio di_secondo grado, allora il relativo 
determinante D,_, vale senz’ altro a, =7, + 7,, dunque la formula (3) @ 
certamente buona per n= 2. Ammettiamola fino ad m, e vediamo di 


dedurla per n + 1. 


) somme binarie che si 
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Costruiamo il determinante, d’ordine , analogo a D,_,, per il poli- 
nomio K(x) = f(z) (#+r), di grado n+ 1. Otteniamo 





a, + Mr a 0 vee 0 
G,+ ar a,+ 4,7 4, +ar--- 0 
A= &+Gr &+4,r a+ 4,7 --- 0 
0 0 0 *++@, +4, 47 
Innalzandone di un’ unita l’ordine, lo metteremo nella forma 
My 0 ++ O 0 | 
¢ : a, a, -:: O 0 
in iq a, * a, --: O 0 
4 3 Z ‘ pia, A 
SF oe * £8 eee 


Moltiplichiamo ora la prima colonna per +4), la seconda per +4,,---, 
la penultima per —a,_,, e sommiamo coll’ ultima moltiplicata per a,. 
Con cid avremo moltiplicato per a, il determinante, e ne avremo ridotta 
Vultima colonna ad essere tutta di zeri, tranne l'ultimo elemento che 
sara f(r). Cosi seriveremo 

a,4 = f(r)a,D,_, 


‘ . 
Se ora a, non @ zero, segue 


(4) 4 =f(r)D,_, 
o anche 
(5) A—f(r)D,_, =9. 


Ma il primo membro di questa formula (5) @ un polinomio in a,; esso @ 
nullo per ogni a, + 0, dunque rimane nullo anche per a, = 0. 

La formula (2) mostra che f(r) vale (r+7,) (r+7,)---(r+7,); ma 
dunque, per la formula (3) gid ammessa, noi troveremo nel secondo 
membro della (4) tutte le ee somme binarie fra le » + 1 grandezze 
1) %_>°**,%,_9%- Dopo cid, il criterio d’ induzione lascia dedurre la generale 
validita della (3). Per a,+ 1, interviene evidentemente il fattore az-*. 

Ed ora consideriamo il pelinemio (x) = f(a+y), e, coi suoi “cost 
ficienti, i quali sono funzioni di y, formiamo il D,_,. Evidentemente 
otteniamo il determinante R(y), che figura nella (9) dal n.2. Le radici 
di g(x) =9 sono —r,—y, —r,—y, ---. —r,—y, dunque, in forza della 
formula (3), che abbiamo or ora dimostrata, otteniamo (per a, = 1): 

(6) RY) = (yt ret 2y) + tr + 29) = Gant t2y). 
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Da cid si vede subito che le radici di R(y) = 0 sono le (3) semisomme 
binarie delle radici —1,, —17,, ---, — 7, dell’ equazione f(x) = 0. 
Il primo coefficiente del polinomio R(y) vale (per a, = 1) a(t) ; e, per 


a) + 1, si vede, dalla considerazione del determinante, che esso vale (3) az—t, 


II. Risoluzione del problema di Hurwitz. 


1. Metodo dell equazione alle semisomme. Vale il teorema: 

Condizione necessaria e sufficiente, affinché un’ equazione a coefficienti 
positivi, f = 0, sia un’ equazione di Hurwitz, é che tutti i coefficienti della 
sua equazione alle semisomme siano positivi.*) 

Intanto, se f(x) dev’ essere un polinomio di Hurwitz, anche le semi- 
somme binarie fra le radici di f(z) = 0 avranno le parti reali negative, 
dunque |’ equazione F'(y)=0, alle semisomme, sara anch’ essa un’ equazione 
di Hurwitz, ed avra tutti i coefficienti positivi. La nostra condizione 
appare da cid mecessaria. Per dimostrare che @ anche sufficiente, si osservi 
che, se F(y) @ a coefficienti positivi, le sue radici reali non potranno 
essere che negative; ma essa ha effettivamente per radici reali le semi- 
somme delle coppie di radici conjugate, cio® le parti reali delle radici 
complesse di f(x), percid le dette parti reali non potranno essere che 
negative. 

Osservando che F(y—4)=—0 @ I equazione alle semisomme di 
f(a—’) =0, si possono ottenere utili conseguenze, in base al teorema 
ora dimostrato. 

2. Dimostrazione elementare del teorema di Hurwitz. Sia 
(1) f(@) = aga" + aa"-* +--+ +a, _ ~e+a, 
un polinomio a coefficienti positivi. Che i coefficienti siano positivi @ 


necessario affinch® esso sia un polinomio di Hurwitz. Consideramo ora 
il solito determinante 








a a@ O--- O 0 
a, a, a --- O 0 
(2) D,,=|% % %°° 0 0 
S @ Bt Be 
0 0 O-:--a, A. | 
e la catena dei suoi primi minori principali 
(3) D,, D,, D;, ye D,_2; D,_1; 


*) E quasi inutile dire che potrebbero anche essere tutti negativi. 
Mathematische Annalen. LXXI. 16 
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dove genericamente D, @ formato cogli elementi comuni alle prime v linee 
ed alle prime v colonne di D,_,. Il teorema di Hurwitz si enuncia, 
dopo cid, come segue: 

Condizione necessaria e sufficiente, affinche f = 0 sia un’ equazione di 
Hurwitz, é che gli elementi della catena (3) siano tutti positivi.*) 

Per dimostrarlo, incominciamo dal considerare il determinante 


Q,+Mr Ms 0 0 0 
G;+4r A,+4,r a+a7r a 0 

A, = |) 4, +G7r Q+4,r G,+4,7r a,4+4,7 a,+a7 |, 
G,+4% Agtasr A,+47 G,+4,r A,+ ar 
Gg + ar G,+4,7 4,447 O,4+4,7r G,+a,F | 





analogo a D,, ma formato coi coefficienti del polinomio ®(x) =f(x)(x+r), 





di grado » + 1. 


Innalzandolo al 6° ordine, lo possiamo scrivere: 


a @ 9 0 0 OF 
G G @& & OO O| 
ae &©& & &@& & @ 
5 4 3 2 1 0 
(4) 4, == 
& & & & & & 
% G G@ GW GG 4% 
—pf? -f —yz® zg? -—y 1 
Nello stesso modo, per esempio scriveremo: 
a, @ VY YO 
eS & & @ 
- 3 2 1 0 
(5) 4; = 
G@, G@ G, as 
—rf x? —ey 1 


Moltiplichiamo rispettivamente le ultime quattro colonne di (4) per gli 
aggiunti degli elementi dell’ ultima linea di (5): questi aggiunti sono 
anche gli aggiunti degli elementi dell’ ultima linea nel determinante 


a @ O O| 
ay M a @ 

, s& & & 
(6) D,= \. 
Gd, G@ Gs a, | 

a & & &| 


*) Nell’ enunciato di Hurwitz si suppongono positivi a,, D, ,-- 


+s Dy—15 G- Pud 


capitare, sebbene sia poco probabile, in qualche questione pratica, che i segni dei 
coefficienti siano pid difficili a stabilirsi che i segni dei D,; percid noi osserviamo 





li 


li 


y 
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Sommiamo i prodotti cosi ottenuti, e sostituiamo tali somme al posto 
degli elementi dell’ ultima colonna di (4). Con cid il determinante A, 
viene a moltiplicarsi per D, che @ I’ aggiunto dell’ ultimo elemento di 
(5) e di (6); ed otteniamo: 








a4 @ 9 0 0 0O| 

% a4 & @& O OF 

Rh, os 4 & @ @ a O | 

% G dd G& a 0 | 

% & & & & D, 

—r rt —r rv? —r A, 

Sviluppando secondo |’ ultima colonna, otteniamo: 
DA; = 4,D; + rD,d,, 


infatti l aggiunto di D, @ precisamente — rA,, col segno —, cioe rA,. 
In modo analogo, che soltanto a scanso di simboli ingombranti non 

descriviamo per disteso, noi possiamo scrivere genericamente: 

(7) D,_, 4,41 = 4,_1D,,, + 7D,4,. 

Questa formula vale per v = 2,3,---,m—2; e vale, come facilmente si 

vede, anche per vy = »— 1 quando si ponga D, = a,D,_,.*) 


4, 


Se noi supponiamo che i D siano positivi e che ed r abbiano 





v-1 
le parti reali positive, allora la stessa proprieta vale per Set 
Sia ora r= a+ if, con @ positivo e 6 diverso da zero, un numero 
complesso, e sia r = a — if il conjugato; poniamo 
(a+r) (a+r) =2?+kr+l. 
I numeri & ed 7 sono reali positivi. I determinanti ©,, analoghi ai 
D,, &,, formati coi coefficienti del polinomio Y(x) = f(x) (2?+kx+)D, 
hanno tutti i loro elementi reali positivi, sebbene cid non avvenga per 
i 4,, che ne hanno anche di complessi. 
Sara, per esempio, 
eal oto a, i 
a; +ha,g+la, ay+ka,+lay | 
Come la formula (7), cosi anche vale evidentemente |’ analoga formula 


(8) A,_,9,,,=9,_,4,,, + 7°A,9,. 


v—1 v—1 





che per la nostra dimostrazione non @ essenziale, ma soltanto sbrigativo, badare 
anche al segno dei coefficienti di f(«). 

*) Volendo, si potrebbe estendere la validité della (7) fino ad mn, ponendo 
D,,.,=9, ma non ci sar& necessario. 


16* 
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Se fe Sets 
4,.,’ 4,’ 
grandezze reali positive, anche la grandezza reale ©,,, sara positiva. 

Osserviamo che la prima parte del teorema di Hurwitz, cio® la 
necessita che gli elementi (3) siano positivi affinché f sia un polinomio 
di Hurwitz, vale senz’ altro se f ® un polinomio di 2° grado. 

Ammettiamola fino al grado m, e vediamo se vale per » +1. Intanto 
un polinomio di Hurwitz di grado + 1 si ottiene da un polinomio di 
Hurwitz di grado n, moltiplicando per z +7, dove r @ un numero reale 
positivo, o di un polinomio di Hurwitz di grado »—1, moltiplicando 
per (x+r)(x+r)=—2°+kx+l, dove k ed 1 sono reali positivi. Ma 
allora le nostre considerazioni ci assicurano che i relativi elementi della 
catena (3) risultano, tranne eventualmente |’ ultimo, tutti positivi. Circa 
Y ultimo, per evitare discussioni (ben facili, peraltro) relative alle formule 
(7), (8), ci appoggeremo alla formula (3) del n. I, 3. 

In modo anche facile si stabilisce la seconda parte del teorema, 
relativa alla sufficienza. 

Siano @,, @,, @,,--- arbitrari numeri, reali o complessi. Se D, é 
relativo ad f(x), gli analoghi determinanti dello stesso ordine, relativi ai 
polinomi f(2)(2?+0,), f(2)(a*+0,2°+0,), (2) (2*+0,2*+0,2°+0,), -- 
hanno lo stesso valore di D,. Se noi, per esempio, consideriamo il 
determinante 





r’ hanno le parti reali positive, e se 0,_, e 0,, sono 


| a, My 0 | 
| Ag+ @,4, Ag+ Ma, 4, 
A, +4, A+O,4, a; + @,4, 
vediamo subito che esso coincide con 
\a, a O | 
Dy=\ a; a a 15 
|@, @& a, | 
e cosi avverrebbe se anche nell’ ultima linea figurassero gli elementi 
ds + @,4, + @,a, ed a,+ @,4, + WM, al posto di a, + @,a,, a, + Oy. 
E allora ammettiamo che il teorema di Hurwitz, valido senz’ altro 
per il secondo grado, valga fino ad »—1, e vediamo se esso si pud 
dedurre per n. Supponiamo, per assurdo, che la catena (3) abbia tutti 
gli elementi positivi, e che f(z) = 0 abbia invece qualche radice complessa 
«-+i8 con @ non negativo (e 6 diverso da zero). Radici reali non 
negative non ne pud avere, perché i coefficienti sono supposti positivi. 
Ma intanto deve avere come radice anche la coniugata « — if; e dico 
che, di pid, deve avere qualche altra coppia di radici complesse con parte 
reale positiva. Intanto, se « fosse zero, sarebbe nullo anche D,_,, per 











—— 
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la (3) del n. I, 3, mentre che, per ipotesi, @ positivo; dunque a @ 
positivo; ma allora, nel secondo membro di questa formula ora citata 
esiste un fattore negativo; dunque se ne richiede, perché sia positivo il 
prodotto, almeno un altro, il quale dovra rappresentare la semisomma 
di due altre radici complesse coniugate con parte reale positiva, negativa- 
mente prese. Ma allora il polinomio H(x) = et dovra avere 
qualche coppia di radici complesse con parte reale positiva; esso @ di 
grado » — 2, dunque per esso vale il teorema di Hurwitz; e allora i suoi 
D, non potranno essere tutti positivi. Ma i D, del polinomio H(z) 
coincidono in valore coi D, del polinomio f(z)[(#+«)*+ f*] (ottenuto 
col moltiplicare H(z) per potenze pari di x); questi, come si @ veduto, 
coincidono in segno con quelli di f(z), percid quelli di f(x) non potranno 
essere tutti positivi, come @ nell’ ipotesi. 

Con cid rimane interamente stabilito il teorema di Hurwitz. 

3. Osservazioni. Il teorema di Hurwitz conserva il suo enunciato 
quando si assuma 

f(x) = a, +a,a+---+4,_,a°-! + a,2%, 

perché un’ equazione reciproca di un’ equazione di Hurwitz @ ancora un’ 
equazione di Hurwitz. Cid potrebbe servire a chi avesse voglia di estendere 
il teorema di Hurwitz alle serie di potenze. 

Aggiungiamo un’ altra osservazione. Per le equazioni di 4° grado, 
il D, @ il prodotto delle sei semisomme binarie fra le radici. Se i coef- 
ficienti dell’ equazione di 4° grado sono positivi, allora le coppie di radici 
complesse con parte reale non negativa non possono essere due; perch? 
non ve ne sia neanche una, bisogna e basta che anche il D, sia positivo.*) 


*) Nel Routh, § 287 si trova gid questo risultato. Esso é ivi stabilito in modo 
pit faticoso. Le considerazioni contenute nel nostro n. I, 2 rappresentano un siste- 
matico sviluppo delle idee espresse nel breve cenno fatto dal valente autore. Ma 
questo breve cenno ci sarebbe certamente sfuggito, se la caratteristica forma del 
determinante di Hurwitz non ci avesse indotti a vedere in tale determinante un 
determinante di Sylvester. 
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Primitive roots of ideals in algebraic number-fields. 
By 


Jacos Westiunp of La Fayette (U.S. A.). 


Introduction. 


If A is an ideal in an arbitrary algebraic number-field, every algebraic 
integer a, which is prime to A, is said to belong to a certain exponent e, 
if e is the least exponent for which «=1, mod. A. This exponent is 
always a divisor of m(A), the number of incongruent (mod. A) algebraic 
integers, which are prime to A. An algebraic integer which belongs to 
the exponent g(A) is called a primitive root of A. In the number-field 
consisting of the rational numbers the only numbers which have primitive 
roots are the numbers of the form p”, 2p, and 2", where p is any odd 
prime and »< 3. The object of the present paper is to solve the more 
general problem of determining all the ideals in an arbitrary algebraic 
number-field which admit of primitive roots.*) 

Let A= PuPe.-- Pe, where P,, P;,---,P, are distinct prime 
ideals and a,,a,,---,@, positive integers, and let m be the least common 
multiple of p(P@), p(P%), ---, p(P%). Then for any algebraic integer 
« prime to A we have 
(1) oe” =1, mod. Py (¢=1,2,---,n). 


But 
p(A) = o(Pr) p(Py) --- oP) 


9 Pit) = pf 9(pft— 1) **) 
where p, is the rational prime divisible by P, and f, the degree of P,. 
Hence if two or more of the numbers p/:— 1 have a common factor no 


and 


*) Since the above paper was printed the author’s attention has been called to 
an article by A. Wiman in Oversigt af Svenska Vetenskapsakademiens Férhandlingar 56, 
in which most of the results obtained in this paper are derived by a somewhat 
different method. 

**) Hilbert, ,,Die Theorie der algebraischen Zahlkérper“. Jahresbericht der 
deutschen Mathematiker-Vereinigung 4, p. 192. 
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primitive roots of A exist. The only ideals, which may have primitive 
roots are therefore ideals of the following two types: 1° A= P* and 
2 A=Q,Q,--- Q,P", where Q,, Q%,--+ Q,, are prime ideal factors 
of 2 and P any prime ideal, P being different from 1, Qe, +++, Q, in 
case P is an ideal factor of 2 


I A= Pp", 


It is easily seen that every primitive root of P* is also a primitive 
root of P"~* and hence a primitive root of P. For suppose @ to be a 
primitive root of P*, and let e be the exponent to which @ belongs 
mod. P"-*. Also let p be the rational prime divisible by P and f the 
degree of P. Then 


(2) o =1+ a8, 

where # is an algebraic integer divisible by P*-*. Hence 
(3) ao? =1, mod. P* 

and hence 

(4) e= p*(p/ —1). 


But since e is a factor of p”-*®/(p/—1), it follows that a = (n—2)f, 
and hence @ is a primitive root of P"-". 

We will now determine when a primitive root of P is also a primitive 
root of P*. Let w be a primitive root of P and let e be its exponent 
mod. P*. Then ¢e=p*(p/—1), where a<f. But o being a primitive 
root of P, we have. 

w(?!-) = 1, mod. P*. 


Now in order that @ shall be a primitive root of P* we must have a=/, 
and hence f=1. Hence the following theorem: 

If P be a prime ideal of a degree higher than the first, there exist no 
primitive roots of P", n> 1, p being either odd or even. 

In the following we will then consider only ideals of the first 
degree. 

Now let @ be a primitive root of P and e=p'(p—1), where 
0<i<n-—1, its exponent mod. P*. In order that @ shall be a primi- 
tive root of P” and hence of P? it is evident that w?-'—1 should be 
divisible by P but not by P*. We will then consider only those primitive 
roots w of P which satisfy this condition*). It is evident that these 
are primitive roots of P*. 


*) That such primitive roots exist ean easily be shown. Cf. Weber, Lehrbuch 
der Algebra, 2™4 ed., vol. I, p. 686. 
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Now let P* be the highest power of P contained in p. Then two 
cases present themselves according as 1+d<p or 1+d>p. 


Case Il 1+d<p. 
Since w?-'— 1 is divisible by P but not by P?, it follows that 


(5) wo (?-) = 1, mod. P' +4, 
Hence in order that @ shall be a primitive root of P” we must have 
(6) 1 + (n—2)d << n<1+(n—1)d. 


1. d=1,p>2. In this case 1+ d<>p, and P'** is the highest 
power of P contained in *(?-», Hence P!+*-%4 and P1+-%4 are 
the highest powers of P contained in w*~*(?-—1 and @"~*(e-)— 1 
respectively, and hence @ is a primitive root of P" (n> 2). 

2. d=1, p=2. In this case @?—1 is divisible by P*®. For let 
o — 1—az, where a@ is prime to P and =z divisible by P but not by P*. 
Then taking norms we have 


N(@ +1) = N[2+(@—1)] 
N(@ + 1) = N(@—1) + 2a, mod. 4 


where a is the sum of the products obtained by taking all the conjugate 
values of @ —1 except one at a time. All these products except one 
being divisible by @ —1 and hence by P, it follows that a is not divi- 
sible by 2, since N(@—1) is not divisible by 4. Hence 
N(@+1)=0, mod. 4 

and hence +1 divisible by P* and m?—1 divisible by P*. Hence 
there are no primitive roots of P* (n>2), if p=2 and d=1. 

3. d>1. From (6) we obtain as a necessary condition that @ shall 
be a primitive root of P” 
P n—1 
(7) é<—;- 
n—1 
n—2 
there exist no primitive roots of P*, if n> 2. 





But the maximum value of for n>2 is 2. Hence in this case 


Case IL 1+d>p. 
In this case p is a factor of the fundamental number, since d > 1. 
Now let k satisfy the conditions 
p<p-?+d, 


a PMsrta 
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Then the highest power of P contained in w*(?-) —1 is Pr’, if i<k, 
and w**(e-1)_ 1 is divisible by P?*+¢. 

If k>n—2, the highest power of P contained in w?"~*(e-) —1 
is P*"~*. But if p> 2, p*-* >n except for n= 2, and hence it follows 
that @ cannot be a primitive root of P* (n> 2). 

If k<n—2, w"~*(e- —1 is divisible by P*+@-2-%4, But if p> 2, 
p'+(n—2—k)d>n for n> 3, and hence o is not a primitive root of P*. 

Let us now consider the case when p= 2. The highest power of P 
contained in @*—1 is P*, and *—1 is divisible by P*. Hence there 
exist no primitive roots for > 3. 

Summarizing these results we have the following theorem: 

The primitive roots of P", when such roots exist, are those primitive 
roots @ of P for which w®-*— 1 is divisible by P but not by P*. 

If p is an odd prime which is not a factor of the fundamental number, 
there exist primitive roots of P", n > 2. 

If p =2 and the fundamental number is odd, there exist no primitive 
roots of P" except for n = 2. 

- If p is an odd factor of the fundamental number, there exist no 
primitive roots of P" except for n = 2. 

If p=2 and the fundamental number is even there exist primitive 

roots of P" for n =2 and 3 but not for higher powers of P. 


Il, A=QiQ2 ..+ QmP". 


If @ 1s a primitive root of A, it must also be a primitive root of 
Q, (¢=1,2,---,m) and of P*. Hence the only cases when there exist 
primitive roots of A are when there exist primitive roots of P” and in 
addition no two of the numbers 2/i—1, where f; is the degree of Q,, 
have a common factor. We will now show how to find the primitive 
roots of A, when such roots exist. 

Determine the algebraic integers «,, a,,---, «,,, 6 such that 





«,=1, mod. Q,, 

(9) «,=0, mod. Q,, when i+k, 
«,=0, mod. P* 

and 
6B =0, mod. Q,, 

10 

(10) Cot ae 


Pp 


Now let @,, @,,---, @,,, @ be primitive roots of Q,, Q,°-:, Q 
respectively. Then setting 


m? 
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Y= 0, +-° + Oy Oq + BO 

we have 

(11) y =o, mod. P* 

and hence y is a primitive root of P". Similarily we prove that y is a 
primitive root of Q, (¢=1,2,---,m). Hence, if no two of the numbers 
2/‘_ 1 have a common factor, y is a primitive root of A. 

Since the above paper was written, my attention has been called to 
an article by Dr. A. Ranum in Vol. 11, No. 2 of the Transactions of the 
American Mathematical Society. In this article, entitled ‘The group of 
classes of congruent quadratic integers with respect to a composite ideal 
modulus’, Dr. Ranum derives by a different method and for the special 
case of a quadratic number-field the results obtained above. 


Purdue University, La Fayette, Ind, U.S. A., May 1910. 
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Bericht tiber den Stand der Herausgabe von Gauf’ Werken. 
Neunter Bericht.*) 


Von 


Feurx Kuer in Gottingen. 


Im letzten Jahre haben die Vorarbeiten zum zehnten (letzten) Bande 
insofern einen guten Fortgang genommen, als der Plan, eine ausfiihrliche 
wissenschaftliche Biographie von GauB zu geben, der wegen seiner schweren 
Durchfiihrbarkeit seinerzeit fallen gelassen worden war, nicht nur wieder 
aufgenommen wurde, sondern auch bereits eine feste Form gewonnen hat. 
Der gesamte biographische Teil des Bandes soll in vier Teile zerfallen: 

Der erste wird das biographische Material von allgemeinerem Cha- 
rakter, die Hauptpunkte in GauB’ Leben, welche von persénlicher oder 
wissenschaftlicher Bedeutung sind, bringen; im zweiten Teil sollen sodann 
monographische Darstellungen der wissenschaftlichen Lebensarbeit von 
GauB auf den einzelnen Gebieten folgen, und zwar nach der auch sonst 
bei der Herausgabe und bei der Anordnung des Archivs gewiihlten An- 
ordnung: Arithmetik, Analysis, Geometrie, Geodiisie, Physik, Astronomie. 

Den dritten Teil soll ein Abdruck des wissenschaftlichen Tagebuchs 
mit ausfiihrlichem Kommentar bilden und zuletzt sollen interessante Stellen 
aus dem Briefwechsel folgen, soweit sie nicht schon abgedruckt sind. 

Zur Ubernahme der Monographie iiber Arithmetik hat sich Herr 
Professor Bachmann in Weimar bereit erklirt und das Manuskript bereits 
fertiggestellt. Bei der in Verbindung hiermit nochmals vorgenommenen 
Durechsicht des Nachlasses hat sich noch eine kleine Ausbeute interessanter 
Kinzelheiten ergeben, die bei der Herausgabe des achten Bandes nicht be- 
riicksichtigt sind und damals z. T. deswegen nicht ganz gewiirdigt werden 
konnten, weil das wissenschaftliche Tagebuch noch nicht zur Verfiigung 
stand. Die wichtigeren derselben sind nach einer Mitteilung von Prof. 
Bachmann folgende: 


*) Abgedruckt aus den Nachrichten der K. Ges. d. Wissenschaften zu Gittingen. 
Geschiiftliche Mitteilungen 1911. — Vgl. den achten Bericht (Math. Ann. 69, S. 444—445). 
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,Zunichst eine Anzahl asymptotischer Gesetze. In seinem Exemplar 
von Schulzes Sammlung logarithmischer Tafeln Bd. 1 hat GauB die fol- 
genden kurzen Angaben eingetragen, und am Rande das Datum 1796 Mai 
vermerkt, das sich auf die Nr. 1—4, vielleicht auch auf Nr. 5 bezieht. 


1. Primzahlen unter a (=o) ix’ 


2. Zahlen aus 2 Faktoren =s 


(wahrsch.) aus 3 Faktoren + ere -++ et sic in infin. 


3. L+stotetet yt +5 = (pro zinf)Uz+V 
V esse Const. suspicor ac prope 1,266---. 

4. Ferner fiir die Anzahl der Zahlen, die keine, héchstens 2, 3, - - - 
gleiche Faktoren haben, die asymptotischen Gesetze 


a a a 
a ee i tots 
tpitige. 1454 5¢ 1454+ 04° 
5. Sodann die Formel 
23 67 x 








= (a inf.)a- lz, 
a Const. ac prope 1,874. 

6. Numerus factorum usque ad » (lin+1)-n. 

7. Desgleichen steht in GauB’ Exemplar von Lamberts Zusiitzen zu 
zu den logarithmischen etc. Tabellen die Bemerkung: Numerus omnium 

1 an 

ex solis factoribus 2, 3, 5,7 compositorum infra n est lacie. 
propter. 

8. An einer andern Stelle des Nachlasses (Scheda Ac, 8. 19) steht der 
Satz: Accipiendo @ ita ut in Disqu. Ar. art. [38], summa seriei 


2 3 4 
14 44 4 tS 


jg Praecter 


exhiberi potest quam proxime per - log + Const. Erit autem 


P 1 1 1 
“Const. = 0,5772156 + = log 2 + = log3 + = log5--- 


pr. pr. = 0,5772156 
+ 0,569974 6/1 1 . 
—E arias ~ x(q 82 + 5 log3 + Z log ---) 


unde Const. = 0,697413. Aus dieser Rechnung ist zu ersehen, dab Gau8 


die Konstante richtig gleich C0 —“S¢ (2), wo C die Eulersche Kon- 
stante, geschitzt hat. 








= —— ae 
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9. Desgleichen steht (Scheda Ae, S. 39) der andere, auf die Anzahl 
der Teiler einer Zahl beziigliche Satz: Sit pro numero 
at bf cy d®...- = M 
(@+1)(B+1)(y+1)---=9M . 
erit Sy M quam proxime M(IM + 0,15443) + ? 

»Hierzu treten noch die im GauBschen Tagebuche unter den Daten 
20. 6. 1796 und 6. 9. 1796 verzeichneten Ausdriicke 

10. fiir den mittleren Wert der Summe aller Teiler einer Zahl, 

11. fiir den mittleren Wert der Eulerschen Funktion g(n). 

»Kaum ist anzunehmen, daB GauB alle diese verborgen liegenden Er- 
kenntnisse nur durch Induktion eutdeckt haben kénne, obschon sich nir- 
gends eine sichere Spur von theoretischen Betrachtungen findet, die ihm 
dazu verholfen, Betrachtungen, wie er sie gleichwohl schon zur Zeit der 
Disqu. arithm. besessen haben muB, da er sie dort (art. 304, vgl. 301) ge- 
legentlich mitzuteilen in Aussicht stellt. Vermutlich ist er zur Mehrzahl 
seiner Satze auf heuristischem Wege gelangt. Wie dem auch sei, sie sind 
seitdem fast simtlich durch andere Forscher hergeleitet und in manchen 
Punkten genauer gestellt worden. Unter Benutzung von Mitteilungen des 
Herrn Landau sei dariiber Nachstehendes hinzugefiigt. 

»Den Beweis fiir Nr. 1 gaben zuerst 1896 Hadamard und de la Vallée 
Poussin (vgl. E. Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der 
Primzahlen, §§ 8 und 10). Die unter Nr. 2 gegebenen Siitze sind nur 
spezielle Fille des 1900 von Landau (vgl. Handbuch, § 56) bewiesenen 
allgemeinen Gesetzes, nach welchem die Anzahl der Zahlen = x, welche 
aus v Faktoren bestehen, asymptotisch durch 


a-(Ulax)’—* 
@—Dilz 
bestimmt ist. Den Satz Nr. 3 bewies zuerst 1874 (Crelles J. 78, S. 52) 


F. Mertens unter der bestimmteren Form 


DY _pnuero-S DA + 0(8), 


pPrimzahl =z m=2 
worin © die Eulersche Konstante. Fiir die von Gau8 vermutete Kon- 
stante V ergiibe sich also nach Mertens (ebenda S. 54) der etwas ab- 
weichende Wert 1,26149--- Ebendaselbst 8.53 hat Mertens auch Nr. 5 
unter der korrekteren Gestalt 


1 
+ =¢+4lz, 


pec 1—— 


in welcher 6 mit + gegen Null konvergiert, hergeleitet. Nr. 4 findet 
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sich ermittelt in Gegenbauers Abhandlung: Asymptotische Gesetze der 
Zahlentheorie, in den Denkschr. Ak. Wiss. Wien 49 (1885) Abt. 1, 8. 47. 
Der Satz Nr. 6 ist wohl ein nicht véllig zutreffender Ausspruch der Formel 


DIF] =2-lla+(V—1)2-+ o(2), 
per 
die aus den unter 1. und 3. gegebenen Gesetzen einfach hervorgeht und 
in ihrem Restgliede noch durch de la Vallée Poussin (Sur les valeurs 
moyennes etc., Ann. Soc. scientif. Bruxelles 22 I, S. 84, 1898) zu 
—(1—C) iz oS o(*) prazisiert worden ist. Die GauBische Angabe unter 
Nr. 7 ist unzutreffend, da der richtige Wert der gemeinten Anzahl (s. Gram, 
K. Danske Vid. Selsk. Skr. Ser. 6 Bd. 7 S. 1) betriichtlich kleiner, asympto- 
tisch gleich 
i 
24° 12-13-15 -17 
ist. Die Formel Nr. 8 und der von GauB zur Berechnung der Konstanten 
benutzte Ausdruck laBt sich aus dem zuerst von Dirichlet fir die Summe 


> o(n) bewiesenen asymptotischen Ausdrucke erschlieBen. Fiir die unter 


n=1 
Nr. 9—11 aufgefiihrten GauBischen Aussagen ist zuerst durch Dirichlet 
(Abh. K. Ak. Berlin 1849) ein Beweis gegeben worden, Nr. 9 und 10 mit 
den Restgliedern O(Yz), O(x-lx) resp.; Gauf’ Konstante 0,15443 bei 
Nr. 9 ist in allen 5 Dezimalen genau der richtige Wert 2C —1; das von 
Dirichlet fiir Nr. 11 angegebene Restglied ist spiter durch Mertens (Crelles 
J. 77, S. 291) priziser als O(a-lx) bestimmt. 

Hine Notiz des GauBischen Tagebuchs vom 26. Nov. 1796 iiber die Reihe 


“Me 
imo +5-- 


1aBt erkennen, daB GauB auch schon begonnen hat, iiber die analytische 
Beschaffenheit der ¢-Funktion zu arbeiten und von der erwahnten Reihe 
vermutet oder erkannt hat, daB sie im Punkte m = 0 reguliir sei. Jeden- 
falls aber lagen fiir ihn die feinen analytischen Hilfsmittel, denen wir die 
neueren Siitze iiber die Primzahlverteilung verdanken, wie diese Siitze 
selbst, noch unerreichbar in weiter Ferne. 

Andere Funde betreffen die Theorie der Formen. Hier ist zuniichst 
eine (in scheda Ae, 8. 4/5 enthaltene) Notiz bemerkenswert, in welcher 
GauB, iiber seine in den Disqu. arithm. mitgeteilten spezielleren Unter- 
suchungen hinausgehend, die Bedingungen fiir die Darstellbarkeit der Null 
durch eine allgemeine terniire quadratische Form mittels ganzzahliger Werte 
der Unbestimmten genau in der gleichen Weise formuliert, wie sie zuerst 
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von Stephen Smith (Proceed. R, S. London 13, 8. 110) bekannt gemacht 
worden sind. Sodann eine bei anderer Gelegenheit (in Ed 3) begonnene 
Betrachtung der quadratischen Formen mit komplexen Elementen von der 
Gestalt 


ots gal + bay’ + faly + TS yy, 








wo die akzentuierten Buchstaben die Konjugierten zu den nicht akzen- 
tuierten bedeuten, Formen, die nach GauB zuerst von Hermite (Crelles J. 
53 (1857), 8. 182) niaher untersucht worden sind. Endlich, dafS GauB be- 
reits auch die Formen, die Normen komplexer Zahlen der Art 


a+yV—a+2V—B+uVap 
sind, wie aus dem Handbuche vom Oktober 1805, 8. 151 sowie aus einer, 
in dem einen seiner Handexemplare der Disqu. arithm. vorhandenen Be- 
merkung hervorgeht, in den Kreis seiner Betrachtungen gezogen hat. 

»Ein im September 1813 von GauB begonnenes Handbuch enthilt 
auf 5.4—8 zwei in deutscher Sprache verfaBte Darstellungen der in 
Comm. Gotting. rec. 4 veréffentlichten und dort als demonstratio quinta 
und sexta bezeichneten beiden Beweise des quadratischen Reziprozitiits- 
gesetzes. Hier wird der letztere als fiinfter Beweis gezahlt und ist nur 
ganz unwesentlich von der lateinischen Fassung der demonstratio sexta 
verschieden. Die Fassung des ersteren unter der Uberschrift: ,,Dritter 
Beweis des Fundamentaltheorems bei den quadratischen Resten in einer 
neuen Einkleidung* weicht dagegen, im Prinzip zwar identisch, in seiner 
Entwicklung nicht unerheblich von der lateinischen der demonstratio 
quinta ab und tragt das Datum Novb. 12, sicherlich wohl desselben 
Jahres 1813. Bedenkt man, daB jene Beweise (nach Werke II, 8. 43, 50) 
GauB schon 1809 bekannt gewesen, in ihrer vorliegenden lateinischen 
Fassung aber erst 1817 der Gesellschaft der Wissenschaften tibergeben 
sind, so hat man in jenen Aufsiitzen offenbar eine dieser voraufgehende, 
vielleicht die Niederschrift der Beweise in der Gestalt zu sehen, in welcher 
sie sich Gau8 urspriinglich dargeboten haben. 

»Besonders interessant erscheint, daB sich in GauB’ NachlaB auch eine 
knappe Skizze von einem vollstindigen Beweise des allgemeinen biquadra- 
tischen Reziprozitiitsgesetzes gefunden hat. Analog der demonstratio sexta 
des quadratischen Gesetzes beruht er auf der Theorie der Kreisteilung 
und tritt so dem bekannten Eisensteinschen Beweise des biquadratischen 


(Crelles J. 28) an die Seite, dessen Symbol [=] zur Bezeichnung des 


biquadratischen Charakters einer komplexen Zahl x in bezug auf einen 
komplexen Primzahlmodul m auch darin auftritt, sodaB die Frage nahe 
liegt, inwieweit etwa GauB von diesem Beweise schon Kenntnis gehabt 
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habe; wabrscheinlich entstammt wenigstens der seinige erst einer spiiteren 
Zeit. Im Anschlu8 hieran ist endlich noch zu erwibnen, da8 Gau8 auch 
die Siitze schon ausgesprochen bat (in Ec 2), welche dem SchluBtheoreme 
seiner commentatio prima iiber die biquadratischen Reste analog, aber auf 
die Darstellung der Primzahlen p von den Formen 3n + 1 und 8x +13 
bzw. durch die quadratischen Formen 2? + 3y* und 2? + 2y? beziiglich 
sind. Auch findet sich im Handbuche vom September 1813, 8. 5 die Ab- 
leitung des auf gréBte Ganze beziiglichen Satzes, dab, wenn a =1 (mod. 4) 
und zur positiven ganzen Zahl » teilerfremd ist, die Summe aller Zahlen 


[m+ 2)—-[S], 


erstreckt tiber alle ungeraden f< n, gleich der doppelten Summe aller 
Zahlen 
* ga 1 ga 1 
+s)-lE+c 


erstreckt tiber alle g < - ist, nur daB fiir g = . nur der halbe Wert zu 


zihlen ist.“ — Soweit die Mitteilung von Prof. Bachmann. 

Demniichst wird es sich nun darum handeln, tiber Gauf’ Arbeiten 
tiber die elliptischen Transzendenten und die damit verwandten Unter- 
suchungen volle Klarheit zu schaffen. Die vom Unterzeichneten bereits 
gelegentlich der Herausgabe des wissenschaftlichen Tagebuches gemachten 
Vorarbeiten haben gezeigt, da® hier eine Aufkliirung besonders erwiinscht 
ist, wenn sie auch noch besondere Schwierigkeiten zu bieten scheint. Die 
Bearbeitung der iibrigen Gebiete wird verhiiltnismaBig leichter sein, da 
GauB’ Untersuchungen tiber diese nicht so stark in seiner ersten Jugend- 
zeit wurzeln, sondern in einer Zeit entstanden sind, in der wir, nament- 
lich an der Hand des Briefwechsels, besser iiber GauB’ jeweilige Beschiif- 
tigung orientiert sind. 

Uber das, was der zehnte Band sonst bieten wird, ist bereits im 
siebenten Berichte (Math. Ann. 63) das Nihere mitgeteilt worden. 
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Vereinfachungen des Hilbertschen Systems der Kongruenzaxiome. 
Von 


Artur RosenTHat in Miinchen. 


Hilbert hat in seinen Grundlagen der Geometrie*) ein System von 
sechs Kongruenzaxiomen aufgestellt. Im folgenden soll nun gezeigt werden, 
da sich dieses System der Kongruenzaxiome wesentlich vereinfachen lift: es 
sollen niimlich mit Hilfe der tibrigen Kongruenzaxiome, unter Hinzuziehung 
von Verkniipfungs- und Anordnungsaxiomen, das fiinfte Kongruenzaxiom, 
sowie Teile des ersten und vierten bewiesen werden. Die so bewiesenen 
Siitze brauchen dann natiirlich beim Aufbau der Geometrie nicht mehr 
als Axiome vorausgesetzt zu werden. 

Das fiinfte Hilbertsche Kongruenzaxiom lautet: 

yl 5. Wenn ein Winkel < (h,k) sowohl dem Winkel < (h’, k’) als 
auch dem Winkel <c (h", kK”) kongruent ist, so ist auch der Winkel 
<x (h’, k’) dem Winkel <c (h”,k”) kongruent, d. h. wenn 

K(hky=x(h,k) und x (hk) =x (h",k’) 
ist, so ist auch stets 
x (Wk) Sx (h" 

Das erste Kongruenzaxiom ist bei Hilbert folgendermaBen formuliert: 

lll 1. [a] Wenn A, B zwei Punkte auf einer Geraden a und ferner 
A’ ein Punkt auf derselben oder einer anderen Geraden a’ ist, so kann 
man auf einer gegebenen Seite der Geraden a’ von A’ stets einen wnd 
nur einen Punkt B’ finden, sodaB die Strecke AB der Strecke A’ B’ 
kongruent oder gleich ist, in Zeichen: 

AB=A 'B.. 
[b| Jede Strecke ist sich selbst kongruent, d. h. es ist stets: 
[1] AB=AB und [2] AB=BA* 


*) Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 3. Aufl., Leipzig 1909, S. 9—12. — Alle 
Angaben des folgenden beziehen sich auf diese (neueste) Auflage. 
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Analog das vierte Kongruenzaxiom: 

wlll 4. [a] Es sei ein Winkel < (h, k) in einer Ebene « und eine 
Gerade a’ in einer Ebene a’, sowie eine bestimmie Seite von a’ auf «’ 
gegeben. Es bedeute h’ einen Halbstrahl der Geraden a’, der vom Punkte 
O ausgeht: dann gibt es in der Ebene a’ einen und nur einen Halb- 
strahl k’, sodaB der Winkel < (hk, k) kongruent oder gleich dem Winkel 
<x (h’,k’) ist und zugleich alle inneren Punkte des Winkels <c (h’, k’) auf 
der gegebenen Seite von a’ liegen, in Zeichen: 


K (h, k) = KW, F). 

{b] Jeder Winkel ist sich selbst kongruent, d. h. es ist stets 

[1] x<(hk) =< (A, hk) und [2] x&k= =x (k,h)* 

Wie die von mir in | | beigesetzten Zeichen andeuten, zerfallen die 
Axiome III 1 bez. [I1I4 in je zwei verschiedene Teile I1]1a und Ill 1b 
bez. Iil4a und Ill4b. Der Teil b laBt sich dabei ersichtlich noch in 
zwei weitere Teile zerspalten: nimlich [1 1b, und II11b, bez. [11 4b, 
und Ill4b,. Aber auch der Teil a ist*) in zwei weitere Teile zu zer- 


legen, indem man ,einen und nur einen“ in 1) ,mindestens einen“ (III 1a, 
bez. II] 4a,) und 2) ,jhdchstens einen“ (I1] 1a, bez. Ill 4a,) spaltet. 


Wie wir sehen werden, ergibt sich die Eindeutigkeit der Strecken- 
kongruenz (IJ 1a,) ohne weiteres mit Hilfe der Eindeutigkeit der Winkel- 
abtragung (III 4a,), wogegen das Umgekehrte sich als nicht méglich 
erweist. Ferner folgt III 1b, als unmittelbare Konsequenz aus den iibrigen 
Teilen von II11 und IIl2. Die Grundlage endlich des Beweises von 
Iil4b, und [15 besteht in der Erkenntnis, dab es méglich ist, die Kon- 
gruenzsiitze ohne Zuhilfenahme von II] 4b, und II 5 herzuleiten. 

Noch ein Wort iiber das Symbol der Kongruenz: Um die genaue 
Unterscheidung von < (h, k) = << (h’, k’) und x (h', ) =X (h, k)*™) mu 
erleichtern, fiihren wir statt des Zeichens ,=“ das Zeichen einer ge- 
richteten Kongruenz: ,—>“ ein, sodaB << (h, k) —> << (h’, k’Y bedeutet: der 
Winkel <c (h, k) ist dem Winkel <c (h’, k’) kongruent. 

Ferner bezeichnen wir die voillstéindige Gerade, von der h ein Halb- 
strahl ist, mit h; der andere Halbstrahl von h heiBe dann /,. 


*) Abnlich, wie es beim Parallelenaxiom geschieht; vgl. Hilbert, a. a. 0. S. 20. 
**) Analog fiir Strecken. 
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§ 1. 
Einige Hilfssitze tiber Verkniipfungs- und Anordnungstatsachen. 


Hilfssatz a: Eim Punkt A gehért dann und nur dann dem Innern 
des Winkels << (h, k) an, wenn A nicht auf h oder k (einschlieBlich Scheitel- 
punkt QO) liegt, und wenn in der Ebene des Winkels (h, k) sowohl A und k 
auf derselben Seite von h, als auch A und h auf derselben Seite von k 
liegen. Alle diesen Bedingungen nicht geniigenden und nicht auf h oder k 
(einschlieBlich O) gelegenen Punkte gehéren dem Aupern des Winkels 
<< (h, k) an. 

Beweis: Es handelt sich darum, nachzuweisen, daB das Gebiet der 
die Bedingungen des Hilfssatzes a erfiillenden Punkte identisch mit dem 
Gebiete ist, das Hilbert*) als das Innere des Winkels << (h,k) be- 
zeichnet hat. 

Nach Hilberts Satz 6**) teilt jede Gerade @ eine sie enthaltende 
Ebene « in zwei Gebiete, sodaB die Punkte gleichen Gebietes durch 
Strecken verbunden werden, welche die Gerade @ nicht treffen, wahrend 
Strecken, welche Punkte verschiedencr Gebiete verbinden, die Gerade @ 
treffen. Demnach werden durch zwei Gerade h und-k einer Ebene « 
die nicht auf h und k liegenden Punkte von @ in die vier folgenden 
Klassen eingeteilt: H=K; H=K,; H,—K; H,=K,. Dabei bezeichne 
H bez. H, diejenigen Punkte, welche auf derselben Seite von h liegen, 
wie die Halbstrahlen k bez. 4,; ferner K bez. K, diejenigen Punkte, 
welche auf derselben Seite von k liegen wie h bez. h,. Die Klasse H= K 
stellt also die Gesamtheit derjenigen Punkte dar, welche den Bedingungen 
unseres Hilfssatzes a geniigen. 

Aus Satz 6 folgt nun unmittelbar: Die Punkte einer und derselben 
Klasse werden miteinander durch Strecken verbunden, die weder h noch k 
treffen und ganz der betreffenden Klasse angehéren. Punkte zweier verschie- 
dener Klassen kénnen nur durch Streckenziige verbunden werden, die min- 
destens eine der beiden Geraden h und k treffen. Punkte zweier Nachbar- 
klassen, d. h. Klassen, die nur in bezug auf einen Buchstaben verschiedene 
Indices besitzen, werden durch Strecken verbunden, die einen Punkt der durch 
jenen Buchstaben bezeichneten Geraden enthalten; und zwar gehért dieser 
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*) Grundlagen, S. 10/11; Erklarung. — Wie dort angedeutet, besteht diese 
,Urklirung eigentlich aus einem Satze und aus Definitionen. Der oben gegebene 
Beweis fiir den Hilfssatz a bildet zugleich einen Beweis fiir den in der Hilbertschen 
Erklirung enthaltenen Satz. — Ubrigens wiire es vielleicht zweckmiBig, den Hilfs- 
satz a als Definition fiir das Innere eines Winkels zu betrachten, und dann die 
Hilbertsche Erklirung als Satz abzuleiten; an dem oben gegebenen Beweis brauchte 
man zu diesem Zwecke nichts Wesentliches zu andern. 

**) Grundlagen, S. 6/7. 
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Punkt demjenigen Halbstrahl dieser Geraden an, welcher den gleichen 
Index wie der den beiden Nachbarklassen gemeinsame Buchstabe besitzt. 
Punkte zweier Gegenklassen (d. h. zweier Klassen, die sich beziiglich der 
Indices beider Buchstaben unterscheiden) werden durch Strecken verbun- 
den, die mit jeder der beiden Geraden h und & einen Punkt gemein haben; 
und zwar enthiilt eine solche Verbindungsstrecke entweder den Schnitt- 
punkt 0 von h und k oder zwei voneinander verschiedene Punkte R und 
S, einen auf h und einen auf k. Wenn im letzteren Fall in einer Klasse 
die beiden’ Buchstaben H und XK gleichen bez. verschiedenen Index be- 
sitzen, so gehéren die Punkte R und S Halbstrahlen mit verschiedenem 
bez. gleichem Index an.*) 

Aus all dem geht hervor, daB die Klasse H = K ausgezeichnet ist; 
denn die Punkte dieser und nur dieser Klasse werden mit allen Punkten 
irgend einer anderen Klasse durch Strecken verbunden, die einen Punkt 
auf den Halbstrahlen h oder k (einschlieBlich O) besitzen. Wir bezeichnen 
nun die Punkte der Klasse H= K durch A, wihrend wir die drei anderen 
Klassen (einschlieBlich der Punkte von h, und k,) zu einer einzigen neuen 
Klasse zusammenfassen, deren Elemente wir B nennen. Die Punkte A sind 
dann gegeniiber den Punkten B dadurch ausgezeichnet, daB nach dem 
obigen die Verbindungsstrecke zweier Punkte A keinen Punkt von h, k 
(einschlieBlich O) enthilt, also auch ganz dem Gebiete der Punkte A ange- 
hért, wihrend es Punkte B gibt, die nicht durch eine Strecke, welche 
keinen Punkt von h, k enthialt, verbunden werden kénnen. Letzteres ergibt 
sich sofort in folgender Weise: Man verbinde irgend zwei Punkte R und 
S, von denen der erste auf dem Halbstrahl h, der zweite auf dem Halb- 
strahl k gelegen ist, durch eine Gerade @ (11). Nach [12 existiert min- 
destens ein Punkt B, auf @ so, dab S zwischen R und B, liegt, und ebenso 
mindestens ein Punkt B, auf @ so, dab R zwischen S und B, liegt. Aus 
Satz 4**) folgt dann, daB R und S zwischen B, und B, liegen. Da nun 
nach unserer Definition die Punkte B, und B, zur Klasse der Punkte B 
gehéren, so ergibt sich, dab, wie behauptet, die Verbindungsstrecke ge- 
wisser Punkte B notwendig Punkte von h, k enthilt. — Dagegen kénnen 
alle Punkte B miteinander durch Streckenziige (es geniigen Ziige, die aus 
zwei Strecken bestehen) verbunden werden, die keinen Punkt von h, k 
(einschlieBlich O) enthalten. Denn man kann von irgend einer der drei 
Klassen H = K,; H, = K; H, = K, m jeder andern von ihnen gelangen, 
indem man héchstens zweimal zu einer Nachbarklasse iibergeht und dabei 
jedesmal einen Buchstaben mit Index 1 festhilt. 


*) Dies ergibt sich am einfachsten durch doppelte Anwendung des fiir die 
Nachbarklassen Erhaltenen. 


**) Grundlagen, 8. 6. 
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Demnach besitzen die Punkte A bez. B alle Eigenschaften, die in 
der Hilbertschen Erklirung von den inneren bez. fiuBeren Punkten des 
Winkels << (h, k) gefordert werden. q. e. d. 

Aus Hilfssatz a folgt unmittelbar 

Hilfssatz b: Wenn Punkt R auf h und Punkt S auf & liegt und 
es liegt Punkt A zwischen R und S, so liegt A innerhalb < (h, kh). — 

Hilfssatz e: Wenn ein Punkt (A) eines von O ausgehenden Halb- 
strahls a im Innern des Winkels der beiden von O ausgehenden Halb- 
strahlen h und & liegt, so liegen alle Punkte von a im Innern des 
Winkels <c (h, k). 

Beweis: Nach I2 hat @ mit h und & nur den Punkt O gemein. 
Nach der ersten Erkliirung auf 8.7 der Grundlagen liegt O niemals 
zwischen zwei Punkten von a. Also kann, da A innerhalb <c (h, k) liegt, 
nach der Erklirung 8. 10/11 der Grundlagen kein anderer Punkt von a 
dem Aufern des Winkels (h,k) angehéren. q. e. d. 

Hilfssatz d: Wenn ein Punkt (B) eines von O ausgehenden Halb- 
strahls a im AuBern des Winkels der beiden von 0 ausgehenden Halb- 
strahlen h und k liegt, so liegen alle Punkte von a im Aubern des 
Winkels (h, k). 

Beweis: Angenommen, es lige ein Punkt A von @ im Innern von 
<< (h, k), so wiirden nach Hilfssatz c alle Punkte von a im Innern von 
<< (h, k) liegen, was der Voraussetzung widerspricht. 4. e. d. 

Hilfssatz e: Bilden die Halbstrahlen ) und k, welche von O aus- 
gehen, einen Winkel, in dessen Innern der von O ausgehende Halbstrahl a 
liegt, so trifft a jede Strecke RS, deren Endpunkte R und S beziiglich 
auf h und & liegen, in einem im Innern dieser Strecke gelegenen Punkt. 

Beweis: Man wihle Punkt 7 auf der Geraden & so, dab O zwischen 
S und 7 liegt, (112) (d. h. man wiihle 7 auf k,) und ziehe die von 
a, h, k verschiedene Gerade 7’ (11, 2). Nun wende man auf Dreieck 
TRS und die durch O gehende Gerade @ das Axiom I14 an; darnach 
muB die Gerade @, da sie nicht durch RF hindurchgeht (12), entweder 
TR oder RS in einem innern Punkt treffen. Nun liegen alle Punkte der 
Strecken 7’R und RS mit dem Halbstrahl a auf der gleichen Seite von k 
(Hilfssatz a und Satz 6); also kann der fragliche Schnittpunkt nicht auf 
a,, sondern nur auf «@ liegen. Da nun jeder zwischen 7' und FR gelegene 
Punkt dem AuBern des Winkels (hk, k) angehért (Hilfssatz a und Satz 6), 
so kann der ganz im Innern des Winkels (h, /) liegende Halbstrahl a keinen 
Punkt mit der Strecke 7’R gemein haben; also hat der Halbstrahl a einen 
Punkt mit der Strecke RS gemein. q.e. d. 

Hilfssetz f: Haben die derselben Ebene angehérenden Geraden 
h, k, t den Punkt O gemeinsam und liegen die Halbstrahlen h und k auf 
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der gleichen Seite der Geraden 7, so liegt entweder / innerhalb < (k, /) 
oder k innerhalb < (A, 1). 

Beweis: Es liegt h entweder innerhalb <c (/, 1) oder innerhalb 
<x (k,1,) (Hilfssatz a) und ebenso k entweder innerhalb << (h,/) oder 
innerhalb <c (h, /,). Nun kann nicht gleichzeitig h innerhalb < (Kk, 1) und 
k innerhalb <x (h, 1) liegen. Denn wenn h innerhalb < (k, 71) liegt, so 
wihle man auf k einen Punkt K, auf / einen Punkt Z; dann existiert 
nach Hilfssatz e ein Schnittpunkt H von h mit der Strecke KL; also 
liegt K auBerhalb der Strecke HZ (113) und deshalb (nach Hilfssatz a) 
K auBerhalb < (h, 1); daher (nach Hilfssatz d) k auBerhalb < (h,/). Es 
liegt also entweder h innerhalb <c (k,/) und k imnerhalb <c (h,1,) oder k 
innerhalb <c (h, 2) und h innerhalb << (K,1,). q.e.d. 

Hilfssatz g: Wenn die in derselben Ebene gelegenen Winkel << (h, l) 
und <c (k,l?) einen innern Punkt A gemein haben, so liegen die Halb- 
strahlen h und / auf der gleichen Seite der Geraden J. 

Beweis: Nach Hilfssatz a liegt 4 und ebenso / auf der gleichen 
Seite von 7 wie Punkt A. q.e. d. 

Hilfssatz h: Haben die derselben Ebene angehérenden Geraden 
h,k,t den Punkt O gemeinsam und liegen die Halbstrahlen h und k 
auf der gleichen Seite der Geraden /, so haben die Winkel = (h, 1) und 
<x (k, 2) sicher einen inneren Punkt gemeinsam. 

Beweis: Nach Hilfssatz f liegt entweder A innerhalb <c (4,1) oder 
k innerhalb << (h,l). Im ersteren Fall liegt (mach den im Beweis von 
Hilfssatz f benutzten Bezeichnungen) Punkt H zwischen K und L. Man 
wihle einen Punkt M innerhalb der Strecke HZ ({12); dann liegt M 
nach Satz 4 auch innerhalb der Strecke KL. Also liegt nach Hilfssatz b 
der Pankt M gleichzeitig innerhalb << (h, 1) und << (k, 1). — Wenn anderen- 
falls k innerhalb <c (h, 7) liegt, so vertausche man im vorstehenden die 
Buchstaben h und k. q.e. d. 

Hilfssatz i: Wenn die in derselben Ebene gelegenen Winkel <c (h, l) 
und < (k,l) keinen Punkt gemeinsam haben, so liegen die Halbstrahlen h 
und & auf verschiedenen Seiten der Geraden /. 

Beweis: Angenommen h und & ligen auf der gleichen Seite von J, 
dann hiitten << (h, 2) und < (k,1) nach Hilfssatz h sicher einen Punkt ge- 
meinsam, was der Voraussetzung widersprechen wiirde. q. e. d. 

Hilfssatz k: Haben die derselben Ebene angehérenden Geraden 
h, k, ¢ den Punkt O gemeinsam und liegen die Halbstrahlen h und k auf 
verschiedenen Seiten der Geraden /, so haben die < (h, 1) und < (k, 1) 
keinen inneren Punkt gemeinsam. 

Beweis: Angenommen, << (h,/) und <x (k,l) hitten einen inneren 
Punkt gemeinsam, so wiirde aus Hilfssatz g folgen, daB h und i auf der 
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gleichen Seite der Geraden 7 liegen wiirden, was der Voraussetzung 
widerspriche. q. e. d. 

Hilfssatz 1: Wenn die in derselben Ebene gelegenen Winkel <c (h, /) 
und <c (k,?) mindestens einen inneren Punkt gemeinsam haben, so haben 
auch ihre Nebenwinkel << (h,,/) und << (k,,/) mindestens einen inneren 
Punkt gemeinsam. 

Beweis: Aus Hilfssatz g ergibt sich, daB 4 und & auf der gleichen 
Seite von 7 liegen. Dann liegen (nach Satz 6 und der ersten Erklirung 
8.7 der Grundlagen) auch h, und k, auf einer Seite von J. Daher folgt 
aus Hilfssatz h unsere Behauptung. q. e. d. 

Hilfssatz m: Wenn die derselben Ebene angehérenden Winkel << (h, /) 
und <c(k,?) keinen inneren Punkt gemeinsam haben, so haben auch ihre 
Nebenwinkel <c (h,,7) und << (k,,/) keinen inneren Punkt gemeinsam. 

Beweis: Aus Hilfssatz i ergibt sich, daB h und / auf verschiedenen 
Seiten der Geraden 7 liegen. Dann liegen (nach Satz 6 und der ersten 
Erklirung S. 7 der Grundlagen) auch h, und k, auf verschiedenen Seiten 
von /. Deshalb folgt aus Hilfssatz k, daB <c (h,,2) und << (k,, 7) keinen 
inneren Punkt gemeinsam haben. q. e. d. 

Hilfssatz n: Wenn die der gleichen Ebene angehérenden Winkel 
<x(h,l) und << (k, 0) keinen Punkt gemeinsam haben, so liegt entweder 1 
oder 1, innerhalb <c (A, h). 

Beweis: Nach Hilfssatz i liegen 4 und & auf verschiedenen Seiten 
von 1. Man wihle Punkt H auf h und Punkt K auf k, und ziehe die 
von h und k verschiedene Gerade HK (11,2); dann existiert nach Satz 6 
ein Punkt 7., der anf 7 und zwischen H und K liegt. Dieser Punkt L 
ist verschieden vom Scheitel O der betrachteten Winkel (12). Also liegt 
Punkt ZL entweder auf Halbstrahl / oder auf Halbstrahl /,; deshalb liegt 
(nach Hilfssatz b und c) entweder / oder /, innerhalb << (h,k). q.e. d. 

Hilfssatz o: Wenn die der gleichen Ebene angehérenden Winkel 
x (h,l) und x (k,l) keinen Punkt gemeinsam haben, so liegt / entweder 
innerhalb <c (h, k) oder innerhalb < (h,, h,). 

Beweis: Nach Hilfssatz n liegt entweder / oder 1, innerhalb <x (h, k). 
Wir haben also nur zu zeigen, daB im letzteren Fall 7 innerhalb <c (h,, k,) 
liegt: Nach Hilfssatz a liegen 1, und h auf derselben Seite von k; also 
(nach Satz 6 und der ersten Erkliirung 8. 7 der Grundlagen) auch / und 
h, auf einer Seite von k; das Analoge gilt bei Vertauschung von h und k; 
also liegt dann (nach Hilfssatz a) die Halbgerade / innerhalb << (h,, k,). 
q. e. d. 
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g§ 2. 
Beweis von III laze und IIT 1b;. 


Wir wollen zuniichst Il] 1a, beweisen (unter Zuhilfenahme der Kon- 
gruenzaxiome III] 1a,, 4a,, 4a,, 6): 

Angenommen es wire gleichzeitig AB—» A’B’ und AB-—> A'B", 
wobei die voneinander verschiedenen Punkte B’ und B” auf dem gleichen 
von A’ begrenzten Halbstrahl a’ liegen sollen. Man nehme irgend einen 
nicht mit A und B auf einer Geraden liegenden Punkt C*) und verbinde 
C mit A und mit B durch je eine Gerade (11). Durch @ lege man 
irgend eine Ebene «’ (14,6) und bestimme in a auf irgend einer Seite 
von @ einen von A’ ausgehenden Strahl c’ so, daB 

x (BAC) + xX (a, ¢’) 
ist (II14a,). Nun bestimme man auf dem Halbstrahl ¢ einen Punkt C 
so, dab 
AC—+ AC’ 

ist (II. 1a,), und verbinde C’ mit B’ und mit B” durch je eine Gerade 
(11); diese Geraden sind voneinander und von @ und @’ verschieden (I 2). 
Nach dem Hilbertschen Satz 6**) liegen die Punkte B’ und B” und also 
auch die von C’ nach B’ bez. B” laufenden Halbstrahlen in der Ebene a’ 
auf der gleichen Seite der Geraden @’. Wenden wir jetzt das Axiom III6 
auf die Dreiecke BAC und B’A'C’ bez. B”A’C’ an, so erhalten wir 


x (ACB) > x (A'C'B’) 


x (ACB) —» x (A'C'B”), 
was unter Beriicksichtigung von Hilfssatz a einen Widerspruch gegen 
Ill 4a, bedeutet. Also ist die obige Voraussetzung unzulissig. 4. e. d. 
Es liegt hier nahe die Frage aufzuwerfen, ob sich nicht umgekehrt 
unter der Voraussetzung der Eindeutigkeit der Streckenkongruenz (III 1a,) 
die Eindeutigkeit der Winkelkongruenz (Ill 4a,) beweisen laBt. DaB dies 
nicht moglich ist, zeigt unmittelbar die Betrachtung der folgenden Geo- 
metrie: Man lasse den Streckenbegriff ungefandert und definiere ,,.Kongruenz 
der Winkel“ dadurch, daB man jeden Winkel jedem beliebigen Winkel 
»kongruent“ sein lit. Dann sind, wie man ohne weiteres sieht, alle 
Hilbertschen Axiome erfiillt, aufer U14a,; dieses Axiom ist also von 
allen iibrigen unabhingig und unbeweisbar. Wenn man auf die Erfiillung 


und 


*) Um im Hilbertschen Axiomensystem auf die Existenz von drei nicht in einer 
Geraden liegenden Punkten schlieBen zu kénnen, mu8 man (wenn man nicht eine 
allgemeine Forderung an die Beschaffenheit von Axiomensystemen hinzunehmen will) 
das Verkniipfungsaxiom 18 in der folgenden Weise ergiinzen: I8. Es gibt wenigstens 
vier nicht in einer Ebene oder in einer Geraden gelegene Punkte. — Vgl. auch 
E. H. Moore, Trans. Am. Math. Soc. 3 (1902), 8. 144. **) a. a. O. 8.6/7. 
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von IIJ5 verzichtet, das ja ohnedies weiter unten bewiesen wird und des- 
halb aus der Reihe der Axiome zu entfernen ist, so lassen sich leicht 
noch zahlreiche andere Unabhingigkeitsbeweise fiir II] 4a, angeben; z. B.: 
Es mége alles wie in der gewéhnlichen Geometrie sein; nur mége es 
gewisse (endliche oder unendliche Anzahl oder ausnahmslos) ausgezeichnete 
Ebenen geben, fiir welche jeder Winkel jedem beliebigen Winkel der gleichen 
ausgezeichneten Ebene ,kongruent“ ist; oder es mége jeder Winkel einer 
ausgezeichneten Ebene jedem Winkel jeder davon verschiedenen ausge- 
zeichneten Ebene ,kongruent sein; u. dgl.*) 

Nachdem [lI] 1a, ohne Zuhilfenahme von III 1b, hergeleitet worden 
ist, kénnen wir nun diesen Satz II] la, zum Beweis des Axioms U1 1b, 
benutzen: 

Nach Il] 1a, existiert sicher ein Punkt B’ der Art, dab 

AB—» APB’ 


ist und B’ auf dem durch B bestimmten von A ausgehenden Halbstrahl 
liegt. Angenommen nun, es wiren B und B’ voneinander verschieden. 
Nach III 1b, ist 

ABZ BA; 
also nach III 2 

AB’ = BA. 
Aus den beiden letzten Relationen folgt, wenn wir «— ins Auge fassen, 
ein Widerspruch gegen III1la,. Also ist unsere Annahme unméglich. 
q. e. d. 

Die drei folgenden Paragraphen bilden die Vorbereitung und Grund- 

lage zum Beweise von IJ] 4b, und II15. Da im Vorstehenden die Beweise 
von Ill 1a, und II11b, ohne Zuhilfenahme von II] 4b, und III5 gefiihrt 


wurden, so diirfen im folgenden die Sétze Ulla, und IIl1b, benutzt 
werden. 


§ 3. 
Der erste Kongruenzsatz. 


Erster Kongruenzsatz fiir Dreiecke: Wenn fiir zwei Dreiecke 
ABC wid A’B'C’ die Kongruenzen 


AB-— AB’, ACA’, x BAC> =x BAC 


*) In Shnlich einfacher Weise lift sich auch zeigen, daB II1a, bez. IIl4a, 
von allen iibrigen Hilbertschen Axiomen unabhiingig ist. Unabhiingigkeitsbeweis fiir 
Iilia,: Man nenne zwei Strecken ,,kongruent, wenn sie (im gewdhnlichen Sinn) 
gleiche Liinge besitzen und wenn sie auBerdem parallelen bez. identischen Geraden 
angehéren; alles iibrige bleibe ungeiindert. — Unabhiingigkeitsbeweis fiir II] 4a,: Man 
nenne zwei Winkel ,,kongruent, wenn sie (im gewdhnlichen Sinn) gleich sind und 
wenn sie auBerdem parallelen bez. identischen Ebenen angehdéren; alles iibrige bleibe 
ungeiindert. 
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gelten, so gelten auch die Kongruenzen 

BC+ BC, x ABC—+x ABC, x ACB-+<x A'O'B’*) 

Beweis:**) Nach III 6 ist 

x ABC = x A'B’C’ und XK ACB—> x A'C'B’. 

Es ist also nur noch zu beweisen, daB BC —> B’C’ ist. Wire dies nicht 
der Fall, so kénnten wir einen von C” verschiedenen Punkt D’ auf dem 
von B’ ausgehenden und C’ enthaltenden Halbstrahl der Geraden B’C’ 
so bestimmen, daB BC—» B’D’ ist (Ill 1a,). Man verbinde ferner 4’ 
mit D’ durch eine (von A’C’ verschiedene) Gerade (11, 2). Aus AB—» A’B’ 


folgt nach Il 1b, und I112: BA-—+ B’A’. Wendet man nun auf Dreieck 
ABC und Dreieck A’B’D’ das Axiom II16 an, so erhilt man 


«x« BAC+=x BAD; 
es ist aber nach Voraussetzung 
x BAC — x B’A'C". 
Dies wire (unter Beriicksichtigung von Hilfssatz a) ein Widerspruch gegen 
Axiom Ill4a,. Also muB BC —> B’C" sein. q. e. d. 
In analoger Weise wird (ebenfalls mit Hilfe der Kongruenzaxiome 
Ill la,, 1b,, 2, 4a,, 6) der 2weite Dreieckskongruenzsatz bewiesen, den wir 
jedoch fiir das folgende nicht bendtigen werden. 
Mit Hilfe des ersten Kongruenzsatzes ergibt sich sofort: 
Hilfssatz A: Aus 


5 (hb) > X (hi, K) 
x (hk, h) — x (kK, h’). 
Beweis: Es sei A bez. A’ der Scheitel von < (h,k) bez. <x (h’, k’); 


man wiahle auf h bez. k den Punkt B bez. C und bestimme auf h’ bez. k’ 
den Punkt B’ bez. C’ so, dab AB-—» A’B’ und AC — A’C’ (Ill 1a,). 


folgt 


*) Hier und im folgenden werden die Sitze nur so ausgesprochen und bewiesen, 
daB die Winkelkongruenzen nur einseitig gelten. Nur in dieser Form lassen sich die 
Siitze hier (ohne D15 und II] 4b,) beweisen und nur in dieser Form werden sie 
zum Beweise von JII5 und Ill 4b, bendtigt. Also wird z. B. hier nur gezeigt, dab 
<< ABC—+< ABC’ gilt; dab <- ABC<—< A’ BC’ ist, ergibt sich dann nach- 
triiglich mit Hilfe von III 5, wenn der Beweis fiir letzteren Satz erbracht ist. — Bei 
Streckenkongruenzen dagegen diirften wir immer statt ,—>“ auch ,,7>“ setzen; denn 
aus Illib, und II2 oder aus Ilib, und IIl2 folgt: Wenn AB—»A’B’, 30 ist 
auch A’ B’—»> AB. 

**) Der Beweis fiir den ersten Kongruenzsatz ist auch in den Grundlagen, S. 14, 
gegeben. Doch ist dort von III 5 Gebrauch gemacht; deshalb muB der Beweis hier 
wiederholt werden. 
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Man verbinde B mit C und B’ mit C’ durch je eine Gerade (11). Dann 
ist nach dem ersten Kongruenzsatze 


x ACB x A'C' RB’ 
und 
BC — BC". 
Ferner folgt aus 
AUC-—+A'C’ wnd BC-+BC' 


nach Ill 1b, und Ifl2: 
CA—-CA und CB-C'B’. 
Also ergibt sich nach III6 
x CAB—+ x CAB 


x (kh) > xc (Rh). qe ed. 


d. h. 


§ 4. 
Beweis von Hilberts Satz 14. 


Hilbert hat fiir seinen Satz 12 in den Grundlagen (S. 15/16) selbst 
den Beweis durchgefiihrt, so daB hier nicht mehr darauf eingegangen zu 
werden braucht. Es mége nur daran erinnert werden, dai man zum 
Beweis des Satzes 12 von den Kongruenzaxiomen und -siitzen verwenden 
mu: den ersten Kongruenzsatz, ferner Il 1la,, 1b,, 2, 3, 6.*) Also ist 
auch der Beweis des Satzes 12**) von III5 und Ill 4b unabhingig. 

Besonders wichtig ist Hilberts Satz 14***), sowohl fiir das hier 
folgende, als auch an sich (denn er ist das Analogon zu Axiom III 3). 
Der Satz 14 lautet: 

Es seien einerseits ), k, 1 und andererseits h’, k’, l’ je drei von einem 
Punkte ausgehende und je in einer Ebene gelegene Halbstrahlen: wenn 
dann die Kongruenzen 


x (hla xh) und x(k lax (k,V) 
erfiillt sind, und wenn << (h, 1) mit x(k, 0) und x (W’,V) mit <x (k,U) 
gleichzeitig entweder Punkte gemeinsam haben oder keine Punkte gemeinsam 
haben, so ist stets auch 


<x (h, k) —+ x (h’, h’). 


*) Man erhilt zunichst nur: 
KDBCo+ xD, 
woraus dann nach Hilfssatz A folgt: 
K CBDR D. 
**) Ebenso auch Hilberts Satz 13 (S. 16/17), der jedoch im folgenden nicht be- 
notigt wird. 
***) Grundlagen, S. 17. 
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Die kursiv gedruckten Worte im Ausspruch dieses Satzes fehlen bei 
Hilbert. Es ist jedoch klar, daB ohne diese Ergiinzung der Satz 14 all- 
gemein gar nicht richtig ist. 

Beweis von Satz 14 (nachdem dieser, wie angegeben, ergiinzt 
worden ist): 

Man hat naturgemiB zwei Fille zu unterscheiden: 

a) Es haben < (h, 7) mit < (K,1) sowie < (h’, I’) mit < (K’, I’) keine 
Punkte gemeinsam. Dann gibt es nach Hilfssatz o nur zwei Mdglich- 
keiten: entweder liegt / innerhalb << (h,k) oder innerhalb <c (h,, k,); 
ebenso liegt l’ entweder innerhalb <c (h’,k’) oder innerhalb << (h,’, it,’). 
Man hat deshalb im Fall a) zwei Unterfiille zu unterscheiden: 

1. Der Halbstrahl / liegt innerhalb des Winkels << (h,k). Nach Hilfs- 
satz n liegt U oder J,’ innerhalb < (h’,k’). Man wihle nun auf h den 
Punkt H und auf k den Punkt K, ziehe die von h, k,l verschiedene 
Gerade @ = HK (11,2); dann trifft (mach Hilfssatz e) der Halbstrahl / 
die Gerade @ in einem zwischen H und K gelegenen Punkt L. 


Nunmehr bestimme man auf h’ den Punkt H’ so,daB OH —+ O' H’ (III 1a,);*) 
ferner . vat « - i » Gee € . * 

” ” »n nk y » EK’, , OK—OKX ( » )- 
(NB! Man weif dann noch nicht, dab H’, L’, K’ auf einer Geraden liegen.) 


Nun verbinde man H’ mit L’ durch eine Gerade (11); dann ist nach dem 
ersten Kongruenzsatz 

HL—> HL; xOHL-><x OHI; x<OLH>xOlH. 
Sodann verbinde man L’ mit K’ durch eine Gerade (11); dann ist eben- 
falls nach dem ersten Kongruenzsatz 

KL—KL; xOKL>~xOK'L; xOLK>xOLK.. 
Betrachtet man nun die Verliingerung von HL’ iiber L’ hinaus, so ist 
nach Satz 12 der von / mit dieser Verliingerung gebildete Winkel <— 
Nebenwinkel von << OLH, d. h. <—<c OLK. Man beweist jetzt noch, 
daB die Verliingerung von H’L’ iiber L’ hinaus und die Strecke L’K’ 
auf der gleichen Seite von 1’ liegen: Nach Hilfssatz i namlich liegen 
die Halbstrahlen h’ und i’ auf verschiedenen Seiten von 1’; daher liegen 
auch die Strecken H’L’ und L’ K’ auf verschiedenen Seiten von /’ (Satz 6). 
Da nun H’L’ und seine Verliingerung iiber LZ’ hinaus auf verschiedenen 
Seiten von l’ liegen (Satz 6), so ergibt sich in der Tat, daB die Ver- 
lingerung von H’L’ iiber L’ hinaus und die Strecke L’ K’ auf der gleichen 
Seite von J’ liegen. — Hieraus und aus der zuletzt erhaltenen Winkel- 
relation folgt nun (unter Beriicksichtigung von Hilfssatz a) nach Ili4a,, 


*) O bez. O’ bezeichne die Schnittpunkte von h, k, 1 bez. hi’, k’, TY. 
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daB L’'K’ identisch ist mit der Verlingerung von H’L’ iiber L’ hinaus, 
d. h. daB K’ mit H’ und L’ auf einer Geraden a’ liegen; und zwar liegt 
L’ zwischen H’ und K"*) und (nach Satz 4) haben die Strecken HL’ 
und L’ K’ (ebenso wie HL und LK) keinen Punkt gemeinsam. Nun 
ergibt sich nach II13 (unter Beriicksichtigung von HI1b, und Ll 2): 


HK — HK’. 
Da aus OH — O'H’ (nach III 1b, und III 2) 
HO—- H'0’ 
folgt, so erhilt man jetzt nach III6: 
x HOK +<x H' OR’. 


Damit ist der Fall a,) bewiesen. 
2. Der Halbstrahl / liege innerhalb << (h,, k,). Aus Satz 12 folgt 


nun, daB wegen 


Xx (hl) > x(h',U) und XD XK, 


Ky Dae T) und x (hy, D> KY) 
ist. Aus Hilfssatz m folgt ferner, daB << (h,, 1) mit 2c (k,, 0) und << (h,’, U’) 
mit <c (k,',’) keinen Punkt gemeinsam haben. Hiermit ist der Fall a,) 
auf den Fall a,) zuriickgefiihrt, d. h. aus Fall a,) folgt jetzt 
K (My, hy) —> $C (hy, hy’). 
Nun wende man noch den Scheitelwinkelsatz an, d. h. den Satz: Wenn 
<x (h, k) — (h’, k’), so ist auch << (h,, k,) — <x (hy, k,').**) Dann erhiilt 


man 


auch 


XK (h, k) > <x (WF). 
Hiermit ist auch Fall a,) bewiesen. 

b) Es haben << (h, 7) mit <c (k,l) und < (h’,U’) mit <c (KU) Punkte 
gemeinsam. Nach Hilfssatz g liegen h und k auf derselben Seite von 1 
und ebenso h’ und k’ auf derselben Seite von J’. Dann liegt nach Hilfs- 
satz f entweder h innerhalb << (k, 7) oder k innerhalb <c (h,/) und ebenso 
entweder h’ innerhalb <c (k’, I’) oder k’ innerhalb < (h’,U). Man kann 
nun tiber die Bezeichnung immer so verftigen, daB man den zwischen den 


*) Man kann nunmehr, schirfer als vorhin, zeigen, daB 7’ selbst immer inner- 
halb <c (h’, k’) liegt: Denn man weiB jetzt (Hilfssatz b), daB der Punkt L’ des Halb- 
strahls 7’ innerhalb <c (h’, k’) liegt; dann liegt aber (nach Hilfssatz c) I’ selbst ganz 
innerhalb <C (h’, k’). 

*) Aus <c (h, k) > < (h’, #) folgt nach Satz 12: 

a (k, h,) —> <x (Kk, hy’); 
hieraus ergibt sich, wiederum nach Satz 12: 
SK ys hy) > Ky’, By’). 
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beiden anderen ungestrichenen Halbstrahlen liegenden Halbstrahl mit h 
bezeichnet; also: A innerhalb << (k,/). Jetzt wiaihle man K auf k und 
L auf l und ziehe die Gerade KL =@ (11); dann existiert nach Hilfs- 
satz e ein Punkt H auf h, der auf @ zwischen K und L liegt. Nun be- 
stimme man auf k’ bez. h’ bez. I’ die Punkte K’ bez. H’ bez. L’ so, dab 
OK— OK’; OH-—-OH'’; OL-—-O'l’ (Illa). 

(NB! Zunichst wissen wir natiirlich nicht, ob K’, H’, L’ auf einer Geraden 
liegen.) Man ziehe die Geraden H'L’, K’L’ und H’K’ (11). Dann ist 
nach dem ersten Kongruenzsatz 

HL—>HWL; xOLH>xOV’VH; x<xOHL>xOHF'L; 
ferner nach dem gleichen Satze 

KL—K'L; xOLK> xOVR; x<OKL—>~<xOK'L. 
Nun ist < OLA identisch mit << OLK, da H und K (nach der ersten 
Erklirung S. 7 der Grundlagen) auf dem gleichen Halbstrahl von @ liegen. 
Da ferner H’ und K’ (als Punkte von h’ bez. k’) auf derselben Seite 
von lJ’ liegen, so folgt (unter Beriicksichtigung von Hilfssatz a) aus III 4a,, 
daB die von L’ ausgehenden Halbstrahlen L’H’ und L’K’ identisch sein 
miissen, daB also H’ und K’ aut demselben von L’ ausgehenden Halb- 
strahl liegen; d. h. L’ liegt auBerhalb der Strecke H’ K’ auf der Geraden 7@, 
welche die drei Punkte L’, H’, K’ enthilt. Aus 

LH—I'H wd LK-L'K’ (Ili1b,, 2) 
folgt nunmehr nach III] 1la,, la,, 3, dab 
HK —> H' K'*) 
also (III 1b,, 2) auch: 
KH— K'H’. 

Es folgt hieraus mittels des Satzes 9**) nachtriiglich schirfer, dab H’ 
zwischen L’ und K’, also auch (Hilfssatz b und c) h’ innerhalb << (’, k’) liegt. 

Da nach dem obigen und III 1b,, 2 


KO —> K’'0’ 


*) Es li8t sich namlich sehr leicht der folgende Hilfssatz beweisen: 

Wenn auf einer Geraden @ der Punkt B zwischen A und C, ferner auf einer 
Geraden @ der Punkt A’ auBerhalb B’ und ©’ liegt, wenn auBerdem AB—>» A’ B’ 
und AC—+ A’C’ ist, so ist auch BC—> BC’. 

Beweis: Angenommen es wire nicht BC—» B’C’. Dann kénnte man einen 
von A’, B’ und C’ verschiedenen Punkt C” finden, sodaB B’ zwischen A’ und C” 
liegt und BC—» B’C” (Iilia,). Nach Satz 4 haben die Strecken AB und BC, 
ebenso A’ B’ und BC” keinen Punkt gemeinsam; also ist nach II] 3: AC —> A’C”. 
Da ferner A’ auBerhalb B’C” liegt (II 3), sowie (nach Voraussetzung) auBerhalb BC’, 
so liegen C’ und C” in @ auf der gleichen Seite von A’. Dann ist aber AC —> A’ C’ 
und AC—» A’C” ein Widerspruch gegen Ill 1a,; also muB BC—> B’C’ sein. 
**) Grundlagen, 8. 13. 
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und da ferner nach dem obigen 
<x OKH (identisch mit < OKL)— <x O'K’ H’ (identisch mit x 0’ K’L’), 
so ist nach II16 
x<KOH-~+<xK'OH, adh x(k, h)—> <x (K,h5), 
woraus nach Hilfssatz A folgt, daB auch 
X (h, k) > XW, K). 


Hiermit ist auch Fall b), also unser ganzer Satz bewiesen. 


§ 5. 
Beweis des dritten Kongruenzsatzes. 


Dritter Kongruenzsatz fiir Dreiecke: Wenn in zwei Dreiecken 
ABC und A’B’C’ die Kongruenzen 
AB—+AB; BC BCU; CA>CA 
gelten, so ist auch 
XABCRXABC’; XBCAPXBC'A; KCABPRXCADB. 

Beweis: Man trage an A’C’ nach der dem Punkt B’ entgegen- 
gesetzten Seite den Winkel < C’ A’ X’ an, sodaB << CAB—>< C’ A’ X’ 
ist ([I14a,); man bestimme sodann auf dem neuen Schenkel A’ X’ den 
Punkt B” (der, weil auf der anderen Seite von A’C’ gelegen, von B’ ver- 
schieden ist) so, dab AB-—» A’ B” (Ill1a,); dann folgt, da nach Voraus- 
setzung AB-—» A’ B’, dab nach II 2 

A’ B’ = A’ B" 
ist. Zieht man noch die Gerade C’B” (11), so ergibt sich ferner (unter 
Beriicksichtigung von II] 1b,,2) nach dem ersten Kongruenzsatz 

x ACB— x<A'C'B"; x ABC—-<x A'B'C’; CB->C'B" 
und aus letzterem nach III 1b,, 2: 

C’B’ = C'B". 
Man hat zwei Fille zu unterscheiden: 

a) B” liegt auf einem der Halbstrahlen B’ A’ oder B’C’, welche die 
Schenkel des Winkels << A’ B’C’ bilden. B” kann dann natiirlich nur 
auf einem der beiden Halbstrahlen liegen (12). Z. B. mége B” mit A’ 
und B’ auf einer Geraden liegen; dann ist B’C’ B” gleichschenklig. Nach 
dem Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleichschenkligen Drei- 
eck*) ergibt sich also 


*) Voraussetzung: In einem Dreieck ABC: BAZ BC. 
Beweis des Basiswinkelsatzes: Nach Ill 4b, ist < ABCZ* < CBA; hieraus 
und aus der Voraussetzung folgt nach IIl6: << BACZ*™< BCA. q.e.d. 
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xOBR’ axa CcRr 
d. h. 
x C’ BA = x CBA, 
d. i. nach Hilfssatz A 
x ABO x ABC’. 
Genau dasselbe ergibt sich, wenn B” mit C’ und B’ auf einer Geraden liegt. 

b) B” liegt nicht auf einem Schenkel des Winkels <c A’B’C’. Man 
verbinde nun B” mit B’ durch eine von den Seiten der Dreiecke A’ B’C’ 
und A’ B”C’ verschiedene Gerade (11). Dann sind die Dreiecke B’ A’ B” 
und B’C’ B” gleichschenklig; also folgt nach dem Basiswinkelsatz: 

x ABB’ RX ABR wd KORBS XC B'S. 
Wir haben nun nachzuweisen, daB < A’B’B” mit < C’B’B” wi 
<x A’B’ B’ mit < C’ B’ B’ gleichzeitig entweder Punkte gemeinsam haben 
oder keine Punkte gemeinsam haben. B” liegt entweder innerhalb <c A’B’C’ 
oder auBerhalb. 

Wenn B” innerhalb << A’ B’C’ liegt, so liegt nach Hilfssatz ¢ auch 
der Halbstrah] B’ B” innerhalb. Dann existiert nach Hilfssatz e ein Punkt 
D’, welcher der Geraden B’B” und der Strecke A’C’ gemeinsam ist. 
Nach Satz 6 liegen nun die von B’, B” nach C’ laufenden Halbstrahlen 
auf der entgegengesetzten Seite der Geraden B’B” wie die nach A’ laufen- 
den Halbstrahlen. Also folgt nach Hilfssatz k, daB < A’B’B” mit 
<= C'B’B’ und < A’'B’B mit «< C’B’B’ gleichzeitig keinen Punkt 
gemeinsam haben. 

Wenn andererseits B” auberhalb << A’ B’C’ liegt, so liegen nach 
Hilfssatz d auch alle Punkte von B’B” auBerhalb dieses Winkels. Da 
nun B’ und B” auf verschiedenen Seiten der Geraden A’C’ liegen, so hat 
(nach Satz 6) die Strecke B’B” mit der Geraden A’C’ einen Punkt D’ 
gemeinsam, der nach dem eben gesagten auBerhalb << A’ B’C’, also (Hilfs- 
satz b) auBerhalb der Strecke A’C’ liegen muB. Daher liegen die Punkte 
A’ und C’ auf derselben Seite der Geraden B’ B”, also auch die Strecken 
BA’, BC’, B’ A’, B’C’ alle auf derselben Seite der Geraden B’ B” 
(Satz 6). Daher haben jetzt nach Hilfssatz h << A’ B’B” mit << C’ B’B’ 
und < A’ B” B’ mit << C’B’ B’ gleichzeitig Punkte gemeinsam. 

Nunmehr kénnen wir auf die letztgenannten Winkel den Satz 14 
anwenden und finden, genau wie im Fall a), 


KABOR KA B'C’. 
Machen wir nun in den Dreiecken A’ B’C’ und A’ B”’C’ (unter Be- 
riicksichtigung von III 1b,, 2) von dem Axiom III 6 Gebrauch, so ergibt sich 


xBACO XB’ AC, 
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und hieraus nach Hilfssatz A 
x CA’ B’ =x C'A'B". 

Angenommen nun, es wire nicht < CAB—» <x C’A’B’. Dann kénnte 
man (auf derjenigen Seite von A’C’, auf welcher A’B’ liegt) einen von 
A’ B’ verschiedenen Halbstrahl A’ Z’ so bestimmen, dab <-CAB-—+<xC'A'Z’ 
ist (III 4a,); man bestimme nun Punkt B,’ auf Halbstrahl A’Z’ so, daB 
AB-—+» A’B, ist (Ill 1a,); ferner verbinde man B, mit C’ durch eine 
Gerade (11). Nach dem ersten Kongruenzsatz folgt nun aus den Drei- 
ecken CAB und C’A'B,, dab CB-—+C’B, ist. Nunmehr sind nach 
IiLib,,2 von den beiden Dreiecken A’ B,C’ und A’ B”C’, welche die ge- 
meinsame Seite A’C’ haben und deren andere Eckpunkte B,’ und B” 
auf verschiedenen Seiten von A’C’ liegen, die drei Seiten einander kon- 
gruent, sodaB man genau wie oben nunmehr schlieBen kann: 


x C’ AB! = x C’ A’ B". 
Da nach dem friiheren auch 
KCAB =x CAB" 
ist, so ergibt sich nach I[14a, ein Widerspruch. Also mub 
x CAB x C’A B 
sein. Dann folgt aber nach II16 auch 
x ACB>x ACR’ wnd KABC>XABC., 
Da ferner aus 
AB—AB, BC—BC, CA—C'A 
nach Ill 1b,, 2 folgt, dab 
A’ B’— AB, B'C'’— BC, C’'A-—-+CA 
ist, so ergibt sich durch Wiederholung simtlicher Schliisse, daB auch 
x<C' A B’—-+xCAB; xXAC’B’-+xACB,; xA'B’O'—-+<xXABC. 
q. e. d. 


§ 6. 
Beweis der ,,Axiome“ II15 und III 4b,. 
Wir beweisen zuerst das ,,Axviom“ IIL5. 
Voraussetzung: << (h,k) +» <c(h’,k’) und << (h,k) +X (h", k’). 
Beweis: Man trage auf den Schenkeln h, k; h’,k’; h’,k” von den 
Scheitelpunkten A; A’; A” aus beziehungsweise die Strecken AB, AC; 
A’ B’, A’C’; A” B”, A’C” ab, sodab 
AB—A BB’; AC—>AC, 
AB— A”B"; AC-—» A’C” 
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ist (II 1a,). Hieraus folgt nach III 2 
AB = A’B’; ACS AC". 
Man ziehe nun die Geraden BC, B’C’, B’C” (11). Dann ist nach dem 
ersten Kongruenzsatz 
BC— BC; BC B'C’; 
hieraus nach II] 2 
BO’ = B’c". 

Nach dem dritten Kongruenzsatz folgt nunmehr 

x< BAC’ = x B’ A’C" 
d. h. 

x (h’, Wh) = (RK). que d. 

Den so (ohne Zuhilfenahme von II] 4b,) hergeleiteten Satz LIL 5 kénnen 
wir nunmehr zum Beweise von II] 4b, benutzen*); dieser Beweis ist genau 
analog dem in § 2 gegebenen Beweis fiir III 1b,. 

Beweis von Lll4b,: Der fragliche Winkel sei << (h,k), dessen 
Scheitel O heiBen mége. Nach III 4a, existiert in der Ebene des Winkels 
<x (h, k) sicher ein von O ausgehender Halbstrahl k’ der Art, dab k’ auf 
der durch k bestimmten Seite der Geraden h liegt und daB 

xX (h, k) —> <x (h, k’) 
ist. Angenommen nun, es wiren die Halbstrahlen k und i’ voneinander 
verschieden. Nach II] 4b, ist 


K (h, k) = K (Kh, h); 
xX (h, k’) = X (k, h). 


Aus den beiden letzten Relationen folgt, wenn wir <«— ins Auge fassen, 
ein Widerspruch gegen III 4a,. Also ist unsere Annahme unmiglich. q.e.d. 


also nach Satz LII5 


*) Man kénnte natiirlich leicht einen anderen Beweis angeben, der nicht von 
II 5 seibst, sondern vom dritten Kongruenzsatz Gebrauch macht. 
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Uber die algebraischen Strahlensysteme, welche unendlich viele 
Strahlenbiischel enthalten. 


Von 


Ricnarp Bapus in Erlangen. 


Unter den bisher untersuchten Strahlensystemen treten vereinzelt 
solche auf, welche unendlich viele Strahlenbiischel enthalten. Die folgen- 
den Betrachtungen gelten allgemein den algebraischen Strahlensystemen 
mit unendlich vielen Strahlenbiischeln. Die dabei auftretenden Typen sind 
in Nr. 15 dieses Aufsatzes zusammengestellt. 

1. Als bekannte Strahlensysteme mit unendlich vielen Strahlenbiischeln 
sind zu erwihnen: 

a) Die Strahlensysteme mit zwei Leit- (oder singuliiren) Kurven*), 
deren eine gerade ist. Als Grenzfall hiervon kann man die Kongruenzen 
auffassen, welche von den Strahlenbiischeln gebildet werden, deren Ebenen 
und Scheitel entsprechende Elemente eines Ebenenbiischels und der Punkt- 
reihe auf seiner Achse sind, wenn eine algebraische Korrespondenz zwischen 
dem Ebenenbiischel und der Punktreihe besteht.**) Alle Strahlensysteme 
1. Ordnung mit Ausnahme der Doppelsekantenkongruenz einer Raumkurve 
3. Ordnung sind in den bisher genannten Strahlensystemen inbegriffen. 
Von den Strahlensystemen 2. Ordnung (mit Leitkurven) treten hier die- 
jenigen der Gattung II, 2 bei R. Sturm***) auf. Die dualen Kongruenzen 
enthalten ebenfalls unendlich viele Strahlenbiischel. 

b) Die Strahlensysteme 2. Ordnung der Gattung III B bei R. Sturm+) 
und die des 1. Falles der Gattung III C++) sowie die dualen. 

2. Es sei ein Strahlensystem mit unendlich vielen Strahlenbiischeln 


*) Der Ausdruck ,,Leitkurve“ diirfte besser sein als ,,singuliire Kurven“, da auch 
die von den Kongruenzstrahlen in einer singuliren Ebene umhiillte Kurve als singu- 


. lire Kurve bezeichnet wird. 





**) Vgl. R. Sturm, Liniengeometrie in synthetischer Behandlung II, Nr. 306. 
**) a. a. O. Nr. 482. 
+) a. a. O. Nr. 485. 
+t) a. a. O. Nr. 501. 
18* 
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gegeben. Da der Scheitel jedes Strahlenbiischels ein singulirer Punkt der 
Kongruenz ist und nicht immer unendlich viele Biischel von Kongruenz- 
strahlen denselben Scheitel haben kénnen, kann ein Strahlensystem nur 
co! Strahlenbiischel enthalten. ° 

Enthalt ein irreduktibles Strahlensystem oo' Strahlenbiischel, dann 
bilden ihre Scheitel eine Leitkurve C, ihre Ebenen umbhiillen eine ab- 
wickelbare Regelfliiche (C’) mit der Riickkehrkante C’. Ist’ jeder Punkt 
von C Scheitel von s Strahlenbiischeln, dann ist im allgemeinen jede 
Schmiegungsebene von C’ Ebene nur eines Strahlenbiischels. Hat C die 
Ordnung n, C” die Klasse v’, dann hat das Strahlensystem die Ordnung v’ 
und die Klasse ns. 

Von den » Punkten von C in jeder Schmiegungsebene von C’ ist 
immer einer als Scheitel des Strahlenbiischels in dieser Schmiegungsebene 
ihr zugeordnet. Es lassen sich aber Kongruenzen angeben, bei welchen 
mehrere von den » Punkten in dieser Weise zugeordnet sind, Kongruenzen 
also, bei welchen je s Strahlenbiischel denselben Scheitel und je mehrere 
dieselbe Ebene haben. Ist z. B. auf einer Raumkurve C eine Punktin- 
volution m* Grades gegeben (m>2), und betrachtet man je drei ent- 
sprechende Punkte als Scheitel der Strahlenbiischel in ihrer Verbindungs- 


ebene, dann haben je S(m — 1)(m— 2) Strahlenbiischel denselben Scheitel 


und je drei dieselbe Ebene. Hier sind jeder Schmiegungsebene von C’ 
drei von ihren » Schnittpunkten mit C zugeordnet. Die noch iibrigen 
Schnittpunkte liefern wieder eine Kongruenz, in welcher aber je » — 3 
Strahlenbiischel in derselben Ebene liegen. 

Betrachtet man die Kongruenz K, welche von allen Strahlenbiischeln 
gebildet wird, deren Scheitel auf C liegen und deren Ebenen Schmiegungs- 
ebenen von C’ sind, dann ist eine Kongruenz mit unendlich vielen 
Strahlenbiischeln, deren Leitkurve C ist und die als singulire Ebenen die 
Schmiegungsebenen von ©” besitzt, identisch mit K oder in K enthalten. 
Diese Strahlensysteme K sollen zuniichst behandelt werden. 

3. Es sei m die Ordnung von C, 

p das Geschlecht, 
v die Zahl der Schmiegungsebenen durch einen Punkt, 
D die Zahl der wirklichen Doppelpunkte, 
A die der Doppelschmiegungsebenen, 
d die Zahl der Doppeltangenten, 
# die Anzahl der stationiren Tangenten. 
Entsprechend sei n’ die Ordnung, p’ das Geschlecht von C’ usw. Bezeichnet 1’ 


die Anzahl der Tangenten von C’, welche eine beliebige Gerade schneiden, 
dann ist 
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— (n’ ++ %))—p' +1 


die Ordnung der abwickelbaren Regelfliche (C’). 

C trifft (C’) in mr’ Punkten. Durch diese Punkte von C gehen je 
zwei unendlich benachbarte Schmiegungsebenen von C’. Nach Vertauschung 
von C und C’ folgt dual, daB »'r Schmiegungsebenen von C’ von der 
Kurve C beriihrt werden. 

4. K ist der Schnitt des Tangentenkomplexes von (C’) und des 
Sekantenkomplexes von C. Jener hat den Grad v’, dieser den Grad n. 

K hat die Ordnung und die Klasse nv’. 

Eine beliebige Ebene ¢ wird von C in » Punkten geschnitten, durch 
jeden dieser Punkte gehen v’ Schmiegungsebenen von C’, welche « in den 
Kongruenzstrahlen schneiden. Durch einen beliebigen Punkt P gehen v’ 
Schmiegungsebenen von C’, welche von C je in m Punkten geschnitten 
werden, die mit P verbunden die Kongruenzstrahlen durch P liefern. 

5. Durch jeden Punkt von C gehen v’ Strahlenbiischel, jede Schmie- 
gungsebene von C’ enthilt m Biischel von Kongruenzstrahlen. K _ besitzt 
eine Leitkurve und einen Torsus von singuliren Ebenen. 

Die Kongruenzen mit unendlich vielen Strahlenbiischeln sind die einzigen, 
welche zugleich eine Kurve von singuliiren Punkten und einen Torsus von 
singuliiren Ebenen enthalten, vorausgesetzt, daB die Kurve keine Gerade oder, 
was damit zusammenfallt, der Torsus kein Ebenenbiischel ist. 

Denn jeder Kongruenzstrahl schneidet die Leitkurve, eine beliebige der 
oo’ singuliiren Ebenen kann mit dieser Kurve, wenn sie keine Gerade ist, 
nur eine endliche Anzahl Punkte gemeinsam haben, durch diese Punkte 
gehen die Kongruenzstrahlen der singuliren Ebene hindurch, die Kon- 
gruenz ist eine Kongruenz K oder in ihr enthalten.*) 

6. Der eine Brennpunkt eines Kongruenzstrahles ist der Mittelpunkt 
des Biischels, dem er angehdrt, liegt also auf C. Der zweite Brennpunkt 
ist der Schnittpunkt mit der Ebene des unendlich benachbarten Biischels, 
liegt also auf einer Tangente von C’. Zum Ort der Brennpunkte gehért 
also die Kurve ( und die abwickelbare Regelfliiche (C’) von der Ord- 
nung 7’, diese n-fach, da in jeder ihrer Tangentialebenen » Strahlenbiischel 
liegen. 


*) Ist die Leitkurve eine Gerade, dann bilden die singuliiren Ebenen ein Ebenen- 
biischel und die Kongruenz braucht nicht mehr unendlich viele Strahlenbiischel zu 
enthalten. Liegt in jeder Ebene des Biischels eine Kurve m*** Klasse von Kongruenz- 
strahlen, dann hat das Strahlensystem die Ordnung und Klasse m. Es ist der Schnitt 
des speziellen linearen Komplexes, dessen Achse die Biischelachse ist, und des 
Tangentenkomplexes der durch die Kurven von Kongruenzstrahlen in den Ebenen 
des Biischels bestimmten Fliche. 
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Zwei konsekutive Strahlenbiischel haben dieselbe Ebene, aber unendlich 
benachbarte Biischelmittelpunkte, wenn eine Schmiegungsebene « von C’ 
die Kurve C berihrt. Dann ist jeder Punkt der Schmiegungsebene Brenn- 
punkt, weil von ihm zwei unendlich benachbarte Kongrnenzstrahlen nach 
dem Beriihrungspunkt von C ausgehen. Nach Nr. 3 gibt es v’r solcher 
Schmiegungsebenen «, die einen weiteren Ort von Brennpunkten bilden. 

Der Ort der Brennpunkte von K ist die Kurve C und eine zerfallende 
Fliiche von der Ordnung nr’ + v'r. 

Der Ort der Brennebenen ergibt sich nach Vertauschung von C und 
C’ dual zum Ort der Brennpunkte und ist von diesem verschieden. Brenn- 
ebenen sind die Schmiegungsebenen von C’, die oo? Tangentialebenen 
von (, welche eine Fliche von der Klasse r umhiillen, die »’-fach zu 
zihlen ist, endlich die Ebenen der xr’ Biindel um diejenigen Punkte von 
C, welche von den Erzeugenden von (C’) getroffen werden. 

Der Ort der Brennebenen von K ist der Torsus der Schmiequngsebenen 
von C’ und eine zerfallende Fliiche von der Klasse nr’ + v’r. 

Durch Ordnung und Klasse des Strahlensystems K und des Ortes 
seiner Brennpunkte und Brennebenen ist die Summe aus dem Rang der 
Kongruenz und der Ordnung der Regelfliiche ihrer Doppelstrahlen und der 
ihrer stationiren Strahlen in bekannter Weise bestimmt.*) Diese Summe ist 


ny (nv —1) — = (nr +r). 


7. Die Regelfliiche (2) aller Kongruenzstrahlen, welche eine Gerade / 
schneiden, hat die Ordnung 2nv’. Die einen Brennpunkte ihrer Erzeugenden 
erfiillen v’-fach die Kurve C. Von den zweiten Brennpunkten fallen je » 
in die r Schnittpunkte von / mit (C’), auBerdem liegen in einer Ebene 
durch / noch nv’ zweite Brennpunkte, die der Kongruenzstrahlen in dieser 
Ebene. Die zweiten Brennpunkte erfiillen also eine Kurve von der Ord- 
nung »r +nyv’. In einem Ebenenbiischel erzeugen die ersten und zweiten 
Brennpunkte der Erzeugenden von (/) eine [nr’ + nv’, nv’ |-Korrespondenz. 

Fiir diejenigen Erzeugenden von (1), die in den Schmiegungsebenen « 
von OC” liegen, die zugleich Tangentialebenen von C sind, ist nach Nr. 6 jeder 
Punkt Brennpunkt. Doch liegt ein Punkt als erster Brennpunkt auf C, 
ein anderer ist als zweiter Brennpunkt dadurch ausgezeichnet, daB er dem 
zweiten Brennpunkt der benachbarten Erzeugenden von (l) benachbart ist. 

Die 2nv’ Erzeugenden von (/), welche die Achse des Ebenenbiischels 
schneiden, liefern ebensoviele Koinzidenzen der obigen Korrespondenz, die 
iibrigen nr’ Koinzidenzen fiihren auf die Kongruenzstrahlen durch / mit 


*) Vgl. R. Sturm a. a. O. Nr. 293, wo r diese Summe bedeutet, und Nr. 484, 
wo die Regelfliche der Doppelstrahlen beriicksichtigt ist. 
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vereinigten Brennpunkten und damit auf die Ordnung der Regelfliche der 
Kongruenzstrahlen mit vereinigten Brennpunkten. Diese Regelfliiche von 
der Ordnung nr’ besteht aus den mr’ Strahlenbiischeln, welche von den 
Sehnittpunkten von C mit den Erzeugenden von (C’) in den zu diesen 
gehérenden Schmiegungsebenen von ©’ ausgehen. 

Ferner vereinigen sich in jedem Punkte eines Ringemdadie einer 
der »’y Ebenen « (vgl. Nr.6) zwei unendlich benachbarte Brennpunkte. 

Nach Vertauschung von C und C’ fiihrt die duale Betrachtung der 
Kongruenzstrahlen mit vereinigten Brennebenen in umgekehrter Reihen- 
folge zu denselben Strahlenbiischeln. 

Die Kongruenzstrahlen von K mit vereinigten Brennpunkten und ver- 
einigten Brennebenen erfiillen nr’ +- v'r Strahlenbiischel.*) 

8. Doppelstrahlen sind solche Strahlen, welche zwei verschiedenen 
Biischeln angehéren, sie sind also entweder Doppelsekanten von C und 
Tangenten von (C’) oder Doppeltangenten von (C’) und Sekanten von C. 
Jene bilden die Regelfliche, welche der Schnitt der Doppelsekantenkon- 
gruenz von C mit dem Tangentenkomplex von (C’) ist. Die Doppel- 


sekanten bilden eine G (n—1)(n—2) — p, = "(n—1))-Kongruenz,, der 

Tangentenkomplex hat den Grad v’, die Regelfliiche also den Grad 
v'((n—1)? — p). 

Die Kurve C hat D wirkliche Doppelpunkte und . (3n—v—#) + 3(p—1) 


stationiire Punkte. Von den Doppelpunkten gehen je v’ Tangentenstrahlen- 
biischel an (C’), welche zu dieser Regelfliche gehéren. Die 


kd (38n—v— #) + 3v'(p—1) 


Strahlenbiischel, welche von den stationiiren Punkten ausgehen, sondern 
sich von dieser Regelfliche als Biischel stationirer Strahlen ab. Der Rest 
der Regelfliche ist im allgemeinen irreduktibel. Die Schmiegungsebenen 


von C’ sind : n(n—1)-fache Tangentialebenen dieser Regelfliche. 


*) Nach der von R. Sturm a. a. 0. Nr. 296 angegebenen Formel miiften die 
Strahlen mit vereinigten Brennpunkten eine Fliche von der Ordnung 2(nr’ + 9’r) 
bilden. Der Grad dieser Fliiche wird sich immer auf die Halfte reduzieren, wenn, 
wie hier, die Brennpunkte der Erzeugenden von (/) zwei getrennte Kurven beschreiben, 
da die Gesamtkurve der Brennpunkte dann da, wo sich die zwei Brennpunkte eines 
Strahles vereinigen, einen Doppelpunkt hat, wihrend sie sonst diesen Strahl in diesem 
Punkte beriihrt. Es tritt dies immer dann ein, wenn, wie hier, eine Leitkurve auf- 
tritt, oder wenn die Brennfliche aus zwei algebraischen Flichen besteht, die von den 
Kongruenzstrahlen je einfach beriihrt werden. 
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Fihrt man nach Vertauschung von C und C’ die duale Betrachtung 
durch, dann erhiilt man eine Regelfliche vom Grad 


n((v’— 1)*?}—p’) 
von weiteren Doppelstrahlen und stationiiren Strahlen der Kongruenz, von 
welcher sich in A’ Ebenen je » Biischel von Doppelstrahlen absondern, 


in ; (3x —n'—#) + 3(p’—1) Ebenen je x Biischel von stationiiren 


Strahlen. Die Punkte von C sind $ v'(v’—1)-fache Punkte dieser Regelfliiche. 
Durch Addition folgt: 
Die Doppelstrahlen von K bilden eine zerfallende Regelfliiche vom Grade 


(nv’ + 4)(n+')— Tnv —4(np'+v'p)+ . (n’ ++ #)+ - (v+@). 
K hat 
> (3n —v— %)+30'(p—1)+ - (By —n' — #) + 3n(p’—1) 


Strahlenbiischel von stationdren Strahlen. 
Aus dem SchluB von Nr. 6 ergibt sich nach kurzer Rechnung: 
Die Kongruenz « hat den Rang 


(nv’—n)(v'n—v')+ ; n(2v'—n'—#' +6 p'—2) + ; v’ (2n—v—8+-6 p—2) + ; nv’. 


9. Jeder Kongruenzstrahl] schneidet C und liegt in einer Schmiegungs- 
ebene von C’. Enthilt eine Ebene co' Kongruenzstrahlen, dann muB sie 
entweder eine der Schmiegungsebenen sein oder C enthalten. Also nur 
wenn C eine ebene Kurve ist tritt noch eine weitere singulire Ebene 
auBer den Schmiegungsebenen von C’ auf, die Ebene der Kurve C. Die 
Kongruenzstrahlen in ihr umhiillen, wenn C nicht in einer Schmiegungs- 
ebene von C’ liegt, die Kurve von der Ordnung r’ und der Klasse 1’, 
welche der Schnitt von (C’) mit der Ebene ist, »-fach. 

Nach Vertauschung von C und C’ folgt dual, daB nur dann ein nicht 
auf C liegender singulirer Punkt auftreten kann, wenn (C’) ein Kegel 
ist. Die Spitze des Kegels ist dann ein singuliirer Punkt der Kongruenz, 
die Kongruenzstrahlen durch ihn bilden, solange C nicht durch die Spitze 
des Kegels geht, v’-fach den Kegel »** Ordnung, r** Klasse, welcher die 
Kurve C projiziert. 

Geht C durch die Spitze des Kegels (C’) u-fach hindurch, dann ist 
die Ordnung der Kongruenz »’(n—), die Klasse nv’. Das Strahlenbiindel 
um die Spitze des Kegels sondert sich v'u-fach von der Kongruenz ab. 
Dabei wird die Spitze des Kegels wieder singulirer Punkt nv’** Ordnung, 
aber in folgender Weise: Der die Kurve C aus der Spitze des Kegels 
projizierende Kegel »—u‘* Ordnung ist »’-fach singulirer Kegel der 
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Kongruenz; auBerdem treten noch uv’ Strahlenbiischel auf, deren Scheitel 
in der Spitze des Kegels liegen und deren Ebenen Tangentialebenen des 
Kegels (C’) und zugleich Tangentialebenen an einen der Aste der Kurve C 
in der Spitze dieses Kegels sind. 

Der Fall, in dem C eine ebene Kurve ist und ihre Ebene vielfache 
Schmiegungsebene von C’, ergibt sich wieder dual nach Vertauschung von 
C und C’. 

10. Ist C’ eine Gerade, dann ist K ein Strahlensystem mit zwei 
Leitkurven, deren eine die Gerade C’ ist, und mit einem Biischel von 
singuléren Ebenen mit der Achse C’. Dies sind die einzigen Strahlen- 
systeme, bei welchen zwei Leitkurven und ein Torsus von singuliren 
Ebenen auftreten, denn die singuléren Ebenen miissen oo! Strahlen ent- 
halten, welche die beiden Kurven schneiden, mindestens eine der beiden 
Kurven muB also in co' Ebenen liegen, eine Gerade sein. 

Ist C eine Gerade, dann erhilt man den dualen Fall, in dem zwei 
Torsen von singuliren Ebenen auftreten (der Torsus mit der Riickkehr- 
kante C’ und das Ebenenbiischel mit der Achse C) und eine Leitkurve, 
die Gerade C. 

Sind C und C’ Gerade, dann entsteht das Strahlennetz, das zwei 
Kurven singuliirer Punkte (seine Achsen) und zwei Biischel singulirer 
Ebenen enthilt, das einzige Strahlensystem dieser Art. Fallen die beiden 
Geraden zusammen, dann fiihrt das auf die in Nr. 1 erwihnten Strahlen- 
systeme, welche in der Weise entstehen, daB zwischen einem Ebenen- 
biischel und der Punktreihe seiner Achse eine [», m]-Korrespondenz be- 
steht. Die Strahlenbiischel, deren Scheitel und Ebenen entsprechende 
Elemente sind, bilden eine Kongruenz (m, n). 

Alle Strahlensysteme erster Ordnung und Klasse mit Ausnahme der 
Doppelsekantenkongruenz einer Raumkurve 3. Ordnung sowie der dazu 
dualen gehéren zu den in Nr. 10 betrachteten Strahlensystemen. 

11. Liegt C auf (C’), dann geht durch jeden Punkt von C eine Tangente 
von C’ hindurch. Jeder Punkt von C ist Scheitel eines Strahlenbiischels, 
welches in der in diesem Punkte beriihrenden Schmiegungsebene von (’ 
liegt. Diese Biischel bilden eine Kongruenz K,, welche sich von der Ge- 
samtkongruenz K doppelt absondert. 

Die Kurve C mége jede Erzeugende von C’ x mal schneiden. Jeder 
Punkt von C ist Scheitel eines Strahlenbiischels von K,, jede Schmiegungs- 
ebene von C’ Ebene von x Strahlenbiischeln. 

Die Kongruenz K, hat die Ordnung v'x und die Klasse n. 

Durch einen beliebigen Punkt des Raumes gehen v Schmiegungs- 
ebenen von C’. In jeder dieser Ebenen vereinigen sich zwei Strahlen- 
biischel von K zu einem solchen von K,. Der Scheitel des Strahlenbiischels 
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ist Brennpunkt fiir jeden seiner Strahlen. Zwei konsekutive Schmiegungs- 
ebenen schneiden sich in einer Erzeugenden von (C’), auf welcher somit 
die zweiten Brennpunkte des Biischels liegen. Die Brennpunkte jedes 
Kongruenzstrables sind benachbart, fiir die mit den Erzeugenden von ((’) 
zusammenfallenden Strahlen ist jeder Punkt Brennpunkt. 

Jeder Punkt einer stationiren Schmiegungsebene von C’ ist Brenn- 
punkt, desgleichen jeder Punkt einer Schmiegungsebene, deren Erzeugende 
von C beriihrt wird. Es seien 2 solche Ebenen vorhanden. 

Der Ort der Brennpunkte von K, besteht aus der Kurve C, der abwickel- 
baren Regelfliiche (C’) x-fach, jeder stationdiren Schmiegungsebene x-fach, und 
aus jeder der 1 Ebenen, deren Erzeugende von C beriihrt werden, einfach. 

In einer beliebigen Ebene des Raumes liegen » Punkte von C. In 
jedem dieser Punkte vereinigen sich zwei Strahlenbiischel von K zu einem 
solchen von K,. Die Biischelebene jedes Strahles ist seine erste Brennebene. 
Jede Ebene durch die Scheitel zweier benachbarter Biischel, also jede 
Tangentialebene von C, enthilt zwei benachbarte Strahlen. Diese Tan- 
gentialebenen stellen die zweiten Brennebenen dar. Die Brennebenen jedes 
Kongruenzstrahles sind benachbart, fiir den mit der Tangente an C zu- 
sammenfallenden Strahl ist jede durch ihn hindurchgehende Ebene Brenn- 
ebene. 

Trifft C die Kurve C’, dann ist jede Ebene des Biindels durch diesen 
Punkt Brennebene. Es seien u soleher Schnittpunkte vorhanden. Durch 
jede stationiire Erzeugende von (C’) gehen drei konsekutive Schmiegungs- 
ebenen, jeder der x Schnittpunkte dieser Erzeugenden mit der Kurve C 
liefert ebenfalls ein Biindel von Brennebenen. 

Brennebenen von K, sind die Schmiegungsebenen von C’, die co*® Tan- 
gentialebenen von C, die Ebenen der u Biindel mit den Schnittpunkten von 
C und C’ als Mittelpunkten und die Ebenen der Biindel, deren Mittelpunkte 
die Schnittpunkte von C mit stationiiren Tangenten von C’ sind. 

12. Es soll die bekannte Relation beniitzt werden, derzufolge die 
Differenz zwischen der Ordnung des Ortes der Brennpunkte eines Strahlen- 
systems und der Klasse des Ortes der Brennebenen gleich ist der doppelten 
Differenz zwischen der Ordnung und Klasse des Strahlensystems. 

Der Ort der Brennpunkte von K, hat die Ordnung 


“ur + x[> (By —n'—#) + 3(p'—1)| +A = 2x(v'+p’—1) +4, 


der Ort der Brennebenen die Klasse 


r+u+n«f. 
Aus der erwihnten Relation folgt: 
Liegt eine Kurve n*” Ordnung C, deren Tangenten eine Fliiche r*” Ord- 
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nung bilden, auf einer abwickelbaren Regelfliiche (C’) vom Geschlecht p’ mit 
® stationdéren Erzeugenden so, dap jede Erzeugende von (C’) in x Punkten 
von C geschnitten wird, 4 Erzeugende von (C’) von C beriihrt werden, die 
Riickkehrkurve C’ in wu Punkten von C getroffen wird, dann besteht die 
Beziehung 

(1) 2u(p’—1) + 2n+14—r—w—x«0'=0,*) 

Die Kurve C kann dabei Singularititen besitzen. 

Der duale Fall ist klar. 

Anmerkung: Zu einer direkten Ableitung der Gleichung (1) fiihrt 
die Formel von H. G. Zeuthen**) fiir die Differenz der Doppelelemente 
auf zwei Trigern einer Korrespondenz***), Ein ebener Schnitt von (C’) 
und die Kurve C stehen durch die Erzeugenden von (C’) in {1, x|-Korre- 
spondenz. Auf C liegen y = 2(p—1)—2x(p’—1) Doppelelemente. C habe 
@ stationiire Punkte, welche nicht auf C’ oder auf stationiiren Tangenten 
von ©’ liegen. Dann ist die Anzahl der stationiiren Punkte von C 
u + x + 0 und es ist 

2(p—1) =r—2n+u+ x9 +0. 
Die Doppelelemente riihren von den 4 Erzeugenden her, welche C beriihrt, 
und von den g Spitzen. Die x#’ stationiiren Punkte zihlen nicht unter 
den y Doppelelementen, weil ihnen wieder stationiire Punkte entsprechen. 
Die w Riickkehrpunkte entsprechen je zwei benachbarten Punkten des 
ebenen Schnittes, sie sind keine Doppelelemente. Es ist also 


A+o=r—2n+u+20 +0 —2x(p'—1), 
was die Gleichung (1) ist. 
13. Ist (C’) speziell ein Kegel von der Ordnung r’ und der Klasse v’ 
mit # stationiiren Erzeugenden und vom Geschlecht p’, auf dem die 


*) Wihlt man als Kurve ( einen ebenen Schnitt der abwickelbaren Regel- 
fliche (C’), dann geht (1) in die Pliickersche Formel iiber 
r = n(n—1) — 2d — Br, 
nimmt man als Fliiche (C’) die rektifizierende Fliche einer Raumkurve ( an, oder 
den Kegel, welcher die Kurve aus einem Raumpunkt projiziert, dann erhiilt man die 
bekannte Relation 
r+?—a=3(r—n), 
wobei a die Anzahl der stationiiren Punkte der Kurve bedeutet. 

**) H. G. Zeuthen, Nouvelle démonstration de théorémes sur des séries de points 
correspondants sur deux courbes, Math. Ann. 3, 8. 150. 

“**) Mittels des hier beniitzten Gedankenganges leitet C. Segre, Recherches 
générales sur les courbes et les surfaces réglées algébriques, Math. Ann. 34, 8. 1 
seine Formel (1) fiir Kurven auf algebraischen Regelflichen ab. Die obige Formel (1) 
ist gleichbedeutend mit der Formel von C. Segre, wenn man die besonderen Verhiilt- 
nisse der abwickelbaren Regelflichen beriicksichtigt. 
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Kurve C so liegt, daB sie jede Erzeugende in x Punkten auBerhalb der 
Spitze trifft, die Spitze selbst in uw Punkten, dann hat die Kongruenz K, 
die Ordnung vx und die Klasse ». Die Spitze des Kegels ist singulair 
vom Grade xr’+ mu, denn der Kegel (C’) ist x-facher singulirer Kegel 
der Kongruenz; auBerdem ist die Spitze noch Scheitel fiir die « Kongruenz- 
strahlenbiischel, deren Ebenen diejenigen Tangentialebenen des Kegels 
sind, die zu den mw Erzeugenden gehéren, welche die Kurve C in der 
Spitze beriihren. 

Der Ort der Brennpunkte besteht aus der Kurve C, dem Kegel (C’) 
x-fach, jeder stationiiren Tangentialebene des Kegels x-fach, aus den 4 
Tangentialebenen, deren Erzeugende von C beriihrt werden, einfach. (Die 
uw Erzeugenden, welche von C in der Kegelspitze beriihrt werden, zahlen 
in A mit.) 

Der Ort der Brennebenen setzt sich zusammen aus den Tangential- 
ebenen des Kegels, den co* Tangentialebenen von C, den Ebenenbiindeln, 
deren Scheitel die Schnittpunkte von C mit den stationiiren Erzeugenden 
von (C’) sind. 

Die Betrachtungen von Nr. 12 fiihren hier zu dem Ergebnis: 

Liegt eine Kurve n® Ordnung C, deren Tangenten eine Fliiche r* Ord- 
nung bilden, auf einem Kegel vom Geschlecht p' mit ® stationiren Er- 
zeugenden so, dap jede Erzeugende des Kegels in x Punkten von der Kurve 
geschnitten wird, 1 Erzeugende von ihr beriihrt werden, dann bestcht die 
Beziehung 

2u(p’—1) + 2n+A4—r-x«=0. 

Die Kurve kann dabei Singularitiiten besitzen und durch die Spitze 
des Kegels mehrfach hindurchgehen. 

Die duale Betrachtung ergibt sich unschwer. 

14. Fallt C mit C’ zusammen, dann sondert sich von der Kon- 
gruenz K dreifach eine Kongruenz K, ab, welche aus den Strahlenbiischeln 
besteht, deren Scheitel die Punkte von C’ und deren Ebenen die zu- 
gehérigen Schmiegungsebenen von C’ sind. 

Das Strahlensystem K, hat die Ordnung v' und die Klasse ni’. 

Die Brennpunkte auf jedem Strah! sind unendlich benachbart. Brenn- 
punkte sind die Punkte von (C’) und jeder Punkt einer stationiren 
Schmiegungsebene. Die Brennebenen jedes Strahles sind ebenfalls unendlich 
benachbart. Brennebenen sind die Tangentialebenen von C’ und die Ebenen- 
biindel um die stationiiren Punkte von C’. Die zu Beginn von Nr. 12 
erwihnte Relation liefert, wenn «’ die Zahl der stationiren Schmiegungs- 
ebenen, a’ die der stationiren Punkte bedeutet 

2(v'—n’) = a’ —a’, 
was auch direkt aus den Pliicker-Cayleyschen Formeln folgt. 
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Als ein spezieller Fall eines solchen Strahlensystems K, kann das 
parabolische Strahlensystem insofern aufgefaBt werden, als jedem Punkte 
seiner Achse eine ,Schmiegungsebene“ zugeordnet ist. 


15. Aus dem Bisherigen ergibt sich folgende Einteilung fiir die 
Strahlensysteme mit unendlich vielen Strahlenbiischeln nach dem Verhalten 
der Kurve C der singuliren Punkte und der abwickelbaren Fliiche (C’) 
der singuliren Ebenen: 

a) C und C’ sind nicht ausgeartete Raumkurven und haben keine 
spezielle Lage zueinander, Nr. 3—8. 

b) C ist eine ebene Kurve, deren Ebene auch mehrfache Schmiegungs- 
ebene von C” sein kann; im dualen Falle ist (C’) ein Kegel, durch dessen 
Spitze C mehrfach hindurehgehen kann, Nr. 9. 

c) C oder C’ ist eine Gerade, Nr. 10. 

d) C liegt auf (C’); im dualen Falle ist jede Schmiegungsebene von 
(C’) Tangentialebene von C, Nr. 11 und 12. 

e) (C’) ist ein Kegel, auf dem C liegt; im dualen Falle ist C eine 
ebene Kurve, welche von den Schmiegungsebenen von C” beriihrt wird, 
Nr. 13. 

f) C und C’ fallen zusammen, Nr. 14. 

Die vorausgehenden Betrachtungen bezweckten neben der Bestimmung 
der charakteristischen Zahlen Ordnung, Klasse, Rang der Strahlensysteme 
K vor allem eines: sie sollten einen Einblick in die Natur der Strahlen- 
systeme mit unendlich vielen Strahlenbiischeln iiberhaupt gewiihren, das 
Verhalten der Brennpunkte und Brennebenen, der Doppelstrahlen und 
stationiiren Strahlen untersuchen. Im folgenden handelt es sich um die 
Abbildung der Strahlensysteme mit unendlich vielen Strahlenbiischeln 
aufeinander. Die bisher abgeleiteten Ergebnisse, in welchen neben den 
Strahlen die Punkte, durch welche sie hindurchgehen, und die Ebenen, 
in denen sie liegen, eine wichtige Rolle spielen, wiren auf dem im folgen- 
den benutzten Wege nicht so einfach abzuleiten. 


16. K, bezeichne irgend ein irreduktible: algebraisches Strahlensystem 

mit unendlich vielen Strahlenbiischeln, das keine vollstiindige Kongruenz K 
(vgl. Nr. 2) zu sein braucht.*) Gehen durch jeden Punkt von C s Strahlen- 
biichel von K, und enthiilt jede Schmiegungsebene von C’ o’ Strahlen- 
biischel, dann hat K, die Ordnung 

My = vo 
und die Klasse 

My = NS. 


*) Hierher gehéren z. B. die in Nr. 11—14 betrachteten Kongruenzen K, und K, 
und die Strahlensysteme 2. Ordnung der Gruppe IIIB bei R. Sturm a. a. O. Nr. 485. 
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Durch jeden Punkt von C gehen 

i=—vo—s 
Strahlen, welche nicht zu den Biischeln dieses Punktes gehéren, in jeder 
Schmiegungsebene von C’ liegen 

tT =ns—o 
Strahlen, welche nicht zu den Biischeln in dieser Ebene gehéren. In 
jedem Strahlenbiischel der Kongruenz treten s — 1 Doppelstrahlen auf. 

17. Die Liniengeometrie des dreidimensionalen Raumes R, ist be- 
kanntlich gleichbedeutend mit der Punktgeometrie auf einer vierdimen- 
sionalen Mannigfaltigkeit 2. Grades WM,” in einem linearen Raume von fiinf 
Dimensionen R,.*) Auf dieser M,® liegen co° gerade Punktreihen, die den 
Strahlenbiischeln des FR, entsprechen. Den Strahlen der Kongruenzen mit 
co Strahlenbiischeln entsprechen also co’ gerade Punktreihen auf der 
M,., eine Regelfliiche F. 

R, sei ein fester linearer dreidimensionaler Raum des R,;. Greift man 
auf der M, eine beliebige Gerade g heraus und projiziert die Erzeugen- 
den von F' aus g durch lineare dreidimensionale Riiume, dann schneiden 
diese co’ Riiume den R, in einer Regelfliche ©, welche der Regelfliiche F 
und damit der Kongruenz K, eineindeutig zugeordnet ist. 

Die Strahlen eines algebraischen Strahlensystems K, mit wnendlich 
vielen Strahlenbiischeln kinnen eineindeutig den Punkten einer algebraischen 
Regelfliiche © des dreidimensionalen Raumes zugeordnet werden. 

Das Geschlecht von ® (im Sinne des Geschlechtes eines ebenen 
Schnittes der Regelfliche) ist gleich dem von F. F wird von einem 
lmearen J?, in einer Kurve geschnitten, welche dasselbe Geschlecht wie 
F hat. Thr entspricht in K, der Schnitt mit einem linearen Komplex. D. h.: 

Das Geschlecht von ist gleich dem Geschlecht der Regelfliiche, in 
welcher K, von einem linearen Komplex geschnitten wird. 

Eine beliebige Gerade h des R, wird aus gy durch einen dreidimen- 
sionalen Raum projiziert. Den Schnittpunkten von h mit ® entsprechen 
auf den M,® die Punkte, in welchen F’ von diesem dreidimensionalen 
Raum getroffen wird, in K, die Strahlen, welche K, mit einem Strahlen- 
netz gemeinsam hat. Ihre Zahl ist, wie bekannt, m, + n,. 

® hat die Ordnung ns + v'o’. 

Ein Doppelpunkt von ® entsteht erstens, wenn F in dem entsprechen- 
den Punkt einen Doppelpunkt hat, zweitens, wenn die Ebene «, welche 
den Doppelpunkt von ® aus g projiziert, mit F' zwei Punkte gemeinsam 


*) F. Klein, Ober Liniengeometrie und metrische Geometrie, Math. Ann. 5, 8. 257. 
C. Segre, Sulla geometria della retta e delle sue serie quadratiche, Memorie della 
R. Accademia di Torino II, 36 (1885), 8. 87. 
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hat. « schneidet M,® auBer in g in noch einer Geraden, die also in diesem 
Falle mit F' zwei Punkte gemeinsam hat. Die Doppelkurve von ® besteht 
also aus zwei getrennten Kurven. Eine derselben trifft jede Erzeugende 
in s—1 Punkten. Dieser Kurve entspricht in K, die Regelfliiche von 
Doppelstrahlen, welche mit jedem Strahlenbiischel s — 1 Strahlen gemein- 
sam hat. (Vgl. Schlu8 von Nr. 16.) Den Biischeln von Doppelstrahlen von 
K, (vgl. Nr. 8) entsprechen auf F und ® Doppelerzeugende, den Biischeln 
von stationiren Strahlen stationiire Erzeugende. 

18. Die eineindeutige Abbildung von Strahlensystemen K, aufeinander 
ist identisch mit der eineindeutigen Beziehung zwischen den Regelflichen 
F und damit auch zwischen den Regelflichen ©. Liegt auf einer Regel- 
fliche © vom Geschlecht p, eine Kurve vom Geschlecht z,, welche jede 
Erzeugende in k, Punkten trifft und y, Erzeugende bertihrt, dann besteht 
die Beziehung 

2 (a — 1) = 2ko(%—1) + y-*) 
Daraus folgt, wie bekannt, daB, von den Erzeugenden und in solche zer- 
fallenden Kurven abgesehen, auf einer Regelfliiche keine Kurven vorhanden 
sind, deren Geschlecht niedriger ist als das Geschlecht der Regelfliche. 
Auf einer nicht rationalen Regelfliche sind die Erzeugenden die einzigen 
rationalen Kurven. Sind zwei nicht rationale Regelflichen eineindeutig 
aufeinander bezogen, dann entsprechen den Punkten einer Erzeugenden 
wieder die Punkte einer Erzeugenden und die Regelfliichen haben dasselbe 
Geschlecht. Daraus folgt fiir die Strahlensysteme K,: 

Ist ein algebraisches Strahlensystem mit unendlich vielen Strahlen- 
biischeln vineindeutig auf ein ebensolches bezogen, dann haben die Schnitt- 
regelflichen beider Kongruenzen mit linearen Komplexen dasselbe Geschlecht. 
Sind diese Fliichen nicht rational, dann entsprechen den Strahlen eines 
Biischels der einen Kongruenz die Strahlen eines Biischels der anderen. 

Bezeichnet r, die Summe aus dem Range eines Strahlensystems und 
der Ordnung der Regelfliiche seiner Doppelstrahlen und der seiner statio- 
niren Strahlen, dann ist nach bekannten Sitzen das Geschlecht der Schnitt- 
regelflichen mit linearen Komplexen 

Py = (my — 1) (m— 1) — 1%. 
Aus Nr. 4 und Nr. 6 ergibt sich fiir die in Nr. 4—10 behandelten Kon- 
gruenzen K 


P= : (nr +v'r)—nv' +1. 


19. Ist p, = 0, dann ist F und © rational. Die Regelflichen und 
damit auch K, sind dann und nur dann in die Ebene eindeutig abbildbar. 


*) Vgl. die Anmerkungen zu Nr. 12. 
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Die eineindeutige Beziehung zwischen zwei solchen Strahlensystemen K, 
fiihrt auf eine Cremona-Transformation in der Ebene. 

Zwei algebraische Strahlensysteme, die unendlich viele Strahlenbiischel 
enthalien, wnd deren Schnitte mit einem linearen Komplex rationale Regel- 
flaichen sind, lassen sich immer ein-eindeutig aufeinander abbilden. 

Sie lassen sich auch ein-eindeutig in alle Cremonaschen Strahlen- 
kongruenzen transformieren, d. i. in alle Strahlensysteme, die aus den 
Strahlen bestehen, welche die entsprechenden Punkte zweier birational 
aufeinander bezogenen Ebenen verbinden.*) Hierzu gehiért z. B. das 
Strablennetz. 

20. Jedes Strahlensystem kann man durch die Betrachtungen von 
Nr. 17 auf eine Fliche ® des dreidimensionalen Raumes abbilden, die dann 
und nur dann eine Regelfliche ist, wenn das Strahlensystem unendlich 
viele Strahlenbiischel enthilt. Die Ordnung von ® ist die Summe aus 
Ordnung und Klasse der Kongruenz, das Geschlecht der ebenen Schnitte 
der Flache gleich dem Geschlecht der Schnittregelfliichen des Strahlen- 
systems mit linearen Komplexen. Nach einem bekannten Satze von 
E. Picard**) sind auBer der Steinerschen Fliche 4. Ordnung die rationalen 
Regelflichen die einzigen Flachen, deren ebene Schnitte rational sind. 
Unter den Strahlensystemen (2, 2) hat keines rationale Schnitte mit linearen 
Komplexen, ohne unendlich viele Strahlenbiischel zu enthalten. Dagegen 
hat unter den Kongruenzen (1,3) die Doppelsekantenkongruenz einer Raum- 
kurve 3. Ordnung diese Eigenschaft, unter den Kongruenzen (3,1) die zu 
ihr duale. Diesen beiden Strahlensystemen mu8 demnach als Fliche ® 
die Steinersche Fliche 4. Ordnung entsprechen, was auch direkt unschwer 
einzusehen ist, und nur diesen. Daraus folgt: 

Sind die Schnittregelflichen einer Kongruenz mit linearen Komplexen 
rational, dann enthilt die Kongruenz unendlich viele Strahlenbiischel, wenn 


sie nicht eine Doppelsekantenkongruenz einer Raumkurve 3. Ordaung oder 
zu thr dual ist. 


Erlangen, Februar 1911. 


*) F. A. Hirst, On Cremonian Congruences, Proc. London Math. Soc, 14 (1883), 
8. 259—301. 

**) E. Picard, Sur les surfaces algébriques dont toutes les sections planes sont 
unicursales, J. f. Math. 100 (1887), S. 71. 
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Nachtrag zu der Abhandlung: Uber neue Giltigkeitsbedingungen 
fiir die Fouriersche Integralformel (Math. Ann. 68, 8. 367—408). 


Von 


ALFRED PriInGsHEem™ in Miinchen. 





1. Auf S. 399ff der in der Uberschrift genannten Abhandlung soll 
bewiesen werden, dab die Reihensumme 


(21) F(a+ x) =>, cos (q,(@ +2) + r,) 
1 


(wo >| als konvergent, lim g,= + co vorausgesetzt wird) der Be- 
1 r=0 
ziehung geniigt (a.a.O. Formel (31)): 


fap f ole) -Fle+2) - cospa-da=0, 
0 A 


bei hinlinglich groBem A> O und geeigneter Beschaffenheit von («). 
Hierzu wird zuniichst die Giiltigkeit der Gleichung 


(22) So) -F(a+2)-cos Ba-de -> c.f 9(«) - cos (q,(a+2) +1,)- cos Ba- da 
A 1 A 


und, zum Zwecke nochmaliger Integration, die gleichmdBige Konvergenz 
der rechts stehenden Reihe festgestellt. Bei der hierfiir erforderlichen 
Zerlegung der Reihe in eine Summe von » Gliedern und den entsprechen- 
den Rest wird, nach Annahme einer beliebig groB zu denkenden positiven 
Zahl B jenes n so fixiert, dab 


(25) q,>B fir v>n, 


und es ergiebt sich sodann aus Gleichung (22) durch Integration nach B 
eine solche von folgender Form (vgl. a. a. 0. 8. 402, (29)): 
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a 
f apf (a): F(a+ 2) - cos Ba - da 
“s n B ° 
= >'e,f apf g(a) - cos (q,a+ 2,) - cos Ba - da 
1 0 A 


oo B oo 
+ >: c.f dp f (a) - cos (g,a+2,)- cos Ba - da 
n+1 0 A 


(wenn gesetzt wird: z,=q,x + 7,). Wihrend bis hierher alles einwand- 
frei erscheint, so wird nun weiter (a. a. O. S. 402) B unbegrenzt vergréBert 
und zugleich geschlossen, daB die in der n-gliedrigen Summe enthaltene 
endliche Anzahl von Integralen auf Grund eines zuvor bewiesenen Satzes 
verschwindet. Dieser Schlu8 ist indessen — worauf iferr W. H. Young 
mich aufmerksam gemacht hat — unzulissig, da ja infolge des nach 
Ungl. (25) zwischen B und n bestehenden Zusammenhanges gleichzeitig 
mit B auch n wnendlich wird. Diese a. a. O. tatsiichlich vorhandene Be- 
weisliicke laBt sich aber leicht beseitigen, wenn man fiir den noch iibrigen 
Teil des fraglichen Beweises an Stelle der oben mit » bezeichneten end- 
lichen Anzahl von Gliedern eine passend gewihlte andere abtrennt, wie 
im folgenden gezeigt werden soll. 

2. Es werde zu beliebig kleinem ¢ >0 eine natiirliche Zahl m so 
fixiert, dab « 

rel Se. 
m+1 

Bedeutet sodann B irgend eine positive Zahl, so steht es frei, in der 
a. a. O. mit (29) bezeichneten Gleichung (s. oben) die Zahl x durch das 
genannte m zu ersetzen, also etwa 
B «~ 


J ‘apf p(@) -F(a+2)-cospa-da=S8,+R,+R,, 
0 A 
wo 


m B ~ 
s,.= >e,f dp / (a) - cos(q,a+2,)- cos Ba- dea, 
(29) 4 - . os 


oo B oo 
= 1 ° er 
R,,= 7 >, “Bf (a) - cos((q,+ Ba+z,)-da, 


m+1 0 





oo B oo 
Ri.= 72% apf g(a) - cos ((q,-—- B)a+a,)-da. 


Da (s. S. 399, GI. (20)) 


Sap foo) - cos (g,@+2,)-cospa-da=0, 
0 A 
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so liBt sich eine positive Zahl B’ so fixieren, daB fiir B>B’ und 
= 1,2,---,m 


B °° | 
J apf p(«) - cos (q,a+2,)-cosBa-da! <e, 
0 A p : 
sodaB sich zuniichst ergibt © 
= = = 
(30a) IS,.|<e-C, wenn gesetzt wird: > le! =C. 
1 


Fiir jedes der in R,, enthaltenen Integrale gilt (wie auf S, 402 des 
Naheren ausgefiihrt ist) die Ungleichung 


B ~ ‘i 
f4Bf 9(@) - 008 (4,+ ba+2,)-de <2 f 90). de, 
0 A > 


aus welcher, wegen >: \e,| <<, resultiert 
m+ 
oo 


(30b) |R,|<e f 22). de. 
4 ' 


Eine der vorletzten Ungleichung véllig analoge gilt offenbar auch fiir 
diejenigen in R’ auftretenden Integrale (vgl. ebenfalls S. 402), bei welchen 
q, > B, also g, — f im Integrationsintervall 0 < 6 < B niemals verschwindet; 
d. h. man hat fiir alle g, > B auch 


B o ) 
Jaf g(a) - cos ((g,— B)a+-2,)- da <2 je -da. 
0 A ; ae 


Eine anderweitige Behandlung erfordern also nur diejenigen in R’, auf- 
tretenden Integrale, bei welchen q, < B. 
Man hat nun, falls g, < B, 


Bb oo q 


‘faa f (a) - COS (q,—B)a+z2,)-da -f: Bf p(«) - cos ((q, —B)a+-2,)- dea 
o 4 _ 
2 
+ dp f g(a) - cos ((g, —B)a+2,)- da 
dy A 


ay bed 
= / dpi g(a) - cos (pa+-a2,)- da 
0 4 


B-q, @ 
. 


+,{ap {'9(@) - c08 (Ba—z,)- da, 
0 A 


19* 
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und diese Gleichung vereinfacht sich offenbar in dem besonderen Falle 
q, = B dahin, daB das letzte Integral einfach wegfillt. 


Da ein Integral von der Form | / g(a) - cos (Ba+z2,)- da gleichmipig 
A 


konvergiert fiir alle 6>0d> 0 (vgl. S. 401, erster Absatz), so hat man 
zunachst fiir p> 0d (s. 8. 371/72, Lehrsatz Ila) 


P ~ x p 
J dB { g(a) - cos(pa+2,)-dB =| p(a)-daf cos(@a+2,)- dp 
A A 0) 


=| 9(@) (pete) de — [9(@) sin(pete) a 
4 A 


und hieraus fir lim dé = 0: 


f a0.f 9(@)-00s(fes,)-de <2 | ga. 
y 3 % | 


Mit Beniitzung dieses Resultates ergiebt sich also fiir g,< B 


B oo ~ 
fasf p (a) - cos ((g,— B)a +2,)- da <4 fe -da, 
ny y . D 


wihrend in dem besonderen Falle g,— B der rechts auftretende Faktor 4 
durch den Faktor 2 ersetzt werden kann (also genau wie oben im Falle 
q, > B). Somit findet man 


(30c) \Ra|<e-2 f |2 da 
4 
und durch Anwendung der Ungleichungen (30a), (30b), (30c) auf Gl. (29) 
B oa : - : 
| ‘ole 143 (|e 
[a6 f 9(@)- Fle+2)-de <e(C+3 { - de) 
0 A | \ I 


fiir jedes B> B, also schlieBlich, da es freisteht, « unbegrenzt zn ver- 
kleinern und B ins Unendliche wachsen zu lassen, 


(31) fap f (a) -Fla+2)-de=0, 
0 A 


womit das fragliche Resultat nunmehr vollstindig bewiesen ist. 
3. Ein anderes, iibrigens sehr leicht zu berichtigendes Versehen, auf 
das mich gleichfalls Herr W. H. Young aufmerksam gemacht hat, findet 
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sich auf S. 397 und kehrt naturgeméB auf 8. 404, 406 bei der Formu- 
lierung des Gesamtresultates wieder. Es wird auf 8. 397 zuniichst mit 
Recht bemerkt, daB im Falle eines monotonen g(a) die bloBe Konvergenz 


des Integrals J ois) -da allemal dessen absolute Konvergenz in sich 
A 


schlieBt, da g(«) zum mindesten von einer bestimmten Stelle ab das 
Vorzeichen nicht mehr jindern kann. Wenn aber diese zwar fiir die 
Komponenten einer nur monotonoiden Funktion (a) = g,(«) + @,(a) gel- 
tende Eigenschaft ohne weiteres auf diese letztere tibertragen wird, so ist 
das offenbar irrig. Denn aus der bloBen Konvergenz von 


[EG + 9@)- de 
A 


folgt ja nur soviel, da8 die Integrale { #{) -da, / Pie) da entweder 
4 A 


beide konvergieren oder beide divergieren, und nur in dem ersteren Falle 
kéonte man auf Grund der zuvor angefiihrten Tatsache schlieBen, daB das 


Integral | : (p, (@) + @,(@))-de« auch absolut konvergieren muB. Hier- 
A 


nach ist also die a. a. O. mit (b,) bezeichnete Bedingung auf 8. 397 (und 
ebenso auf S. 404, 406) dahin zu ergiinzen, dab statt der bloBen Kon- 


vergenz des Integrals ; J 2@) -da dessen absolute Konvergenz gefordert 
A 


werden muB. 

4. Ich méchte diese Gelegenheit beniitzen, um der in Rede stehenden 
Abhandlung noch zwei Ergiinzungen hinzuzufiigen, deren wesentlichen 
Inhalt ich einer brieflichen Mitteilung des Herrn G. H. Hardy verdanke. 

Auf 8. 384 wird als hinreichende Bedingung fiir die Existenz der 
Beziehungen 


lim f g(a). "?*.da=0, lim Joo: 8?" .da=0, 
patos patos 


soweit es sich um das Verhalten von (a) im Unendlichen handelt, die 


oo oC 


absolute Konvergenz der beiden Integrale f 2° -da, f ¥) . de ge- 


a 


a a 


fordert (a. a. O. (B®)). Herr Hardy hat mich darauf aufmerksam gemacht, 
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daB schon der zweite Teil dieser Bedingung sich allein als ausreichend 


erweist, indem nimlich die Konvergenz von i] ve) - dea stets eo ipso 


diejenige von f 6) -de« nach sich zieht.*) Dies liBt sich mit Be- 


a 


niitzung des von Herrn Hardy herriihrenden Grundgedankens am ein- 
fachsten folgendermaBen beweisen. 


Angenommen also, es konvergiere { # ©) ‘de. Man hat dann wegen 


a 


A A 
| j ) 1 : Ud ; 
f ve de> { \g@|-de, 


a 


mene ce 


fv: da<— fi gy ( (=I: te fim oa) --da. 


Da durch passende — von a hel beliebig kleinem « > 0 


f @ (ee) dace 
« 


a 


gemacht werden kann, so folgt aus der vorhergehenden Ungleichung fiir 
lim A = + oo zuniichst | 


A 
lim 4 f\e'@|-de<e, 
A=+e ~ . a 
d. h. schlieBlich | 


m 5 fle'@|-de = 0. 


Nun = sich durch partielle Integration 


fie da =| fivw. dp. vf fivor-< 
~ 1 figia-ap +f fiv@-as, 


Das Umgekehrte findet nicht statt. Setzt man z. B. m(a@)=sina, so ist 
mer 
%@ = a im Unendlichen absolut integrabel, wihrend 2) = “ * diese 





offenbar 


Eigenschaft nicht besitzt. 








| 
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also fiir lim A = + o6, mit Beniitzung der eben gefundenen Grenzwert- 
bezeichnung 


five da - fs fie@i-as 


Daraus folgt weiter 


| op’ («) a= “d ° , ° a)— ) 
f a ‘da >/ 2 Joa -ap — fie Ol de 


> fie .de— 9 (a)| 
_s « a 
$ und daher schlieBlich 


-) J ° ( 
J UG] des {1 da + 120, 


a 


eine Ungleichung, aus welcher die Konvergenz des links stehenden Integrals 
unmittelbar hervorgeht. — 

Ubrigens gestattet dieses Resultat die folgende, gleichfalls von Herrn 
Hardy angegebene und ganz analog, wie soeben geschehen, zu beweisende 
Verallgemeinerung 


Ist J (a) -|g'(a)|-de konvergent, so gilt das gleiche fiir 





Jv@ -|p(a)|-da, wenn 
(1) entweder w(«) mit unbegrenzt wachsendem « monoton gegen 
0 konvergiert; 
(II) oder w(«) mit « monoton nach + oo wiichst, auberdem 
p(co) = 0 ist. 
Zugleich hat man 
im Falle (1), wenn etwa y(a@) > 0, 


° Sev @)-|9@|- de Sfv@ -\9'(@)\-de+ ¥@)-|p(a)|, 


im Falle (II) 





S¥@-\9@\-de<fv@-|y'@|-de—v(a)-|~(a)). 


 ——————— 
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5. In dem auf der Stuttgarter Mathematiker-Versammlung gehaltenen 
und im 16. Bande des Jahresberichts der D. M.-V. publizierten Vortrage 
»Uber das Fouriersche Integraltheorem“ habe ich darauf aufmerksam ge- 
macht, daB eine gelegentlich als hinreichend fiir die Giiltigkeit jenes 
Theevems angegebene Bedingung, niimlich (neben der auBerdem noch 
vorausgesetzten abteilungsweisen Monotonie von f(a)) die absolute Integrier- 


barkeit von fe) im Unendlichen, einer ausreichenden Begriindung ermangelt, 


und habe mich im iibrigen auf die Bemerkung beschriinkt, daB ich Grund 
za haben glaube, jene Bedingung selbst fiir unzureichend zu halten. Herr 
Hardy hat nun ein Beispiel konstruiert, durch welches diese Annahme 
volistindig bestitigt wird. Ich méchte dasselbe in etwas modifizierter 
Form an dieser Stelle mitteilen, zumal jenes unrichtige Kriterium auch in 
einem neuerdings erschienenen Lehrbuche iiber bestimmte Integrale sich 
wieder findet und es daher keineswegs iiberfliissig erscheinen diirfte, das- 
selbe definitiv aus der Welt zu schaffen. 

Es sei p, (v=1, 2,3,---) eine unbegrenzte Folge positiver ganzer 


Zahlen von der Beschaffenheit, dab p,,, > p,+ 1 und > > konvergiert. 
Dann werde gesetzt 
f(x) =sin 2az, wenn: p,<x<p,+1 (v—1, 2,3,- 
im tbrigen 
f(x) =09. 
Da insbesondere auch /(p,) = f(p,+1)=0, so ist f(x) in jedem end- 
lichen Bereiche stetig.*) Ferner erkennt man leicht, daB hn der frag- 


lichen Bedingung geniigt, im Unendlichen absolut integrabel zu sein. 
Man hat namlich 


"i fle) = (irinaze| 
iO] a pg Steaeet 
J ,- a 2 - da 
y+ “ 
<Bf- Sur y< Sh 


*) Wiirde man f(z) in den Intervallen p,<a2<p,+41 durch die Gleichung 
definieren: 
{ (a) =1— cos 2aaz 


(im tibrigen wieder f(z) = 0), so wire f(x) sogar in jedem endlichen Bereiche (ein- 
schlieBlich der Stellen p,, p,-+ 1 differenzierbar, wiihrend alle weiteren Betrachtungen 


tates 





lis giiltig bleiben. 
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Da f(x) = 0 fiir «<p,, so reduziert sich das Fouriersche Integral 


« + 00 
[apf fa) - cos A(a—2) - da 
0 3 
auf das folgende: 
fab f fo) - cos B(a—x)- da, 
° Pr 


und da f(x) fiir die Stelle =O und deren Umgebung identisch ver- 
schwindet, so miiBte, wenn das fragliche Fouriersche Integral iiberhaupt 
konvergiert, dies insbesondere fiir « = 0 stattfinden und sodann 


fap f fo - cos Ba-da = 


sein. Es laBt sich aber zeigen, daB das innere Integral fiir keinen Wert 
von 8 konvergiert. Man hat nimlich, wenn p,+ 1<A<p,,,+1, 


A n Pyt+1 A 
| f(a) - cos Ba-dea ->/ sin2z«-cospa-da+ sin 27a - cos Ba - da 
A 1 Py Pari 
(wobei das letzte Integral wegfillt, falls A<p,,,). Nun ist 
Pytl Pr+t 
f sin2a«-cospa-da= a {sin(B+2a)a — sin(B—2z)a}-da 
Py Py 


_— aa { cos (p+ 1)p = cos p, B } 
4 — 2 ‘ 1 
~ i400 sin > 6 - sin (, + =) B, 
und man erkennt ohne weiteres, dab die in dem obigen Integralausdrucke 
fir lim n=-+ oo auftretende unendliche Reihe sicher divergiert, sofern 
nicht gerade 6 ein ganzes Multiplum von 22, in welchem Falle jedes 


Glied der Reihe verschwindet. Aber auch dann ist / f (a)- cos Ba-dea 
A rr 
divergent, da J sin 2x -cosBa-de (wo p,,,;<A<p,,,+1) keinen 
Part 
bestimmten Grenzwert hat. 


6. Zum SchluB méchte ich noch einige zum Teil sinnentstellende 
Druckfehler berichtigen, die mir bei der Durchsicht der in der Uberschrift 
genannten Abhandlung aufgefallen sind und deren verhiltnismiibig groBe 
Zahl damit entschuldigt werden mége, daB bei der Drucklegung jener 
Arbeit die sonst tibliche zweite Korrektur mir nicht zugestellt wurde. 
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8. 371 Zeile 15 und 20 lies: dz statt: dy. 
Zeile 24 ergiinze dx hinter (2, y). 


x 


S. 378 am Schlusse von § 1 lies: f= —— -dx statt: 


/ : ——* -dz. 
ft) 

8. 379 FuBnote, Zeile 9 von unten lies: S. 382 statt: 8. 16. 

S. 385 FuBnote, Zeile 7 lies: a? statt: a-¢. 

S. 394 ist die Nummer (10) von Zeile 3 nach Zeile 6 zu versetzen. 

0 oo 
S. 395 Zeile 7 von unten lies: f statt: [i 
a. =? 

S. 401 Zeile 11 lies: 6B >0 statt: p > 0. 

5. 402 Zeile 3 von unten, im Nenner der beiden Integrale lies: + « 
statt: «. 

S. 403 Zeile 5 lies: (51) statt: (30). 


Miinchen, Juni 1911. 
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Note zu meiner Abhandlung ,,Untersuchungen wtber die 
natirlichen Gleichungen krummer Flachen“.*) 


Von 


Stecrriep HEeLuer in Kiel. 


Bezeichnet man die Bogenelemente der Kriimmungskurven mit ds, 
und ds,, so kénnen die Differentialquotienten der Hauptkriimmungsradien 
R, und R, nach ds, und ds, auf einer Fliche, die nicht zur Klasse 
der W-Flichen gehért, als Funktionen von R, und FR, dargestellt werden; 
diese Gleichungen 


eR, > Dp oR, 

08, me %, (hi, Rh), & =, (h,, R,), 
oR, oR, 

Os, = 0,(R,, R,), ds, ¥,(R,, Ry) 


nennt Scheffers die natiirlichen Gleichungen der Flache**). 

Unter Zugrundelegung von w= FR, und v= R, als krummlinigen 
Koordinaten der Fliche wurden in § 3 der oben genannten Arbeit die 
Bedingungen aufgestellt, unter denen wirklich eine Fliiche zu gegebenen 
Funktionen %,, ®,, ‘Y, und Y, existiert. 

Von den drei Bedingungsgleichungen laBt sich die mittlere (18) auf 
8. 570 ganz erheblich vereinfachen, wenn man die erste und dritte Be- 
dingungsgleichung (17) und (19) je einmal nach uw und einmal nach v 
differenziert und die sich ergebenden Ausdriicke fiir 


Gon) + Cae)? (; a t (ioe)? (Guu) + Cue) una Goo + (ooo) 


in jene Gleichung einfiihrt, welche nach einigen Umformungen schlieBlich 
die einfache Gestalt annimmt 


*) Math. Ann, 58, 8. 565 f. 
*) Scheffers, Theorie der Flichen, S. 353. 


—E——EEE 
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u?(D, D, +O, %,,) — 0°(¥,¥, +241.) + ness tem " 


__ wv(®, O, +¥,¥,) 
u—v 


+u—v=0. 


Diese neue Form der mittleren Gleichung ist deshalb bemerkenswert, weil 
in ihr nicht mehr die zweiten Ableitungen, sondern nur noch die ersten 
Ableitungen der Invarianten 9,, ®,, ‘Y¥, und Y, nach u und v auftreten. 
Die drei Bedingungsgleichungen fiir 9,, %,, ¥, und Y, habe ich 
seinerzeit dadurch gewonnen, daB ich nach Einfiihrung der Parameter 
u=R, und o=F, aus den natiirlichen Gleichungen der Fliche die 
FundamentalgréBen FE, F, G, L, M, N berechnete und diese samt ihren 
Ableitungen in die drei bekannten Fundamentalgleichungen der Flichen- 
theorie eintrug. Weit schneller gelangt man aber zum Ziel, wenn man 
auf der Fliche als Koordinatenlinien die Kriimmungskurven zugrunde 
legt und beriicksichtigt, daB bei dieser Annahme die geoditische Torsion 7 
der Koordinatenlinien gleich Null wird. Aus den Gleichungen von 
Codazzi*) erhilt man fiir die geodiitischen Kriimmungen der Kriimmungs- 
linien 
RY, — R,®, 


°-7R-e= ™ 4 REE) 


Setzt man diese Werte in die GauBsche Gleichung**) 


oe 1 
+° a "+ GP + G,? an 


ein, so ergibt sich die der zweiten Bedingungsgleichung iquivalente Formel 


®, y 2(R,*o,?* Rv, _ RRO, YY.) 
Ro — RS a+- ( oe ) 1 ot 1 71 R—-R=0. 


Die beiden andern Gleichungen findet man, wenn man die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz der Funktionen 
R, und Rf, aufsucht, deren Differentialquotienten 

eR oR Ok, OR. 
Oa, —9%,, 28 ="; ds, o, und Oe, -%; 
gegeben sind. Man erhiilt so, da ja die Kriimmungslinien ein Orthogonal- 
system bilden, die Gleichungen***) 





*) s. Cestro, Natiirliche Geometrie, 8. 202. 
™) A. a. O. 
**) Cesiro, Natiirliche Geometrie, 8. 199. 
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@R,  @R, aR, gq OR, 
08, 08, 08, 08, = Gy ds, 1 9s, 

und - R, 
s Ff eR, aR, 
08, 08, 08, 08, G, as, — @, as, 


Werden die oben gefundenen Werte von G, und G, eingesetzt, so gehen 


daraus die der ersten und dritten Bedingungsgleichung ‘quivalenten 
Formeln 


R, Ry(R,— By) (52 — SE) = ¥, (R20, + Ry?) 
und , 

R, R,(R, — B;) (- a) = ,(R2¥, + R2¥,) 
hervor. 

Die hier gefundenen drei Gleichungen gehen in die friiher aufge- 
stellten iiber, wenn man sich auf der Fliche statt der Kriimmungslinien 
wieder die durch w= R, und v = R, definierten Parameterkurven ein- 
gefiihrt denkt. Da ganz allgemein der Differentialquotient einer Funk- 
tion f nach dem Bogenelement ds in der Richtung (k) durch 


af futfok 


ds VE+2Fk+ Ge 
gegeben ist, und in unserm Falle die Fortschreitungsrichtungen lings der 
Kriimmungslinien 

k= : und kk, = M, 
sowie die Wurzelausdriicke 


VE+2Fk,+Gk?= > und VE+2Fk,+ Gi,’ = 
bekannt sind*), so ergibt sich 
0 4 , 
5 Of + Of, und SWF, + Vf, 


Dadurch erhilt man aber, wenn man gleichzeitig R, =u und R, =v 


setzt, aus den soeben abgeleiteten Bedingungsgleichungen wieder die 
friiheren: 


uv(u—v) (¥,%,,, + ¥,%,,—9,¥,,—,¥,,) = ¥, (wo, + v*,), 
17, +9, %, ,) — v(¥, Vit: ¥,.) + - 2(utd Ba e+e v*,*) * 


u—v 
uv(O,o, + ¥,¥,) 
== xr + y4—v=0, 


uv (u—) (¥, Oy, + ¥%,— OY, — Ose.) = O2(u Hy +0"¥)). 





*) Math. Ann. 58, S. 567, (5) und 8S. 566, (1) und (2). 
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Diese Art der Ableitung bestitigt also nicht nur die Richtigkeit der 
seinerzeit gefundenen Fundamentalgleichungen, sondern gibt auch Aus- 
kunft iiber die analytische Bedeutung der ersten und dritten Gleichung 
in unserm besondern Falle: diese Gleichungen sind nimlich die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen fiir das Vorhandensein von Funktionen 
R, und R, mit vorgegebenen Differentialquotienten 


95, oP on ¥,, ee on ®, und ro ¥,. 
08, os, 08, 0% . 


=9,, 


Kiel, im Dezember 1910. 














5. Internationaler Mathematiker-KongreB. 303 


Kinladung zum 5. Internationalen Mathematiker-KongreB 
in Cambridge 1912. 


Der Organisationsausschu8 des Kongresses hat folgende Einladung erlassen und um 
ihre Verbreitung durch die mathematischen Zeitschriften gebeten: 


Hochgeehrter Herr! 


Das Organisationskomitee hat die Ehre, Sie zur Teilnahme an dem 
fiinften internationalen Mathematiker-Kongresse einzuladen, der 


in Cambridge vom 22. bis zum 28. August 1912 


stattfinden soll. Wie ihnen bekannt, fanden die friiheren Kongresse in 
Ziirich (1897), Paris (1900), Heidelberg (1904) und in Rom (1908) statt; 
bei dieser letzten Versammlung wurde Cambridge zum Sitze des nichsten 
Kongresses gewihlt. 

Unser Ausschu8 hat den KongreB unter die Leitung eines inter- 
nationalen Komitees gestellt, und wird sein méglichstes tun, damit der 
Kongre8 der hervorragenden Gelehrten, die an ihm teilnehmen, wiirdig 
ausfalle und der Wissenschaft gute Dienste leiste. 

Die von der durch den KongreB in Rom ernannten Internationalen 
Mathematischen Unterrichtskommission veranlaBten Berichte und Mit- 
teilungen werden in Empfang genommen werden und ohne Zweifel zu 
wichtigen Erérterungen fiihren. 

Wir haben uns bemiiht eine Reihe von Vortrigen zu veranstalten, 
die eine Ubersicht tiber den gegenwiirtigen Stand der mathematischen 
Wissenschaften und deren Anwendungen zu geben bestimmt sind. Zu 
unserer Freude kénnen wir Ihnen mitteilen, daB die Herren E. Borel, 
E. W. Brown, A. Kneser, E. Landau, J. Larmor, Sir W. White, diesen 
Ansichten freundlich entgegenkommend, sich bereit erklirt haben, in den 
allgemeinen Sitzungen Vortriige iiber Themata zu halten, die spiter 
angekiindigt werden sollen. 

In einem weiteren Zirkular werden wir das genaue Programm des 
Kongresses und alles auf den Empfang der Teilnehmer Beziigliche zur 
Kenntnis bringen. 
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Wir beschriinken uns heute darauf, Ihre Aufmerksamkeit auf den 
KongreB, der im August 1912 abgehalten werden soll, hinzulenken. 
Der KongreB wird aus vier Sektionen bestehen: 
I. Arithmetik, Algebra, Analysis. 
II. Geometrie. 
Ill. Mechanik, Mathematische Physik, Angewandte Mathematik. 
IV. Philosophische, historische und didaktische Fragen. 
Jeder, der die £1 betragende Einschreibegebiihr bezahlt, darf an 
dem Kongresse teilmehmen und erhialt den Band der Verhandlungen. 
Die Familienmitglieder der Teilnehmer des Kongresses haben eine Ein- 
schreibegebiihr von 12s. zu bezahlen, sind aber nicht zum Empfang des 
Bandes der Verhandlungen berechtigt. 


Kassenwart des Kongresses ist 
Prof. Sir J. Larmor, 
St. John’s College, Cambridge (England). 


Fiir alle auf den KongreB beziiglichen Auskiinfte wende man sich an 
den Generalsekretiir des Organisationsausschusses 
Prof. E. W. Hobson, 


Christ’s College, Cambridge (England). 


G. H. Darwin Priisident. 
J. Larmor Kassenwart. 
Der Organisations- | E. W. Hobson ) _, leekretii 
ausschuB A. E. H. ie Gener —. 
H. F. Baker. 
(A. Berry. 
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Beweis der Invarianz des n-dimensionalen Gebiets. 
Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Zur Begriindung der Invarianz der Dimensionenzahl*) habe ich fol- 
genden Satz bewiesen: 

In einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit enthdlt das eineindeutige wnd 
stetige Abbild eines n-dimensionalen Gebiets in beliebiger Niihe eines belie- 
higen seiner Punkte ein Gebiet. 

Zweck der vorliegenden Abhandlung ist, diesen Satz folgendermafen 
zu verschiirfen : 

Satz von der Invarianz des n-dimensionalen Gebiets: In 
einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist das eineindeutige und stetige Ab- 
bild eines n-dimensionalen Gebiets wiederum ein Gebiet. 

Diese fiir n = 1 evidente Invarianz ist fiir » = 2 von Schoenflies**) 
bewiesen worden, wihrend Baire***) und Hadamard+) gezeigt haben, dab 
sie sich fiir beliebiges m aus dem auf » Dimensionen erweiterten Jordan- 
schen Satze fast unmittelbar folgern lassen wiirde. 


§ 1. 
Unter einer n-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeit verstehen wir eine 
von derart aneinander schlieBenden n-dimensionalen Elementen (vgi. Math. 


*) Vgl. Math. Ann. 70, S. 161—165. Dieser (Juni 1910 eingereichten, Februar 
1911 erschienenen) Abhandlung hat Herr Lebesgue zwei weitere Beweise folgen lassen. 
Der erste (Math. Ann. 70, 8S. 166—168, datiert 14. Oktober 1910) ist ungeniigend. Der 
zweite (C.R., 27 mars 1911) ist sachlich mit dem meinigen identisch: die Abweichungen 
machen den Gedankengang nur verwickelter. 

Was die von Herrn Lebesgue angefiihrten Entwicklungen des Herrn Baire betrifft, 
so liegen die Sitze, auf welche dort das Problem zuriickgefiihrt wird, tiefer als die 
Invarianz der Dimensionenzahl. 

**) Gott. Nachr. 1899, 8. 282—290. LKinfachere Beweise gaben Osgood (ibid. 
1900, S. 94—97) und F. Bernstein (ibid. 1900, 8. 98—102). 

***) Bull. des Sc. Math. (2) 31, 8. 97—99. 

+) Vgl. das S. 97 dieses Annalenbandes zitierte Buch. 


Mathematische Annalen, LXXI. 20 

















306 L. E. J. Brouwer. 


Ann. 71, 8. 97) gebildete Punktmenge, daB jede (» — 1)-dimensionale Seite 
zwei und nur zwei Elementen gemeinsam ist, wahrend jeder nicht in 
einer (x — 1)-dimensionalen Seite enthaltene Punkt nur zu einem einzigen 
Elemente und jeder andere Punkt nur zu einer endlichen Zahl von Ele- 
menten gehiért. 

Dieser Begriff umfaBt offenbar mehr, als der an der erwihniten Stelle 
definierte Begriff der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit; diejenigen Punkte 
einer n-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeit, welche einer p-dimensio- 
nalen (p <n— 3) Elementseite angehéren, brauchen nimlich nicht auf 
Gebiete des n-dimensionalen Zahlenraumes eineindeutig und stetig ab- 
bildbare Umgebungen zu besitzen. In Hinsicht auf das MefSbarmachen, 
die Bestimmung der Indikatrizen und die Definition der Begriffe offen und 
geschlossen, einseitig und zweiseitig verhalten sich jedoch die »-dimensio- 
nalen Mannigfaltigkeiten und die n-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeiten 
genau gleich. 

Unter einem n-dimensionalen Fragmente verstehen wir eine von einer 
endlichen Zahl von einer oder mehreren n-dimensionalen Pseudomannig- 
faltigkeiten angehérigen Elementen gebildete Punktmenge. 

Diejenigen (n—1)-dimensionalen Elementseiten, welche nur einem Ele- 
mente des Fragmentes angehéren, sollen die Grenze des Fragmentes bilden. 

Die Grenze eines zweiseitigen n-dimensionalen Fragmentes setzt sich 
zusammen aus einer endlichen Zahl von geschlossenen zweiseitigen (n —1)- 
dimensionalen Pseudomannigfaltigkeiten. In dieser Grenze kénnen itibrigens 
mehrere p-dimensionale Seiten (p<n—2), welche als verschieden zu be- 
trachten sind, und welche derselben oder verschiedenen Pseudomannig- 
faltigkeiten angehéren, zusammenfallen. 


§ 2. 

Sei x eine im n-dimensionalen Cartesischen Raume u liegende (n—1)- 
dimensionale Kugel, K, und K, zwei ihrer Punkte, J ihr inneres Gebiet. 
Wir konstruieren eine simpliziale Zerlegung von J, deren Grundseiten 
von K, enthaltenden Kugeln gebildet werden. Seien g und y’ zwei Gruppen 
von Grundsimplexen, welche sowohl voneinander, wie von K, und K, einen 
endlichen Abstand besitzen. Wir nehmen an, dab K, und K, innerhalb x 
weder durch g noch durch g getrennt werden. 

Sei y resp. »’ dasjenige von g resp. g’ innerhalb x bestimmte Gebiet, 
zu dessen Grenze K, gehért. Der nicht in x enthaltene Teil seiner Grenze 
bildet ein zweiseitiges (n — 1)-dimensionales Fragment £ resp. £’; die Grenze 
von £ resp. £’ ist ganz in x enthalten. Ein willkiirlicher, innerhalb x 
liegender und nicht zu £ resp.’ gehériger Punkt K gehért dann und nur 
dann zu y resp. 7’, wenn ein willkiirlicher, K und K, innerhalb x ver- 
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bindender Weg, der keine (m— 2)-dimensionale Seite von £ resp. £’ trifft, 
eine gerade Zahl von Kreuzungspunkten mit F resp. £’ aufweist. Sei f 
resp. f’ ein solehes (»—1)-dimensionales Teilfragment von F resp. £’, 
dessen Grenze ebenfalls ganz in x enthalten ist. Alsdann besitzt, falls der 
Punkt K zu y resp. y’ gehért, ein willkiirlicher, K und ‘K, innerhalb x 
verbindender Weg, der keine (n — 2)-dimensionale Seite von f resp. f’ trifft, 
eine gerade Zahl von Kreuzungspunkten mit f resp. f’. Indem wir fir / 
resp. f dasjenige Teilfragment von £ resp. £’ wihlen, welches mit K, zur 
Grenze desselben von g +’ innerhalb x bestimmten Gebietes y” gehdrt, 
ersehen wir, daB ein willkiirlicher, K, und K, innerhalb x verbindender 
Weg, der weder von f noch von f’ eine (w —2)-dimensionale Seite trifft, 
mit f+/" eine gerade Zahl von Kreuzungspunkten aufweist, sodab K, 
mar Grenze von y” gehiért und K, und K, innerhalb x durch g + g nicht 
getrennt werden. 


Unter einer innerhalb x abgeschlossenen Punkimenge werden wir eine 
soleche innerhalb x liegende Punktmenge verstehen, welche jeden inner- 
halb x liegenden ihrer Grenzpunkte enthilt. 

Seien @ und @ zwei innerhalb x abgeschlossene Punktmengen ohne 
gemeinsame Punkte, in endlicher Entfernung sowohl von K, wie von Ky. 
Wir nehmen an, dab K, und K, innerhalb x weder durch « noch durch o! 
getrennt werden. 

Sei x, eine willkiirliche, die Kugel x im Punkte K, beriihrende und 
iibrigens ganz im Innern von x enthaltene (m — 1)-dimensionale Kugel, so 
kénnen wir die simpliziale Zerlegung von J immer in solcher Weise kon- 
struieren, daB das Innere eines willkiirlichen Grundsimplexes entweder ganz 
innerhalb oder ganz auBerhalb x, liegt. 

Wir bezeichnen mit K, denjenigen Punkt von z,, welcher K, am 
nichsten liegt, und wiihlen x, so nahe an x, daB erstens die geradlinige 
Strecke K,K, weder von « noch von « getroffen wird und zweitens K, 
und K, innerhalb x, weder durch « noch durch @ getrennt werden. 
Weiter konstruieren wir eine der genannten Wahl von x, entsprechende 
simpliziale Zerlegung von J, bezeichnen mit f resp. 6’ die von den ent- 
weder in ihrem Innern oder auf ihrer Grenze wenigstens einen Punkt von 
« resp. « besitzenden Grundsimplexen bestimmte Punktmenge, mit 0 resp. 0’ 
die innerhalb x, liegende Teilmenge von £ resp. A’, und wiihlen die ge- 
nannte simpliziale Zerlegung so dicht, daB erstens die geradlinige Strecke 
K,K, weder von B noch von f’ getroffen wird, zweitens K, und K, inner- 
halb x, weder durch d noch durch 6’ getrennt werden, und drittens 6 und 0’ 
einen endlichen Abstand voneinander besitzen. 

Alsdann werden nach dem Obigen K, und K, innerhalb x, durch 6 + 0° 

20° 
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nicht getrennt. Mithin werden K, und K, innerhalb x durch B+ 6 nicht 
getrennt, also auch durch « + « nicht. 


Eine innerhalb x abgeschlossene Punktmenge soll zusammenhdngend 
heiBen, wenn sie sich nicht in zwei innerhalb x abgeschlossene Teilmengen 
zerlegen laBt. 

Eine zusammenhingende, innerhalb x abgeschlossene Teilmenge einer 
abgeschlossenen Punktmenge ©, welche nicht in einer anderen zusammen- 
hiingenden, innerhalb x abgeschlossenen Teilmenge von © enthalten ist, 
soll ein Teilkontinuum von «a in bezug auf x heiben. 

Den obigen Entwickelungen gemi8 laBt sich aus einer innerhalb x 
abgeschlossenen, nicht zusammenhiingenden, die Punkte K, und K, inner- 
halb x trennenden Punktmenge « eine innerhalb x abgeschlossene, eben- 
falls die Punkte K, und K, innerhalb x trennende Teilmenge herausheben. 
Diese Teilmenge enthalt jedes Teilkontinuum von «, von welchem sie 
einen Punkt enthiilt. 

Durch unbeschriinkte Wiederholung desselben Verfahrens gelangen 
wir nach einer abzihlbaren Zahl von Schritten zu einer Teilmenge von «, 
auf welche das Verfahren nicht weiter angewendet werden kann, welche 
somit ein einziges Teilkontinuum von « darstellt und die Punkte K, und K, 
noch immer innerhalb x trennt. 


§ 3. 

Im x-dimensionalen Cartesischen Raume wu soll eine abgeschlossene 
Punktmenge r ein Jordansches Raumstiick heiBen, wenn sie sich auf eine 
Teilmenge ® einer geschlossenen (nm — 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeit R 
eineindeutig und stetig abbilden liBt (die Teilmenge R darf nicht mit R 
identisch sein). 


Wir nehmen nun an, daB das Jordansche Raumstiick r in uw mehr als 
ein Gebiect bestimmt 

Sei G, eines dieser Gebiete, vr’ die Grenze von G,, G, ein weiteres 
von r bestimmtes Gebiet, of die Grenze von G,. Alsdann bestimmt das 
Jordansche Raumstiick r” in u zwei Gebiete G, =a G,, von denen es die 
gemeinsame Grenze ist, und ist mithin zusammenhidngend. 

Sei #” das Bild von r” in R, KR” ein von KR” in R bestimmtes Rest- 
gebiet, $$ ein zur Grenze von Rt”, also augleich : zu ®t” gehériger Punkt, 
P das Bild von § in r. 

Wir schlagen in w um P eine solche (x —1)-dimensionale Kugel x, 
welche weder G, noch G, ganz in ihrem Innern J enthiilt, wiblen in G, 
und G, je einen auBerhalb x liegenden. Punkt, ziehen von dort nach r” 


Wege, deren Endpunkte S, und S, je einen Abstand << von P besitzen, 
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und bezeichnen mit K, und K, die letzten Schnittpunkte dieser Wege 
mit x. Nach dem Resultat des § 2 existiert ein mit t zu bezeichnendes 
Teilkontinuum von r” in bezug auf x, welches K, und K, innerhalb x 
trennt. Die in x liegende Grenze von +t bezeichnen wir mit v, die Bilder 
von t und v in R mit 7 und VU. Alsdann ist 7 in einem einzigen durch U 
in R bestimmten Gebiete © enthalten. Wir wollen einen Augenblick an- 
nehmen, daB 7 das ganze Gebiet & erfiillt, und gleich zeigen, daB diese 
Annahme auf einen Widerspruch fiihrt. 

Weil es Punkte in beliebiger Nahe von S, und S, gibt, welche durch r 
innerhalb x getrennt werden, muB die Entfernung, welche P von t be- 
sitzt, also auch die Entfernung, welche $% von 7’ besitzt, mit ¢ unter jede 
Grenze herabsinken. Durch geniigend kleine Wahl von ¢ kann man mithin 
erreichen, daB $% sich in R mit einem Punkte von 7 durch einen U 
nicht treffenden einfachen Kurvenbogen verbinden laBt, mithin im Gebiete 
T = © enthalten sein muf. Dann wire aber § in einem zu fi” gehdrigen 
Gebiete von F enthalten, was ein Widerspruch ist. 

Wenn wir also in Ff eine hinreichend dichte simpliziale Zerlegung §, 
konstruieren, so existiert in G ein Grundsimplex 6, dem kein Punkt von T 
angehort. 


§ 4. 

Wir unterziehen « einer Transformation mittels reziproker Radien | 
mit dem Zentrum K,, durch welche xz, J, K,, t und v der Reihe nach in . 
k, o, O, t und wu tibergehen. In dem vom ebenen (n— 1)-dimensionalen 
Raume / in uw bestimmten Gebiete m wird dann O durch ¢ vom Unend- 
lichen getrennt. 

Sei R eine in k um O beschriebene (n—2)-dimensionale Kugel. 
Indem wir u auf & projizieren, wird «, und damit zugleich sein einein- 
deutiges und stetiges Bild U, auf R eindeutig und stetig abgebildet. Unser 
Ziel ist, diese Abbildung von U auf & zu einer eindeutigen und stetigen 
Abbildung von U + © —oe auf & zu erweitern. 

Wir nehmen mit R eine solche Fundamentalreihe ¢, &, §,--- von 
simplizialen Zerlegungen vor, daB £,,, eine Unterteilung von £, ist, und 
daB die GréBe der zu €, gehédrigen Grundsimplexe fiir unbeschriinkt 
wachsendes v unter jede Grenze herabsinkt. Jedes € bestimmt ein gréBtes 
von Grundsimplexen gebildetes, 6 enthaltendes, in © enthaltenes Teil- 
gebiet &, von R; die Grenze von ©, konvergiert fiir unbeschrinkt 
wachsendes v gleichmabig gegen U. 

Jedem Grundpunkte der verschiedenen £, weisen wir einen solchen 
Punkt von U zu, welcher von ihm die kleinstmégliche Entfernung besitzt, 
und bestimmen eine ganze Zahl p mit der Eigenschaft, dab die den Eck- 
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punkten eines auBerhalb @, willkiirlich gewiahlten G,-Elementes zuge- 
wiesenen Punkte von U innerhalb einer Halbkugel von & abgebildet werden. 

Wenn wir die Menge derjenigen Elemente von &,, welche auBerhalb 
@,_, liegen, mit g, bezeichnen, so setzt G sich zusammen aus ©, und 
der von den verschiedenen g, fiir v > p gebildeten Punktmenge. 

Jedem Elementeckpunkte eines g, (vy > p) lassen wir in & den Bild- 
punkt des ihm zugewiesenen Punktes von U entsprechen, bilden in An- 
schluB daran und der Euklidischen Metrik von & gemiB die von den 
g, (v>p) gebildete Punktmenge simplizial auf & ab, und projizieren 
schlieBlich jeden in dieser Weise in k bestimmten Bildpunkt aus O auf 8. 
Hierdurch wird die von den g, (vy>~p) gebildete Punktmenge, mithin 
auch die Grenze von @,, eindeutig und stetig auf & abgebildet. Diese 
Abbildung geht in die friiher bestimmte Abbildung von U auf & stetig tiber. 

Nunmehr lassen wir jedem Elementeckpunkte von ©,, der nicht in 
der Grenze von &, enthalten ist, einen willkiirlichen Punkt von & ent- 
sprechen, mit der einzigen Beschrinkung, daB die Eckpunktsbilder einer 
willkiirlichen (mw —3)-dimensionalen Elementseite keinen O enthaltenden 
ebenen (n —3)-dimensionalen Raum bestimmen diirfen. In AnschluB daran 
bilden wir die (m — 3)-dimensionalen Elementseiten von G, simplizial auf i 
ab und projizieren schlieBlich jeden in dieser Weise in / bestimmten Bild- 
punkt aus O auf &. 

Wir bauen nun @&, in solcher Weise aus seinen durch £ be- 
stimmten Elementen auf, daB wir ausgehen von 6, diesem ein Element 3,, 
von dem eine (nw — 2)-dimensionale Seite in der Grenze von o liegt, hinzu- 
fiigen, sodann der Punktmenge o = 6 + 8,, ein weiteres Element 3,, von 
dem eine (n—2)-dimensionale Seite in der Grenze von o’ liegt, hinzu- 
fiigen, und so fortfahren, bis mit einem gewissen Elemente $, das Ge- 
biet ©, wiederhergestellt ist. 

Weil von der herzustellenden Abbildung von @, auf & bisher nur 
die Bilder der in der Grenze von &, enthaltenen (n — 2)-dimensionalen 
Elementseiten festgelegt sind, gibt es wenigstens eine (n — 2)-dimensionale 
Seite y, von 8,, tiber deren Bildpunkte noch nicht verfiigt ist. Auf die 
iibrigen (n —2)-dimensionalen Seiten von 3, laBt sich aber die Abbildung 
leicht in AnschluB an die schon existierende erweitern. Die Bildpunkte 
des Innern von 3, und der Seite y, werden sodann bestimmt durch die 
Forderung, daB jeder in einem reprisentierenden Simplexe (vgl. Math. Ann. 71, 
5. 100) von 8, auf y, errichteten Lote nur ein einziger Punkt von & ent- 
sprechen soll. 

- In o-» sind jetzt nur von denjenigen (n—2)-dimensionalen Ele- 
mentseiten, welche in der Grenze von o~" enthalten sind, die Bilder fest- 
gelegt, sodaB es wieder wenigstens eine (n —2)-dimensionale Seite y,_, 
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von 8,_, gibt, tiber deren Bild noch nicht verfiigt ist, und wir die Ab- 
bildung tiber 8,_, in derselben Weise wie iiber 8, erweitern kénnen. So 
fahren wir fort, bis jedes $,, und damit zugleich die ganze Punktmenge 
U 4-G — 6, also auch die Punktmenge u +t eindeutig und stetig auf & 
abgebildet ist. 


§ 5. 

Wir bezeichnen mit G dasjenige von ¢ in @ bestimmte Gebiet, zu 
dessen Grenze O gehért, und konstruieren in @ eine solehe Fundamental- 
reihe 2,, 2), 2,,--- von Euklidischen simplizialen Zerlegungen, dab z,,, 
eine Unterteilung von z, ist, daB die GréBe der zu z, gehérigen Grund- 
simplexe fiir unbeschriinkt wachsendes v unter jede Grenze herabsinkt, und 
daB O niemals einer (” —2)-dimensionalen Grundseite angehért. Jedes z, 
bestimmt ein gréBtes, von Grundsimplexen gebildetes, an O grenzendes, 
in G enthaltenes Teilgebiet G, von o; der nicht in k liegende Teil J, der 
Grenze von G, ist ein zweiseitiges (x — 1)-dimensionales Fragment, welches 
fiir unbeschriinkt wachsendes v gleichmibig gegen ¢ konvergiert; die 
Grenze o, von 1, ist in & enthalten, besteht aus einer endlichen Zahl von 
geschlossenen zweiseitigen ( — 2)-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeiten, 
und konvergiert fiir unbeschriinkt wachsendes v gleichmiBbig gegen w. 

Eine fiir G, angenommene positive Indikatrix bestimmt in bekannter 
Weise (vgl. Math. Ann. 71, 5. 108) den positiven Sinn der Indikatrix fiir 
ein willktirliches Element e, von /,, fiir eine willktirliche (» — 2)-dimensio- 
nale Seite von e,, betrachtet als Seite von e,, und schlieBlich fiir ein will- 
kiirliches Element von o0,. 

Sei A ein willkiirlicher Punkt von o,, A’ ein solcher Punkt von ¢, 
welcher von A die kleinstmégliche Entfernung besitzt, B die Projektion 
von A auf & aus O, B’ der Bildpunkt von A’ auf 8 fiir die im § 4 
hergestellte Abbildung, 9, die Entfernung der Punkte B und B’, «, das 
Maximum von g, fiir einen in 0, variierenden Punkt A. Alsdann sinkt <¢, 
fiir unbeschriinkt wachsendes » unter jede Grenze herab. 

Jeden Elementeckpunkt C von /, bilden wir in einen Punkt von & 
ab, der vom Bildpunkte eines von C die kleinstmégliche Entfernung auf- 
weisenden Punktes von ¢ einen Abstand < «¢, besitzt. Liegt C in 0,, so 
wird insbesondere die Projektion von C auf & aus O als Bildpunkt gewiihlt. 

Wir bestimmen eine ganze Zahl g von der Eigenschaft, dab die Eck- 
punktsbilder jedes Elementes von /, innerhalb einer Halbkugel von & 
liegen, bilden in Anschlu8 an diese Eckpunktsbilder und der Euklidischen 
Metrik von @ und k gemaf J, simplizial auf k ab, und projizieren schlieb- 
lich jeden in dieser Weise in / bestimmten Bildpunkt aus O auf 8. Hier- 
durch wird von jedem Elemente von |, der Umfang mit dem Grade Null 
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(vgl. Math. Ann. 71, 8. 105) auf & abgebildet; die entsprechende Abbildung 
von 0, auf K besitzt mithin ebenfalls den Grad Null. 


§ 6. 


Sei S, dasjenige Element von G,, welches 0 auf seinem Umfange 
enthilt. Wir bauen G, in solcher Weise aus seinen darch z, bestimmten 
Elementen auf, daB wir ausgehen von ©,, diesem ein Element 2,, von 
dem eine (nm —1)-dimensionale Seite in der Grenze von ©, liegt, hinzu- 
fiigen, sodann der Punktmenge ©, = ©,+ 2, ein weiteres Element 2,, 
von dem eine (v — 1)-dimensionale Seite in der Grenze von ©, liegt, hinzu- 
fiigen und so fortfahren, bis mit einem gewissen Elemente 2, das Gebiet G, 
wiederhergestellt ist. 

Der nicht in & enthaltene Teil der Grenze von ©, bildet ein zwei- 
seitiges (wn — 1)-dimensionales Fragment, dessen Grenze y,, sich aus einer 
endlichen Zahl von in k liegenden geschlossenen zweiseitigen (n — 2)-di- 
mensionalen Pseudomannigfaltigkeiten zusammensetzt. 

Eine fiir G, angenommene positive Indikatrix bestimmt in bekannter 
Weise den positiven Sinn der Indikatrix fir ein willkiirliches y,. 

Aus O projizieren wir von jedem y,, die Elementeckpunkte auf 8, 
bilden in Anschlu8 an diese Eckpunktsbilder und gemi8 der Euklidischen 
Metrik von @ und k die y,, simplizial auf & ab, und projizieren schlieb- 
lich jeden in dieser Weise in k bestimmten Bildpunkt aus O auf &. 

Weil es fiir jedes m Teilgebiete von & gibt, in welchen die in dieser 
Weise bestimmten Bilder von y,, und y,,,, identisch sind, ist der ent- 
sprechende, auf Grund der Euklidischen Metrik von k und der sphirischen 
Metrik von & bestimmte Abbildungsgrad fiir wv derselbe wie fiir w 
mithin fiir w, derselbe wie fiir y,, d.h. + 1. 

Nun ist aber nicht nur y, identisch mit 0, sondern auch die in 
diesem Paragraphen konstruierte Abbildung von w, auf & identisch mit 
der im vorigen Paragraphen konstruierten Abbildung von o, auf &, miibte 
mithin wie letztere den Grad Null besitzen. 

Unsere Annahme, daB r in w mehr als ein Gebiet bestimmt, hat 
somit auf einen Widerspruch gefiihrt, und wir kénnen folgenden Satz 
aussprechen : 

Im n-dimensionalen Cartesischen Raume bestimmt ein Jordansches Raum- 
stiick nur ein einziges Gebiet. 


m+1 m? 


§ 7. 


Wir betrachten nunmehr das in einer »-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit » liegende eineindeutige und stetige Bild 7’ eines n-dimensionalen 
Gebiets x, und nehmen an, da in 7’ ein Punkt P’ existiert, in dessen be- 
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liebiger Nahe nicht zu z/ gehérige Punkte von y liegen. Wir wihlen 
in x einen willkiirlichen, nicht mit P’ identischen Punkt Q’, und be- 
zeichnen die in x liegenden Bilder von P’ und Q’ mit P resp. Q. 

Wir schlagen in 7 um P” eine nicht ganz in 7’ enthaltene und Q’ 
ausschlieBende (m — 1)-dimensionale Kugel x mit beliebig kleinem Radius ¢ 
und bezeichnen mit ® die in 7’ enthaltene abgeschlossene Teilmenge von x, 
mit r das in x liegende Bild von ft. Nun ist es unméglich, P’ und Q’ 
innerhalb » durch einen x nicht treffenden einfachen Kurvenbogen zu ver- 
binden. Mithin ist es auch unméglich, P’ und Q’ innerhalb 7’ durch 
einen nicht treffenden einfachen Kurvenbogen zu verbinden. 

Fiir geniigend kleines ¢ ist das Jordansche Raumstiick r ganz in einem 
zu y gehérenden Kugelinnern enthalten. Mithin lassen sich P und Q nach 
dem Resultate des § 6 innerhalb x durch einen r nicht treffenden ein- 
fachen Kurvenbogen verbinden. Als Bild dieses Kurvenbogens wiirde dann 
aber in x’ ein Rt nicht treffender, P’ und Q’ verbindender einfacher Kurven- 
bogen existieren, was ein Widerspruch ist, sodaB die versuchte Annahme 
sich als unstatthaft erweist 

Mithin existiert in 7 zu jedem Punkte von y' eine um diesen Punkt 
beschriebene Kugel, deren Inneres ganz in 7’ enthalten ist. Weil weiter 
je zwei Punkte von 7’ sich innerhalb 7’ durch einen einfachen Kurven- 
bogen verbinden lassen, ist z' in » ein Gebiet. 


W. z. b. w. 
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Beweis des Jordanschen Satzes fiir den n-dimensionalen Raum. 
Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Der zu beweisende Satz lautet folgendermaBen: 

Im n-dimensionalen Raume R,, bestimmt eine Jordansche Mannigfaltig- 
keit, d. h. das eineindeutige und stetige Bild einer geschlossenen (n — 1)-di- 
mensionalen Mannigfaltigkeit zwei Gebiete, und ist mit der Grenze jedes 
dieser Gebiete identisch. 

Wir bezeichnen die Jordansche Mannigfaltigkeit mit J, und zerlegen 
(analog wie friiher in der Ebene*)) den Satz in folgende drei Bestandteile: 


1. Die Grenze eines von J bestimmten Gebietes ist mit J identisch. 
2. J bestimmt hichstens zwei Gebiete. 


» 


3. J bestimmt mindestens zwei Gebiete. 


Alsdann ist der erste Teil im Resultate des §6 meiner vorstehenden 
Arbeit enthalten, wihrend der dritte Teil sich nach eimer von Lebesgue 
skizzierten Methode**) herleiten la8t. Der noch restierende zweite Teil 
soll im Folgenden erledigt werden. 


*) Math. Ann. 69, 8. 169—175. 

**) C. R., 27 mars 1911. Das daselbst erhaltene Resultat liefert zusammen mit 
den Entwicklungen von Baire in Bull. des Sc. Math. (2), 31 einen zweiten Beweis der 
Invarianz des n-dimensionalen Gebiets. 

Fir diejenigen Leser, deren Interesse mit dem dreidimensionalen Raume auf- 
hort, lasse ich hier einen sehr einfachen, aber nur fiir n = 3 giiltigen Beweis dieses 
dritten Teiles des Jordanschen Satzes folgen. . 

Seien j, und j, zwei geschlossene stetige Kurven (im Sinne von Schoenflies) 
des R,, so kénnen wir den vollen Umlauf von j, resp. j, in unendlich vielen Weisen 
als eindeutiges und stetiges Bild f, resp. B, eines Kreises auffassen. Fiir eine be- 
stimmte Wahl von £, und #, besitzt die Entfernung zweier entsprechender Punkte 
von j, und j, ein Maximum M; die bei Variierung von #, und f, auftretende untere 
Grenze von M soll die Parameterdistanz von j, wnd j, heiBen. 

Wenn wir eine endliche Reihe von geschlossenen stetigen Kurven, in welcher j 
das erste und ein einziger Punkt das letzte Element ist, in solcher Weise konstruieren, 
daS das Maximum der Parameterdistanzen zweier aufeinanderfolgender Elemente den 
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§ 1. 

Sei E das von J bestimmte unendliche Gebiet, J ein von J bestimmtes 
endliches Gebiet, P ein Punkt von J. Wir wihlen in J ein willkiirliches 
Element J” heraus, bezeichnen die von den iibrigen Elementen gebildete 
Punktmenge mit J”, den Umfang von J’ mit j, das reprisentierende 
Simplex (vgl. Math. Ann. 71, 8.100) von J’ mit S, den Umfang von S 
mit s, wihlen in J’ und dementsprechend (vgl. 1. c. 5.108) in j einen 
positiven Sinn der Indikatrix, verbinden P und J” —j innerhalb J durch 
einen Weg w’, und verbinden J’—j und J” —j innerhalb EZ durch einen 
Weg w,. 

Die Menge derjenigen Punkte von J’, welche von J” eine Entfernung 
> besitzen, bezeichnen wir mit J’. 


t 
= 


Wir zerlegen den FR, in homothetische n-dimensionale Kuben q, mit 
der Kantenliinge 1, jeden der q, in 2” homothetische Teilkuben g, mit 


Wert e besitzt, so werden wir sagen, daf j mit dem Unstetigkeitsgrade ¢ zusammen- 
gezoygen wird. 

Eine endliche Menge von geschlossenen stetigen Kurven nennen wir kurz ein 
Kurvensystem. 

Sei nun J” eine Jordansche Fliche im R,, x eine solehe um einen ihrer Punkte 
beschriebene Kugel, die einen Teil von J’ in ihrem Auferen und nur zweiseitige Teil- 
gebiete von J’ in ihrem Inneren enthiilt. Durch eine geeignete Inversion des R, 
geht x in eine Ebene k, J’ in eine Jordansche F'liiche J iiber. Sei © ein durch i 
in J ausgeschnittenes zweiseitiges Gebiet, y die Grenze von @, S ein y im Abstande 
#, approximierendes Polygonsystem in G, S ein von © die Parameterdistanz «, be- 
sitzendes, in & liegendes Kurvensystem. Wenn wir «, mit ¢, gegen Null konvergieren 
lassen, so existiert in k ein Gebiet G, welches fiir hinreichend kleines «, eine nicht: 
verschwindende Zahl ¢ Male von S umlaufen wird. 

Im entgegengesetzten Falle kénnten wir niimlich das Kurvensystem S in k in 
einer Entfernung <«, von y mit dem Unstetigkeitsgrade ¢,, und auf Grund davon 
das Kurvensystem © in J in einer Entfernung <«, von y mit dem Unstetigkeitsgrade 
é, zusammenziehen, wo «,, &,,&, und «, mit s, gegen Null konvergieren. Dies ist 
aber nach der Definition von S ein Widerspruch. / 

Kin in einem Punkte von G auf k errichtetes Lot 1 wird sowohl von S wie 
von S ¢ Male umlaufen, sodaB die Differenz der Anzahlen der positiven und der nega- 
tiven Kreuzungen von 7 mit einer willkiirlichen hinreichend genauen simplizialen 
Approximierung von & gleich +e ist. Mithin kénnen wir eine solche nicht von 
J—® getroffene und von nicht in J liegenden Endpunkten Q, und @Q, begrenzte 
Teilstrecke von 1 bestimmen, fiir welche die Differenz der Zahlen der positiven und 
der negativen Kreuzungen mit einer willkirlichen hinreichend genaven simplizialen 
Approximierung von @ nicht gleich Null ist. Dann aber miissen ein willkiirlicher, Q, 
und @, verbindender Streckenzug und eine willkiirliche hinreichend genaue simpliziale 
Approximierung von J notwendig einander treffen, sodaf Q, und Q, durch J getrennt 
werden. 
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der Kantenlinge = jeden der g, in 2" homothetische Teilkuben 9, mit 
der Kantenlinge i , usw. 


Die von denjenigen g,, welche in ihrem Inneren oder auf ihrem Um- 
fange wenigstens einen Punkt von J,’ enthalten, gebildete Punktmenge 
bezeichnen wir mit w,, die Menge der zu w,, ,,;, M,49,°** gehdrigen 
Punkte mit 2z,; wir wihlen t so grob, dab w’ von x, nicht getroffen wird. 
Das P enthaltende von J+ 2, bestimmte Gebiet bezeichnen wir mit J, 
den nicht in J” enthaltenen Teil der Grenze von J, mit g. 

Dasjenige von J” +g bestimmte Gebiet, in dem E enthalten ist, 
bezeichnen wir mit E,, und ziehen in EF, einen Weg w” aus EF nach g. 
Der Endpunkt R dieses Weges liegt in einer gewissen zur Grenze von 
E, gehérigen zweiseitigen (n—1)-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeit 
(vgl. meine vorstehende Arbeit S. 305) y mit ebenen Elementen und einem 
in j enthaltenen Rande*). Hierbei werden zwei (— 2)-dimensionale Ele- 
mentseiten von y, welche in R, zusammenfallen, dann und nur dann auch 
fiir y als identisch betrachtet, wenn die beiden entsprechenden Elemente 
daselbst einen zu FE, gehérigen Winkel einschlieBen. 

Wir diirfen annehmen, daB der Punkt R nicht einer (n— 2)-dimen- 
sionalen Elementseite von y angehért. 

Wir wiihlen in y einen positiven Sinn der Indikatrix, ziehen in J, 
aus P einen w' nicht treffenden Weg w” nach R, und bezeichnen den 
von w’ und w” gebildeten Streckenzug mit w,,. 

Die zu E, gehdrige Seite von y soll ihre linke, die andere ihre recite 
Seite heiBen. Alsdann verbindet der Weg w,, innerhalb J die rechte Seite 
von y mit J”—j, wihrend der Weg w” ein Endsegment w,, besitzt, 
welches innerhalb J die linke Seite von » mit J’—j verbindet. 

Mittels zweier in beliebiger Nahe von J’ resp. von J” verlaufender, 
j nicht treffender Streckenziige v’ und vw” kénnen wir die Wege w,,, w;, 
und w, ergiinzen zu einem y nur in einem einzigen Kreuzungspunkte, 
naimlich im Punkte F treffenden Polygon w. 


§ 2. 
Im R, verstehen wir unter einem p-dimensionalen Netze resp. Nete- 


fragmente das simpliziale Bild einer p-dimensionalen Pseudomannigfaltigkeit 
resp. eines p-dimensionalen Fragmentes (vgl. meine vorstehende Arbeit 


S. 306). 





*) Unter dem Rande von y verstehen wir die Menge der nicht in y enthaltenen 


Grenzpunkte von y. Ob solche Grenzpunkte existieren, bleibt in diesem Paragraphen 
noch dahingestellt. 
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Unter den Grundsimplexen, Grundpunkten und Gruidseciten eines 
Netzes resp. Netzfragmentes verstehen wir die Bilder der Grundsimplexe, 
Grundpunkte und Grundseiten der entsprechenden Pseudomannigfaltigkeit 
resp. des entsprechenden Fragmentes. 

Wenn im R, ein mit einem positiven Umlaufssinne versehenes Poly- 
gon $ und ein mit einer positiven Indikatrix versehenes geschlossenes 
zweiseitiges (» —1)-dimensionales Netz 8 in solcher Weise gelegen sind, 
daB kein Eckpunkt und keine Teilstrecke von $ in MN liegt und keine 
Seite von $ eine (m—2)-dimensionale Grundseite von ® trifft, so sind 
die Anzahlen der positiven und der negativen Kreuzungen von $ mit ® 
einander gleich.*) 

Fiir den Fall, dab © einseitig ist, liBt sich nur aussagen, dab die 
absolute Anzahl der Kreuzungen von % und % gerade ist. 

Wir denken uns nun im R, ein mit einer positiven Indikatrix ver- 
sehenes geschlossenes zweiseitiges (”—2)-dimensionales Netz Rt und ein mit 
einem positiven Umlaufssinne versehenes, 8 nicht treffendes Polygon §. 

Sei © ein solches mit einer positiven Indikatrix versehenes zwei- 
seitiges (n —1)-dimensionales Netzfragment, welches fi als seinen einzigen 
Rand und die positive Indikatrix von ® als positive Randindikatrix**) 
besitzt, wiihrend kein Eckpunkt und keine Teilstrecke von $ in © liegt 
und keine Seite von $ eine (# —2)-dimensionale Grundseite von © trifft. 
Wenn wir dann mit p die Anzahl der positiven, mit p’ die Anzahl der nega- 
tiven Kreuzungen von $ und © bezeichnen, so ist fiir gegebenes $ und R 
die Zahl ¢ = p— p’ unabhiingig von der Wahl von ©. 

Die Zahl ¢ stellt mithin eine Beziehung zwischen $ und KR dar. Wir 
nennen sie den Grad von RK in bezug auf §&. 


§ 3. 
Diejenigen Elemente von y, welche von j eine Entfernung > Ba be- 


sitzen, bilden ein mit y, zu bezeichnendes (n—1)-dimensionales Fragment, 
dessen Grenze y, fiir unbeschrinkt wachsendes vy gleichmibig gegen j 
konvergiert. 


*) Sei f der Endpunkt der kreuzenden Polygonseite fiir einen positiven Um- 
laufssinn von §, i eine positive Indikatrix des gekreuzten Grundsimplexes von %. 
Falls if fiir den R, eine positive Indikatrix darstellt, heiBt die Kreuzung positiv. 
Um die im Texte ausgesprochene Eigenschaft einzusehen, braucht man §§ nur in 
soleher Weise aus dem Unendlichen heranriicken zu lassen, daB die Bahnen der 
Punkte von $ keine (n—3)-dimensionale Grundseite, und speziell die Bahnen der 
Eckpunkte von $ keine (n—2)-dimensionale Grundseite von ® treffen. 

**) Hinsichtlich der Beziehung zwischen ,,positiver Indikatrix und _,,positiver 
Randindikatrix vgl. Math. Ann. 71, 8. 108. 
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Wir nehmen mit J eine solche Fundamentalreihe 2,, 2,,--- von 
simplizialen Zerlegungen vor daB fiir unbeschrinkt wachsendes vy die 
Breite der zu z, gehérigen Grundsimplexe unter jede Grenze herabsinkt, 
wihrend jedes z,,, eine Unterteilung von z, ist. Jedes z, bestimmt im 
R, ein (n—1)-dimensionales Netzfragment J,’ resp. J,” als simpliziales 
Bild von J’ resp. J”, und ein geschlossenes zweiseitiges (m — 2)-dimensio- 
nales Netz j, als simpliziales Bild von j. Jedem Elementeckpunkte von y, 
weisen wir einen solchen in j liegenden Grundpunkt von z, zu, welcher 
von ihm die kleinstmégliche Entfernung besitzt, und konstruieren dement- 
sprechend im reprisentierenden Simplexe S von J’ eine simpliziale Ab- 
bildung von ,, welche wir aus dem Mittelpunkte von S auf s projizieren. 

Sodann nebmen wir mit », eine solche simpliziale Zerlegung ¢, vor, 
daB durch die genannte Projektion jedes Grundsimplex von £, innerhalb 
eines einzigen zu z, gehérigen Grundsimplexes von s abgebildet wird. 
Den Eckpunkten eines willkiirlichen Grundsimplexes von §, sind dann 
solche Punkte von j, zugewiesen, welche in einem einzigen Grundsimplexe 
von j, enthalten sind. 

Durch eine passende simpliziale Zerlegung der Grenzelemente von y, 
erweitern wir ¢ zu einer simplizialen Zerlegung von y,, und indem wir 
von dieser Zerlegung alle nicht zu 4, gehérigen Grundpunkte festlassen, 
jeden zu y, gehérigen Grundpunkt aber durch den ihm entsprechenden 
Punkt von j, ersetzen, wird als simpliziales Bild von y, ein zweiseitiges 
(w—1)-dimensionales Netzfragment £, bestimmt, dessen Grenze 4, sich als 
simpliziales Bild von », aus einer endlichen Zah] von geschlossenen zwei- 
seitigen (n—2)-dimensionalen Netzen zusammensetzt und in j, enthalten ist. 


§ 4. 

Fiir hinreichend grofes v hat das Polygon w auBer R keinen Punkt 
mit £, gemeinsam, ist mithin der totale Grad von 4, in bezug auf w 
gleich + 1. 

Den Grad der Abbildung von 4, auf j, (vgl. Math. Ann. 71, 8. 105) 
bezeichnen wir mit c, den Grad von j, in bezug auf w mit c’. 

Sei ©, ein solches mit einer positiven Indikatrix versehenes zwei- 
seitiges (n—1)-dimensionales Netzfragment, welches j, als Grenze und die 
negative Indikatrix von j, als positive Randindikatrix besitzt, wiihrend 
kein Eckpunkt und keine Teilstrecke von w in ©, liegt und keine Seite 
von w eine (n—2)-dimensionale Grundseite von ©, trifft. 

Seien ©,, ©,,---, ©, weitere Netzfragmente derselben Art, so sind 
die Anzahlen der positiven und der negativen Kreuzungen von w mit 


£,+6,+ 6,+ 6,+---+6©, einander gleich. 
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Der totale Grad von 4, in bezug auf w wird somit erhalten, indem 
wir den Grad von j, in bezug auf w mit ¢ multiplizieren, d. h. es gilt 
folgende Formel: 

ecé=+1. 

Dieser Formel kann aber nur dadurch geniigt werden, dap sowohl c 

wie c gleich +1 ist. 


§ 5. 

Wir nehmen nun dem zu beweisenden Satze entgegen an, daB auBer 
I noch ein zweites von J bestimmtes endliches Gebiet J’ existiert. Als- 
dann konstruieren wir y’ und Ff,’ in I’ analog wie y und f£, in J, wobei 
die Grenze i,’ von f,’ ebenso wie die Grenze 4, von £, das Netz j, mit dem 
Grade + 1 tiberdeckt. Weiter diirfen wir die Streckenziige v’ und vw” in 
solecher Weise konstruiert denken, daB sie y’ ebensowenig wie y treffen, 
sodaB y’ mit w keinen Punkt gemeinsam hat. 

Nun mu einerseits jedes Polygon, von dem kein Eckpunkt und keine 
Teilstrecke in £,+/,’ liegt und keine Seite eine (n—2)-dimensionale 
Grundseite von £,+ F,’ trifft, mit £,+,’ eine gerade Anzahl von Kreuzungs- 
punkten aufweisen, andererseits aber kénnen wir v so groB wihlen, daB 
das Polygon w mit /,’ keinen Punkt gemeinsam hat, mithin £,+ .,’ nur 
in einem einzigen Punkte, nimlich im Punkte R kreuzt. 

Aus diesem Widerspruche folgern wir, daf J nur ein einziges end- 
liches Gebiet I bestimmen kann. 


W. z. b. w. 
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Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten. 
Von 
L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 
. e 
ad ? 
$ 1. 
Die Erreichbarkeit. 


Die im § 1 des vorstehenden Aufsatzes im Gebiete I konstruierte 
Pseudomannigfaltigkeit y besitzt die Eigenschaft, daB je zwei Punkte ihrer 
linken Seite sich durch einen in beliebiger Nahe von y verlaufenden, 
J+ y auBerhalb seiner Endpunkte nicht treffenden Weg verbinden lassen, 
und daB jeder Punkt ihrer rechten Seite sich durch einen auBerhalb seiner 
Endpunkte J+ y nicht treffenden Weg mit dem Punkte P verbinden liBt. 
Mithin wird J von y in héchstens zwei Gebiete zerlegt. 

Nach § 4 des vorstehenden Aufsatzes mu jedes Polygon, von dem 
kein Eckpunkt und keine Teilstrecke in £,+ J,” liegt und keine Seite 
eine (n — 2)-dimensionale Grundseite von £,+ J,” trifft, mit £,+ J,” eine 
gerade Zahl von Kreuzungspunkten aufweisen, sodaB die linke und die 
rechte Seite von £, durch ‘,+ J,” voneinander getrennt werden. Dann 
aber werden auch die linke und die rechte Seite von y durch y + J” 
voneinander getrennt, sodaB von y+ J” ein endliches, die rechte Seite 
von y enthaltendes Gebiet J. bestimmt wird. Dieses Gebiet J, ist ein 
Teilgebiet von J, und nach der im vorstehenden Aufsatze ,,Beweis der 
Invarianz des »-dimensionalen Gebiets“ angewandten Methode laBt sich 
zeigen, daB die Grenze von J, mit J” + y identisch ist. 

Ebenso wird von y + J” ein die linke Seite von y enthaltendes Teil- 
gebiet J, von J bestimmt, dessen Grenze mit J’+ y identisch ist. 

In diese zwei Gebiete I, und I, wird I von y zerlegt. 

Sei Q ein willkiirlicher Punkt von J; ,J’, J’, yJ’,--- eine solche 
Folge von Q enthaltenden, gegen Q konvergierenden Grundsimplexen von J, 
deren jedes im Innern des vorangehenden enthalten ist. Zu jedem J’ kon- 
struieren wir eine Mannigfaltigkeit ,y, welche J in ,J und ,J, zerlegt, und 
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wir sorgen dafiir, daB einerseits die verschiedenen ,y einander nicht treffen, 
sodaB ,,,J, in ,/, enthalten ist, und andererseits ,J, fiir unbeschriinkt 
wachsendes p gleichmibig gegen Q konvergiert. 

In jedem Gebiete ,J, verbinden wir ,y und ,,,y durch einen Weg »% 
und in jedem ,y verbinden wir den Endpunkt von ,_,6 und den Anfangs- 
punkt von ,6 durch einen Weg ,9. Alsdann bilden die ,o und ,o zu- 
sammen einen in J nach @ fiihrenden einfachen Kurvenbogen, soda8 wir 
bewiesen haben: 

Satz 1. Jeder Punkt einer Jordanschen Mannigfaltigkeit ist sowohl 
fiir das innere wie fiir das dupere Gebiet erreichbar. 

Die Schoenfliessche Erweiterung des Jordanschen Satzes bleibt mithin 
im #-dimensionalen Raume in Kraft. Sie verliert hier aber ihre in der 
Ebene bestehende Umkehrbarkeit, denn diese Umkehrung wiirde folgender- 
mafen lauten: 

Eine geschriinkte abgeschiossene Punktmenge, welche im R,, zwei Gebiete 
bestimmt, und von der jeder Punkt fiir jedes dieser Gebiete erreichbar ist, 
ist eine Jordansche Mannigfaltigkeit. 

Um einzusehen, daf dieser Satz schon im dreidimensionalen Raume 
nicht mehr zutrifft, betrachte man die Gesamtheit F' der in zylindrischen 
Koordinaten durch folgende Formeln bestimmten Punktmengen: 


(1) 1>e>0 2 = 2+ cos p + (1—Veos*g) sin ~ - 
(2) 1>oe>0 z= — 2 — cos m — (1 — Vos? ) sin = 
(3) o=1 2+ cos py >2>—2—cos@g. 

(4) o=0 3>e>1. 

(5) o=0 —1l>2>-3. 


Diese abgeschlossene Punktmenge F' zerlegt den Rawm in zwei Gebiete, 
und jeder Punkt von F ist fiir jedes dieser Gebiete erreichbar. Aber ein 
gegen den Punkt H (9 =0, = 2) konvergierender Punkt von F' labt 
sich in F' nicht durch einen gegen H konvergierenden einfachen Kurven- 
bogen mit H verbinden, sodaB F' keine Jordansche Fiche ist. 


§ 2. 
Die Unbewalltheit. 
Sei G eine abgeschlossene Punktmenge des R,, & ein von G be- 
stimmtes Gebiet, @ und Q’ zwei erreichbare Punkte der Grenze von G, 


k ein Q und Q’ innerhalb @ verbindender einfacher Kurvenbogen, M das 
Maximum der Entfernungen, welche die zu k gehérigen Punkte von 
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und von Q’ besitzen, m das Minimum von M fir die verschiedenen bei 
gegebenen Q und Q’ méglichen Wahlen von k. Diese GréBe m bezeichnen 
wir mit Schoenflies als die Wegdistanz von Q und Q’ fiir das Gebiet ©. 
Wenn diese Wegdistanz mit der Entfernung von Q und Q’ gegen Null 
konvergiert, so werden wir G fiir das Gebiet © unbewallt nennen. 

Sei nun (Q,, @'), (Qe, Qs’), --- eine solche Folge von in J liegenden 
Punktepaaren, daf der Abstand von Q, und Q,’ fiir unbeschriinkt wachsen- 
des p gegen Null konvergiert. Zu jedem Paare (Q,, Q,’) kénnen wir ein 
dieses Paar in seinem Innern enthaltendes Grundsimplex J,’, und zu jedem J,’ 
ein y, in solcher Weise konstruieren, dai die Breiten sowohl von J,’ wie 
von y, fir unbeschrinkt wachsendes p unter jede Grenze herabsinken. Im 
Gebiete J,, ziehen wir einfache Kurvenbogen 7, resp. 7, von 7, nach Q, 
resp. Q,', bezeichnen ihre Anfangspunkte mit g, resp. y,', und verbinden 
in y, die Punkte y, und g, durch einen Weg a,. 

Alsdann bilden z,, y,, und , zusammen einen Q, und Q,’ innerhalb J 
verbindenden einfachen Kurvenbogen, dessen Breite fiir unbeschrainkt 
wachsendes p unter jede Grenze herabsinkt, d.h. es gilt: 

Satz 2. Hine Jordansche Mannigfaltigkeit ist sowohl fiir das innere 
wie fiir das duBere Gebiet unbewallt. 

Auch dieser Satz ist fiir die Ebene von Schoenflies bewiesen worden. 


§ 3. 
Die Zweiseitigkeit. 


Sei J,', J,',---, J,’ eime solehe geschlossene Kette von Elementen 
von J, in welcher je zwei aufeinanderfolgende eine (m — 2)-dimensionale 
Seite gemeinsam haben. Wir bezeichnen die von J; und J;,, gebildete 
Punktmenge mit ,,,J,, den Umfang von J,’ resp. ,,,J,’ mit j, resp. ,4 sp» 
wiihlen wir J,', und dementsprechend nach Math. Ann. 71, 8. 108 fiir j, 
und nach ibid. S. 101 fiir J,’ und ,J," einen positiven Sinn der Indikatrix, 
und verbinden einen im Innengebiete J liegenden Punkt P; und einen im 
AuBengebiete E liegenden Punkt P, durch solche Wege t,, t,,---, t,, 
daB jedes t, die Mannigfaltigkeit J nur in Punkten von J,’—j, trifft. 
Fiir diese t, nehmen wir die Richtung von P, nach P, als die positive an, 
und wir bezeichnen das vom im positiven Sinne durchlaufenen t, mit dem 
im negativen Sinne durchlaufenen t,,, gebildete Polygon mit w,. 

Zu jedem J,’ resp. ,,,J, konstruieren wir nach der Methode des vor- 
stehenden Aufsatzes ein y,, ein j,, und ein £,, resp. eiN ,,57») CID ps idyp 
und ein ,,,5,,, Wobei wir annehmen diirfen, daB t, von den y nur »,, 


p+iY, und ,y,_,, und von den Ff, nur F,,, ,,,£,, und ,f,,_, trifft, dab 


kein Eckpunkt und keine Teilstrecke eines t, in einem der y oder F, liegt, 
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und daB keine Seite eines t, eine (x —2)-dimensionale Grundseite von 
einem der y oder J, trifft. 

Alsdann ist die Differenz der Anzahlen der positiven und der negativen 
Kreuzungen mit ,y, entweder sowohl fiir t, wie fiir t, gleich + 1, oder 
sowohl fiir t, wie fiir t, gleich — 1, sodaB fiir hinreichend groBes » der 
Grad von ,j,, im bezug auf w, dasselbe Vorzeichen hat wie der Grad 
von ,j,, in bezug auf w,. Mithin hat fiir hinreichend groBes v auch der 
Grad von j,, in bezug auf w, dasselbe Vorzeichen wie der Grad von j,, 
in bezug auf w,. 

Wenn wir nun weiter die positive Indikatrix von J,’ aus der posi- 
tiven Indikatrix von J,’ herleiten, so finden wir in derselben Weise, daB der 
Grad von j,, in bezug auf w, dasselbe Vorzeichen hat wie der Grad von j,, 
in bezug auf w,. Indem wir so fortfahrend schlieBlich zu J,’ zuriick- 
kehren, wird einerseits fiir J,’ eine neue positive Indikatrix bestimmt, 
andererseits aber finden wir, daB der Grad von j,, in bezug auf w, sein 
urspriingliches Vorzeichen behalten hat. Mithin ist die neue positive 
Indikatrix von J,’ mit der urspriinglichen identisch. 

Hiermit ist bewiesen: 

Satz 3. Eine Jordansché Mannigfaltigkeit ist eine zweiseitige Manniy- 
faltigkeit. 


§ 4. 
Die Ordnung der Jordanschen Gebiete. 


Wir wihlen sowohl fiir J wie fiir den R, einen positiven Sinn der 
Indikatrix, schlagen um einen nicht in J liegenden Punkt A eine Kugel x,, 
welche wir zur Bestimmung ihrer positiven Indikatrix als Grenze ihres 
Innern betrachten, und bilden J durch Projektion aus A eindeutig und 
stetig auf x, ab. Den Grad dieser Abbildung nennen wir die Ordnung 
von A in bezug auf J. Sie ist fiir hinreichend groBes v identisch mit der 
Differenz der Anzahlen der positiven und der negativen Kreuzungen mit J, 
eines aus dem Unendlichen nach A gezogenen Weges, von dem kein 
Eckpunkt und keine Teilstrecke in J, liegt und keine Seite eine (m — 2)- 
dimensionale Grundseite von J, trifft. Sie kann sich bei stetiger Bewegung 
von A in endlicher Entfernung von J nicht aindern, sodaB wir von einer 
Ordnung des Innengebietes und von einer Ordnung des Aufengebietes in 
bezug auf J sprechen kénnen*). 

Liegt A im Innengebiete, so kénnen wir nach A aus dem Unend- 
lichen einen Weg ziehen, der von J nur J’ —j trifft. Dieser Weg liefert 
fiir die Ordnung des Innengebietes sofort + 1. 


*) Vgl. J. Hadamard in dem auf 8, 97 und 305 dieses Annalenbandes zitierten Buche. 
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Im AuBengebiete aber kann man A leicht in solcher Weise bestimmen, 
daB die Bildmenge von J nicht iiberall dicht in x, liegt. Die Ordnung des 
AuBengebietes ist somit gleich Null, und wir sprechen aus: 


Satz 4. In beeug auf eine Jordansche Mannigfaltigkeit hat das Innen- 
gebiet die Ordnung+ 1, das AuBengebiet die Ordnung Null*). 


§ 5. 
Die verallgemeinerte Indikatrix. 


Sei « eine eineindeutige und stetige Abbildung eirer geschlossenen 
zweiseitigen »-dimensionalen Mannigfaltigkeit u, auf eine geschlossene 
zweiseitige n-dimensionale Mannigfaltigkeit u,, c der Grad dieser Abbil- 
dung, S, ein solches Grundsimplex von u,, dessen Bild S, innerhalb des 
Innensimplexes (vgl. Math. Ann. 71, 5. 102) eines Elementes 8 von u, 
liegt, J, der Umfang von S,, J, das Bild von J,, «, eine simpliziale 
Approximierung von a, -J,, die entsprechende simpliziale Approximierung 
von J,, P, ein zum Innern von S, gehériger Punkt, P, das Bild von P,. 

Wenn dann « durch «, mit einem hinteichenden Grade der Genauig- 
keit approximiert wird, so wird fiir einen aus P, nach der Grenze von 
gezogenen Weg, von dem kein Eckpunkt und keine Teilstrecke in J,, 
liegt und keine Seite eine (n —2)-dimensionale Grundseite von J,, trifft, 
die Differenz der Anzahlen der positiven und der negativen Kreuzungen 
mit J,, gleich +c sein. Dieselbe Zahl ist aber nach § 4 gleich + 1, 
sodaB sich herausstellt: 


Satz 5. Line eineindeutige und stetige Bezichung zwischen zwei ge- 
schlossenen zweiseitigen n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten besitzt entweder 
den Grad + 1 oder den Grad — 1**). 


Wir bezeichnen nunmehr mit J, eine willkiirliche in einem Elemente 
von «, enthaltene und sich innerhalb eines Elementes 8 von u, abbildende 
Jordansche Mannigfaltigkeit, konstruieren zu ihr dem vorstehenden Auf- 
satze gemaiB ein j, und ein y,, wahlen im Innengebiete von y, + J,” ein 


*) Dieser Satz wird bei Hadamard 1. c. ohne Beweis ausgesprochen. 

**) Dieses Theorem wird von Herrn Lebesgue bei der Herleitung seines Existenz- 
satzes der ,,variétés enlacées“ (C. R., 27 mars 1911) stillschweigend vorausgesetzt. 

Der Begriff des Abbildungsgrades ¢ 148t sich unmittelbar auf eineindeutige 
und stetige Beziehungen zwischen einem zweiseitigen n-dimensionalen Gebiete p, 
und einem »-dimensionalen Gebiete uw, iibertragen. Auch hier kann ¢ nur die Werte 
+1 und —1 besitzen. Falls aber uw, einseitig wiire, miiBte ¢ nach 8. 106 dieses 
Annalenbandes gleich Null sein, sodaB hiermit die Invarianz der Zwei- resp. Einseitig- 
keit bewiesen ist. 
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solches Simplex S,, von dem eine (n—1)-dimensionale Seite h, in 7, 
liegt, bezeichnen die von den tibrigen (nm — 1)-dimensionalen Seiten von S, 
gebildete Punktmenge mit k,, den vollen Umfang von S, mit s,, und 
wihlen im Innern von S, einen Punkt P,. 

Wir wihlen die positive Indikatrix von J, in soleher Weise, daB die 
Ordnung von P, in bezug auf J, gleich + 1 wird, bestimmen die positive 
Indikatrix von 7,+ J,’ mittels der von J,', die von y,+ J,” mittels der 
von J,”, die von s, mittels der von y,+J,", die von y,—h, +h, + J," 
mittels der von J;”. 

Die Ordnung eines Punktes in bezug auf y,+ J,’ liBt sich mittels 
der f,, + J;,, und die Ordnung in bezug auf y,—h,+k,+,” in ana- 
loger Weise definieren. In bezug auf s, ist alsdann die Ordnung von P, 
gleich + 1, in bezug auf y,+ J,’ resp. y,—h,+h,+,” gleich Null. 

Die Bilder von P,, J, 71, £4,, Jy,, Fy.) My, hy, 8%, bezeichnen wir mit 
Py, Je, 2x fay» Tey Fe.y hg, he, 8:3 als positive Indikatrizen von s,, 7,+ J;’, 
vy — hg + hy + J,” wihlen wir die Bilder der positiven Indikatrizen von 
8, At 4 —hy th +d,"; die Ordnung in bezug auf y,+ J,’ resp. 
Yo — hy + ky + J,” definieren wir mittels der simplizialen Approximierungen 
von f,,+ J,, resp. £5,—hy+ ky + dyi. 

Wenn nun e@ den Grad +1 resp. —1 besitzt, so ist die Ordnung 
von P, in bezug auf s, ebenfalls gleich +1 resp. —1; in bezug auf 
Ye + Jy’ resp. yy — hy + ky + J,” ist aber die Ordnung von P, gleich Null, 
denn vom Umfange von 8 laBt sich ein y,+ J,’ resp. y.— hy + ko + J,” 
nicht treffender Weg nach P, ziehen. Mithin ist die Ordnung von P, in 
bezug auf J, gleich +1+0+0O=+41 resp. gleich -14+0+0=—1, 
und wir haben folgende Eigenschaft bewiesen: 

Satz 5a. Bei einer eineindeutigen und stetigen Beziehung zwischen 
zwei geschlossenen zweiseitigen n-dimensionalen Mannigfaltiykeiten sind in 
bezug auf einander entsprechende hinreichend kleine Jordansche Mannigfaltig- 
keiten die Ordnungen der entsprechenden Innengebiete einander gleich oder 
entgegengesetzt, je nachdem der Abbildungsgrad + 1 oder — 1 betriigt. 


Wenn wir eine hinreichend kleine Jordansche Mannigfaltigkeit, in 
bezug auf die das Innengebiet die Ordnung + 1 besitzt, als ,,Indikatrix“ 
bezeichnen, kénnen wir also im ersten Falle von einer Beziehung mit 
invarianter Indikatrix, im zweiten Falle von einer Beziehung mit Um- 
kehrung der Indikatrix sprechen. 

Mithin kénnen wir den Fixpunktsatz der eineindeutigen und stetigen 
Kugeltransformationen*) jetzt in folgender Form aussprechen: 


*) Vgl. Math. Ann. 71, S. 114. Der hier aus der Betrachtung eines Vektorfeldes 
gewonnene Satz 3 li8t sich auch in unmittelbarem Anschlu8 an 8. 105 begriinden 
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Jede eineindeutige und stetige Transformation einer Kugel gerader Di- 
mensionenzahl mit invarianter Indikatrix oder einer Kugel ungerader Dimen- 
siomnenzahl mit Umkehrung der Indikatrix besitzt sicher einen Fiapunkt. 


§ 6. 
Die Invarianz des Abbildungsgrades, 


Seien u,, uy, u, geschlossene zweiseitige n-dimensionale Mannigfaltig- 
keiten, «, eime eindeutige und stetige Abbildung ¢,,“" Grades von um, 
auf u,, @, eine eindeutige und stetige Abbildung ¢,,"" Grades von pa, 
auf uw, «,, die durch «,, und «,, bestimmte Abbildung von yu, auf us. 

Wir betrachten die Grundsimplexe von mw, als ihre Elemente, und 
wiihlen die simplizialen Zerlegungen von mu, und die [nnensimplexe von u, 
und a, in solcher Weise, daB in einem gewissen Innensimplexe von p, 
ein nur von Innensimplexen von mu, bedecktes Gebiet existiert. In diesem 
Gebiete ist dann eine durch gewisse simpliziale Approximierungen von «,, 
und «,, bestimmte Bildmenge von mw, mit einer durch eine gewisse modi- 
fizierte simpliziale Approximierung von «,, bestimmten Bildmenge von u, 
identisch. Mithin ist ¢,, = ¢,. ><¢,,, d. h. fiir eine Folge von Abbildungen 
ist der Grad des Produktes gleich dem Produkte der Grade. 


Jetzt laBt sich die auf S. 106 dieses Annalenbandes offen gelassene 
Frage nach der Invarianz des Abbildungsgrades, d. h. nach der Unab- 
hiingigkeit des Abbildungsgrades von der Wahl der Elemente und Messungs- 
skalen, mit Hilfe des Resultates des § 5 erledigen. 

Kine zweiseitige Mannigfaltigkeit in anderer Weise messen kommt 
nimlich darauf hinaus, daB zwischen dieser und einer anderen Mannig- 
faltigkeit eine eineindeutige und stetige Beziehung hergestellt wird. Diese 
Beziehung besitzt aber nach §5 entweder den Grad + 1 oder den Grad — 1. 

Sei nun «,, eine eindeutige und stetige Abbildung c¢,,"" Grades einer 
geschlossenen zweiseitigen »-dimensionalen Mannigfaltigkeit u, auf eine 
geschlossene zweiseitige m-dimensionale Mannigfaltigkeit u,, und sei ¢,, 
der Grad von «,, fiir eine neue Messungsart von uw, und u,. Diese neue 
Messungsart bestimmt erstens eine Mannigfaltigkeit u, und eine Abbildung 


miitels der Bemerkung, da8 eine Transformation ohne Fixpunkt sich in die antipodische 
Transformation der Identitit stetig iiberfiihren li8t, nimlich durch Bewegung jedes 
Punktes auf dem kiirzesten seine beiden Lagen verbindenden GroSkreisbogen. 

Ich benutze diese Gelegenheit, um darauf hinzuweisen, da® P. Bohl den durch 
Folgerung 2 ausgedriickten besonderen Fall von Satz 3 (S. 114) schon in Bd. 127 des 
J. f. Math. ausgesprochen hat, ohne freilich den Beweis auszufiihren. 
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Cs," Grades von uw, auf mu, (¢,,— + 1), zweitens eine Mannigfaltigkeit u, 
und eine Abbildung ¢,,"" Grades von mu, auf u, (c,,= + 1), und wir haben 
dem Obenstehenden gemiB: 


‘ Cig = Cyy = Czy < Cyy >< Cy = Ht Cg. 
Mithin gilt: 
Satz 6. Der Abbildungsgrad ist eine Invariante der Analysis Situs. 











E. Sremrrz. 


Rechteckige Systeme und Moduln in algebraischen Zahlkérpern. 1. 
Von 


Ernst Sremrrz in Breslau. 


Einleitung. 


1. Den folgenden Untersuchungen denken wir uns einen beliebigen 
(endlichen) algebraischen Zahlkérper ® zugrunde gelegt. Wir betrachten 
ausschlieBlich Zahlen und Ideale aus &, und zwar, wofern nicht ausdriick- 
lich anderes bemerkt wird, ganze Zahlen und ganze Ideale. 

2. Hat man zwei rechteckige Systeme A = (a,,), B= (b,,) von ganzen 
Zahlen aus &, und ist die Anzahl der Kolonnen von A gleich der Anzahl 
der Zeilen von B, so geht aus ihnen durch ,,Multiplikation“ ein neues 


Rechteck C = (¢,,) hervor, wo ¢,,— > a,,,, ist. C hat so viele Zeilen 
i 


wie A und so viele Kolonnen wie B. Fiir diese Art der Multiplikation 
besteht das assoziative, aber nicht notwendig das kommutative Gesetz. 
Besteht zwischen zwei Rechtecken A, B eine Relation von der Form 


B= PAQ, 
so heiBt B ,,teilbar durch A“. Ist zugleich A durch B teilbar, sv heiBen 
A und B , Aquivalent*. 

3. Wir behandeln die Frage nach den Bedingungen fiir die Aqui- 
valenz zweier Systeme A, B und — in einem zweiten Artikel — die weiter- 
gehende nach den Bedingungen fiir die Teilbarkeit von B durch A. Ist & 
der Kérper der rationalen Zahlen, so ist die Beantwortung dieser Fragen 
bekannt. Im Falle eines beliebigen algebraischen Kérpers sind die schlieb- 
lichen Ergebnisse dieselben, sofern man sich auf quadratische Systeme von 
nicht verschwindender Determinante beschriinkt. Die Herleitung erfordert 
aber noch andere Hilfsmittel als die, welche im Falle des natiirlichen 
Rationalitiitsbereichs zum Ziele fiihren. Gibt man die Beschriinkung auf 
quadratische Systeme auf, oder li8t man quadratische Systeme von der 
Determinante 0 zu, so modifizieren sich auch die Resultate. 











-—-*") 








Rechteckige Systeme in Zahlkérpern. I. 329 


4. Spezielle Fille der Teilbarkeit und Aquivalenz sind die ,,Links- 
(baw. Rechts-) Teilbarkeit“ und die ,,Links- (bzw. Rechts-) Aquivalenz“. 
B heiBt links (rechts) teilbar durch A, wenn eine Relation B= PA 
(baw. B= AQ) besteht; die Systeme A und B heifen links- (bzw. rechts-) 
aquivalent, wenn jedes durch das andere links bzw. rechts teilbar ist. 


e? 
Vorbemerkungen. 


5. Wir stellen zuniichst einige bekannte Tatsachen aus der Ideal- 

theorie zusammen, um zugleich verschiedene der fernerhin gebrauchten 
Bezeichnungen zu erliutern. Die von 0 verschiedenen Ideale des Kérpers & 
zerfallen in endlich viele Klassen, deren Anzahl h sein mége. Die Klasse, 
zu welcher das Produkt zweier Ideale a, 6 gehért (Kl. a-6), ist durch 
die Klassen, zu denen a und 6 gehéren, bestimmt und wird deshalb das 
»Produkt* dieser Klassen genannt; in Zeichen 
(1) Kl.a-6 = KLa- Kl. 6. 
Die h Klassen bilden eine Gruppe und zwar eine kommutative, sodaB 
auch der Quotient zweier Klassen eindeutig bestimmt ist. Die Einheit in 
dieser Gruppe wird durch die ,,Hauptklasse“ dargestellt, welche die von 
den Zahlen aus & repriisentierten Ideale, die ,,Hauptideale“, umfaBt. In 
die h Klassen reihen sich auch die gebrochenen Ideale aus & ein derart, dab 
auch bei dieser Ausdehnung die Gleichung (1) giiltig bleibt. 

6. Irgend n ganze Ideale a,,---, a, haben einen ,gréften gemein- 
samen Teiler“ t, in dem jeder gemeinsame Teiler aufgeht; wir bezeichnen 
ihn durch 

(a,, Mg, ***, ai,,). 
Das Vorkommen von Nullen ist nicht ausgeschlossen; sind alle Ideale a; 
gleich 0, so ist auch t= 0 zu setzen. Unter dem gréSten gemeinsamen 
Teiler von » Zahlen a,,---, a, ist der gréBte gemeinsame Teiler t der 
durch die Zahlen repriisentierten Hauptideale zu verstehen. In der Form 
GX, + Ug%y +--+ + 4,2, 
werden alle und nur die durch t teilbaren Zahlen dargestellt. Ist (a,, a,,---,a,,)=t, 


so sind die Ideale a teilerfremd. Von dieser Bemerkung ausgehend ge- 


langt man zu einer Ausdehnung des Begriffs ,,gréBter gemeinsamer Teiler“ 
auf gebrochene Ideale. Denn auch wenn solche unter den a, vorkommen, 
existiert ein bestimmtes Ideal t, fiir welches die Ideale “, rey “ ganz 
und teilerfremd ausfallen. t ist in diesem Falle stets gebrochen. Fiir 
ganze oder gebrochene Ideale gilt die Formel 
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(2) (a,q, MQ, °**, a,.4) _ (a,, Gy, ***, a,)q; 
sowie die allgemeinere 
(3) (@,,+--,@,) - (By, ---, b,,) = (a, b,, a,b, ---, a,b 


Bei Beschrinkung auf ganze Ideale ist noch zu bemerken: Auch ein 
System © von unendlich vielen Idealen besitzt einen gréBten gemeinsamen 
Teiler t, und man kann ein endliches Teilsystem von S angeben, welches - 
auch den gréBten gemeinsamen Teiler t hat. t ist 0, wenn alle Ideale 
aus © gleich 0 sind. Ist andernfalls a + 0 ein Ideal aus G, sind },, ---, ?, 
die verschiedenen Primfaktoren von a, und bezeichnet a, (i = 1,---, 1) ein 
Ideal aus S, welches p, zu méglichst niedriger Potenz enthiilt, so wird 
t = (a, a, ---, Q,). 

7. Es seien p,,---, p, / verschiedene Primideale, ¢,,---, e, ganze ratio- 
nale, nicht negative Zahlen. Bestimmt man / ganze Zahlen 2,, ---, 7, aus 
RK so, dab x; durch p,i, aber nicht durch p,*+' teilbar ist, ferner x den 
Kongruenzen 


ate a,b,, : a, b,,)- 


x = x, (mod, pt") (¢=1,---,0) 


gemaiB, so enthalt 2 oder auch das durch 2 reprisentierte Hauptideal x 
jedes der Primideale p, genau e,;mal. Sind ferner x, x’ zwei reziproke 
Idealklassen, ist 6 ein Ideal aus x’, y ein Hauptideal, welches jedes der 
Primideale p,, sowie jedes in 6 aufgehende Primideal ebenso oft enthiilt 
wie 6, so ist ) von der Form y = a-b6, wo a ein ganzes, durch p,, ---, p, 
nicht teilbares Ideal aus x bezeichnet. Das Ideal a-x gehért ebenfalls zur 
Klasse x und enthilt jedes Primideal p, genau e, mal. Es gibt also in 
jeder Klasse Ideale, die gegebene Primideale zu genau vorgeschriebener 
Potenz enthalten, insbesondere also auch Ideale, die durch ein gegebenes 
Ideal a (+ 0) teilbar oder zu a relativ prim sind. 

8. Es seien a,,---,a@, ganze oder gebrochene Zahlen aus &, aber 
nicht siimtlich gleich 0, es sei 


(4, az, a a,) can t, 
und es bezeichne ¢ jede von 0 verschiedene ganze oder gebrochene Zahl 
aus &. Dann bezeichnet das durch ¢ bestimmte Hauptideal ¢ jedes ganze 


oder gebrochene Ideal der Hauptklasse, das System 
M,C, AgC, +++, O,€ 


jedes zu a@,,4@,,---, @, proportionale System und das Ideal 


(a,¢, AzC,°**, a,,¢) = te 
jedes ganze oder gebrochene Ideal der durch t bestimmten Idealklasse. 
te fallt dann und nur dann ganz aus, wenn die » Zahlen a,c, ---, a,¢ 
siimtlich ganz sind. Da es in jeder Klasse Ideale gibt, die zu einem ge- 
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gebenen, von 0 verschiedenen Ideal a teilerfremd sind (Nr. 7), so kann zu 
jedem System a,,---,a, ein proportionales ganzzahliges angegeben werden, 
dessen Elemente nicht simtlich mit a einen Teiler gemein haben. 


§ 2. 
Elementarteiler, Zeilen- und Kolonnenklasse. 


9. Ist A ein rechteckiges System von ganzen Zahlen aus &, so heiBt 
der gréBte gemeinsame Teiler }, der Unterdeterminanten i*" Grades 
»k** Determinantenteiler von A“. Fiir jede ganze Zahl k, die gréfer ist 
als die Anzahl der Zeilen oder Kolonnen von <A, soll },= 0 gesetzt werden. 
Aus dem Laplaceschen Determinantensatz ergibt sich, daB D, in d,,, auf- 
geht. Ist d,,, der erste verschwindende Determinantenteiler, so bezeichnet r 
den ,Rang des Rechtecks A“ (,,.Rg. A“). Die ganzen Ideale 


d 
°5 t= r 


= = _— an ( == () ... 
e = d,, es r= 57? Oret ,¢@ V, 


d, 
d,’ , r+2 
heiBen die ,,Elementarteiler von A“. 

10. Ist B teilbar durch <A, 


B= PAQ, 


so ist, wie das allgemeine Multiplikationstheorem der Determinanten sofort 
zeigt, jeder Determinantenteiler von B durch den entsprechenden von A 
teilbar. Daraus folgt weiter: 

Aquivalente rechteckige Systeme stimmen in den Determinantenteilern, 
also auch in den Elementarteilern iiberein. (Erste Aquivalenzbedingung.) 

11. Ks sei A=(a,,) ein ganzzahliges rechteckiges System aus & 
von m Zeilen und » Kolonnen, sein Rang r>1. Aus den Determinanten 
r" Grades, die man A entnehmen kann, bilden wir ein rechteckiges 


System A’ = (a/,) von m’ = () Zeilen und n’= (") Kolonnen derart, daB 


jede Zeile (Kolonne) von A’ die Determinanten aus r festen Zeilen (Ko- 
lonnen) von A enthilt. Im Falle r= m—~n besteht A’ aus einem ein- 
zigen Element, im Falle r = m aus einer einzigen Zeile, im Falle r=n 
aus einer einzigen Kolonne; in jedem Falle aber ist, wie aus den Ele- 
menten der Determinantentheorie bekannt, der Rang von A’ gleich 1. Es 
sind also die Zeilen von A’ (soweit sie nicht aus lauter Nullen bestehen, 
was nicht bei allen Zeilen der Fall sein kann) untereinander proportional; 
und es gehéren deshalb die gréSten gemeinsamen Teiler, die man aus den 
Elementen der einzelnen Zeilen von A’ bilden kann, einer und derselben 
Idealklasse x an (Nr. 8). Ebenso gehéren die gréften gemeinsamen Teiler 
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der Elemente der einzelnen Kolonnen zu einer Idealklasse x. Wir nennen 
x und x die ,,Zeilen- (,,.Kolonnen-) Klasse“ von A; in Zeichen 
(4) x= Zkl. A, x = Kkl. A. 

12. Es sei a,, irgend ein von 0 verschiedenes Element aus A’, und 
es stelle a,,—u-v eine Zerlegung von a,, in zwei ganze oder ge- 
brochene Zahlen aus R dar. Dann gibt es m’+ n»’ ganze oder gebrochene 
Zahlen w,, +++, Uys yy ***, Uy, Welche den Bedingungen 

U=U, v= 0, UYy=a, (i= 1,---,m’; k=—1,---,n’) 
gentigen. Die Elemente einer jeden Zeile von A’ sind dem System »,,---,v 
diejenigen einer Kolonne dem System w,, ---, 


n'? 


m Proportional. Setzt 


man also 

; (Uy, ory Uy) =U, (Uj, +++, Uy) =v, 
so wird 
(5) Klu=, KlLo=—zx. 


Nun ist aber 
Ws VD = (Uy, +++, Uy (My, *y Vy) 
gleich dem gréBten gemeinsamen Teiler der m’- x’ Zahlen u,v, = a),, d. h. 
gleich dem +" Determinantenteiler }, von A. Aus u-» =), und den 
Gleichungen (4), (5) erhalten wir den Satz: 
Ist 0, der r® Determinantenteiler eines rechteckigen Systems A vom 
Range r (r >1), so ist 
Zk). A - Kkl. A = K1. d,. 
13. Es sei jetzt B=(b,,) ein durch A links teilbares rechteckiges 
System: 
B= PA, P=(p,,) (i=1,---,l;k=1,---,m). 
Rg. B kann nicht >, sein; wir wollen Rg. B =r voraussetzen. Aus den 
Determinanten r“” Grades von P bilden wir ein rechteckiges System 


P’ =(p.,) von = . Zeilen und m’ Kolonnen. Das Rechteck B= PA 
1 ik r 


hat 7 Zeilen und » Kolonnen, die den / Zeilen von P und den » Kolonnen 
von A entsprechen. Verstehen wir jetzt unter b’, diejenige Determinante 
r" Grades aus B, deren r Zeilen den in p;,,---, p’,,, auftretenden Zeilen 
von P und deren r Kolonnen den in a},,---, a, auftretenden + Kolonnen 
von A entsprechen, so wird nach dem allgemeinen Multiplikationstheorem 


der Determinanten 
me m’ 
, , , , 
b= , Pine = Y% > Pi, - 
A=1 A=1 


Dies zeigt, dab die Zeilen des Rechtecks B’ = (b;,) dem System v,,---, v 
proportional sind. Mithin ist 


Zk. B= Kl. (v,,---, v,) = Kl. »v = Zkl. A. 








| 
| 
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D. h.: Haben die Rechtecke A und B= PA gleichen Rang, so haben sie 
dieselbe Zeilenklasse. 

Ganz ebenso gilt natiirlich: Haben die Rechtecke A wnd AQ gleichen 
Rang, so haben sie dieselbe Kolonnenklasse. 

14. Es seien jetzt A und B= PAQ iquivalente rechteckige Systeme, 
ihr Rang r>1. Dann sind ihre Determinantenteiler gleich; und da jeder 
Determinantenteiler von PA durch den entsprechenden von A teilbar sein 
und in dem entsprechenden von B= (PA)Q aufgehen muB, so hat auch 
PA dieselben Determinantenteiler wie A und B. Es sei d, der r® Deter- 
minantenteiler von A, PA, B. - Dann ist (Nr. 13) 

Zkl. A= Zkl. PA, Kkl. PA = KkL B, 
nach Nr. 12 
Kl. 0. = Zkl. A - Kkl. A = Zkl. PA - Kkl. PA = Zkl. B- Kk. B, 


daher 


Zkl. A= Zkl. B, Kkl. A= Kkl. B, 


also: 


Aquivalente rechteckige Systeme haben dieselbe Zeilenklasse und dieselbe 
Kolonnenklasse. (Zweite Aquivalenzbedingung.) 


Linearformen, Gleichungen und Kongruenzen. 


15. Es seien m Linearformen 


% = 4, 2%, +++ +, 4, 
(6) 
Yn = Ay % + °° + Oy, %, 
mit ganzzahligen Koeffizienten aus & gegeben; es sei t der gréBte ge- 
meinsame Teiler aller Koeffizienten a,,. Setzen wir fiir die Unbestimmten x 
ganze Zahlen aus &, die simtlich durch ein gegebenes Ideal u teilbar 

sind, so werden alle y, durch tu teilbar. Wir wollen jetzt beweisen: 
Ist der Rang des Koeffizientensystems A = (a,,)>2, so kann man 
fiir die Unbestimmten x solche durch u teilbare Zalhlen setzen, dap 
4 (> Ye» oe Yn) =tu 
wird. 
Beweis. Da der Fall u = 0 als bedeutungslos ausgeschlossen werden 
kann, so enthilt tu nur endlich viele Primfaktoren. Es sei 


(7) P,, Po, 2 oe p, 
ein System von / verschiedenen Primidealen, unter denen aber jedenfalls 
alle in tu aufgehenden Primfaktoren enthalten sein sollen. Es bezeichne 
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fir i=—1,---,1 pf die héchste in t, p/‘ die héchste in u enthaltene 
Potenz von p,. Dann ist jeder Koeffizient a,, durch p,% teilbar, aber es 
gibt auch wenigstens einen Koeffizienten, der nicht durch p,*+? teilbar ist. 
Ist dies bei a,, der Fall, und wihlen wir m Zahlen &,,, &.,---, &,, 80, 
daB &,, den Faktor p, genau /, mal enthilt, wihrend die tibrigen Zahlen &,, 
durch p,“*' teilbar sind, so werden fir z,=—§&,,,---,%,—=—8&,, die zu- 
gehérigen Werte von y,,---, y,, alle den Faktor p,**+/ enthalten, y, aber 
wird nicht durch p,**+/** teilbar sein; es wird aiso der gréBte gemein- 
same Teiler (y,,---,y,,) dieser Werte den Primfaktor p, genau e, + /, mal 
enthalten. In gleicher Weise lassen sich fir i=1,---,1 je m durch p/ 
teilbare Zahlen £,,,---,&;,, so bestimmen, dab (y,,---, y,,) fiir 7, = &,,,---, 4, = §,, 
den Faktor p, genau e,+ f, mal enthilt. Bestimmt man sodann n Zahlen 
E.,--:,&, welche den Kongruenzen 


(3) &,=£,, (mod. pfit"?) (i=—1,---,l;k=—1,---,n 
d ik i ( ’ 


geniigen, setzt man 2,—§&,,---,2,=—£&, und bezeichnet man die zu- 
gehérigen Werte der y, mit 


(9) "i => ay gE, (¢=1,---,m), 
k=1 


so sind alle x durch u teilbar und (y,,---, 7,,) enthalt jedes Primideal p, 
genau e;+ f, mal, d. h. ebenso oft wie tu. Es wird also 


(10) (M1) Nes ***s Nm) = tur, 
wo t ein ganzes Ideal ist, welches keinen der Primfaktoren (7) enthiilt. 
Nunmehr machen wir von der Voraussetzung Gebrauch, daB der Rang 
des Koeffizientensystems A = (a,,) >2 ist. Da die Reihenfolge sowohl 
der Linearformen y wie der Unbestimmten z belanglos ist, so diirfen wir 
d = Gy, M99 — Gyg%, Von O verschieden annehmen. Ferner diirfen wir 
voraussetzen, daB die in d aufgehenden Primfaktoren unter den Prim- 
idealen (7) vorkommen. Aus d+ 0 folgt noch, daB eine der Zahlen 
@y,, Ggg von 0 verschieden sein muB, und daB man daher bei der Wahl 
der nur an die Kongruenzen (8) gebundenen Zahlen £, so verfiigen kann, 
daB »,+0 wird. Dies setzen wir nun voraus. 7, kann aufer den Prim- 
idealen (7) noch andere q,, q,,--- in endlicher Anzahl enthalten. Be- 
zeichnet jetzt u eine durch 


p= pt. p,/t! ---pfitiou- Pi PoP, 
teilbare, durch die Primfaktoren q,, q,,--- aber nicht teilbare Zahl, so 
enthilt sowohl (uw, 7,) als auch (ud, 4.) nur Primfaktoren aus der Reihe (7). 
Man kann daher eine ganze Zahl a so bestimmen, daB (7, + « - wd, 7) 
auch keine anderen als diese Primfaktoren enthilt. Aus a,,@..— 4,94, = d 
ergibt sich nun aber, daB durch die Gleichungen 
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(11) 4,6+4,t— ad, a ,6+a,t = 0 
6 und rt als ganze Zahlen bestimmt werden. Ersetzt man nun &, durch 
t,/=& + om, & durch &°=—£& + ru, so geniigen £,’ und &,’ wie vorher 
£, und & den Kongruenzen (8). Das Wertsystem 

t= &', Ly= by, t= &, +, t= E, 
besteht aus lauter durch u teilbaren Zahlen, und fiir das zugehérige Wert- 
system ¥,, Ye, °**, ¥,, erhalten wir, wie vorher fiir die 7, eine Relation 
von der Form 

(Yas Yas ** "> Ym) = tur’, 

wo rt’ keinen der Primfaktoren (7) enthalt. Nun wird aber nach (11) 


Y= Hy + Gy Ge + Ayte = 4, + Cd, Y= Hy t+ Ay Ou + Aygt ph = Ny 


und da, wie wir sahen, (y,, ¥.) = (y, + «ud, 7.) keinen Primfaktor auBer- 
halb der Reihe (7) besitzt, so wird r= 1, also 


(Yi» Yor" "> Ym) = tu. 
Damit ist der Beweis gefiihrt. 

Der Fall u = 1 liefert den Satz, daB man den Unbestimmten in den 
Linearformen (6), sofern das Koeffizientensystem wenigstens vom Range 2 
ist, solehe Werte erteilen kann, daB der griéBte gemeinsame Teiler der 
Werte, welche die Linearformen annehmen, mit dem gréBten gemeinsamen 
Teiler der Koeffizienten iibereinstimmt. 

16. Der Satz der vorigen Nummer gestattet mannigfache Anwen- 
dungen, zu deren Ableitung wir jetzt tibergehen. — Es liege ein Rechteck 

A = (a,,) (¢=1,---,m;k—1,---,m) 
vor; es sei m<n—2, Rg. A=m, also der m” Determinantenteiler } 
von A von 0 verschieden. Wird A durch Hinzufiigung einer neuen Zeile 
von » Unbestimmten z,,---, 2, zu einem Rechteck A’ erweitert, so sind 
die Determinanten (m+ 1) Grades aus A’ Linearformen der Unbe- . 
stimmten x, deren Koeffizientensystem aus den Determinanten m‘” Grades 
von A besteht und wenigstens vom Range 2 ist. Denn wenn 0 eine von 0 
verschiedene Determinante m" Grades aus A ist, so kann man wegen 
m <n—2 zwei verschiedene Determinanten 6,, 6, (m+ 1)" Grades aus A’ 
angeben, welche 6 als Unterdeterminante enthalten. Die Linearformen 0,, 0, 
sind dann, wie man leicht sieht, linear unabhingig. Aus dem Satze der 
vorigen Nummer ergibt sich daher sofort: 

Ein Rechteck aus n Kolonnen und m<n—2 Zeilen, dessen m' Deter- 
minantenteiler } ist, kann durch Hinzufiigung einer weiteren Zeile, deren 
stimtliche Elemente durch ein vorgeschriebenes Ideal u teilbar sind, 2u 
einem Rechteck erweitert werden, welches den (m + 1)*" Determinantenteiler 
D-u hat. 
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Werden die Elemente der neuen Zeile keiner Bedingung unterworfen, 
so kaun man derart iiber sie verfiigen, dab der (m + 1)” Determinanten- 
teiler des neuen Rechtecks wiederum 3D ist. Dieser ProzeB kann wieder- 
holt werden, bis die Zahl der Zeilen »—1 geworden ist. Im Falle 
b = 1 ergibt dann das Hinzufiigen einer n*” Zeile von n Unbestimmten 
a,,°-+, 2, eine Linearform mit teilerfremden Koeffizienten, der man durch 
passende Wahl der x den Wert 1 verleihen kann. Dies ergibt den Satz: 

Fin Rechteck A von n Kolonnen und m<n Zeilen, dessen Unter- 
determinanten m*" Grades teilerfremd sind (insbesondere also eine Zeile aus 
teilerfremden Elementen), kann durch Hinzufiigung weiterer Zeilen zu einem 
quadratischen System von der Determinante 1 erginzt werden. 

17. Es seien m Linearformen von » Unbestimmten gegeben 


(12) => 4%, (i= 1,-++, me). 
k=1 
Dann gilt der Satz: 
Ist der Rang des Koeffizientensystems (a,,) in den Linearformen (12) 
<n— 2, so lassen sich die Gleichungen 
y,= 0 (i=1,---,m) 
durch teilerfremde Zahlen befriedigen. 
Beweis. Aus den Elementen der Determinantentheorie ist bekannt, 
daB man zwei linear unabhingige Lésungen a@,,---,¢, und f,,---, 8, an- 
geben kann, deren Elemente sich rational durch die Koeffizienten aus- 


driicken lassen und, da es nur auf ihre Verhiltnisse ankommt, als ganze 
Zahlen aus & angenommen werden kénnen. Ist 


(@, state. t,,) =t, (A,, “++, B,) =U, 
so kann man ein zu £,,---, 8, proportionales System angeben, dessen 
gréBter gemeinsamer Teiler zu t relativ prim ist (Nr. 8). Wir diirfen 
daher t und u von vornherein relativ prim annehmen. Dann ist das 
Koeffizientensystem in den Linearformen 


“& + By (k=1,---,m) 
vom Range 2, der gréBte gemeinsame Teiler der 2 Koeffizienten «,, , 
ist 1, und man kann daher nach dem Satz in Nr. 15 &€ und y so wihlen, 
dab die » Zahlen «,§ + 6,y teilerfremd ausfallen. Diese Zahlen stellen 
aber eine Lésung der Gleichungen y,;=0 dar. Damit ist unser Satz 
bewiesen. 

18. Ist der Rang des Koeffizientensystems (a,,) in den Linearformen (12) 
<n—1, m ein von Null verschiedenes Ideal, so sind die Kongruenzen 
(13) y, = 0 (mod. m) (¢=1,---,m) 
in teilerfremden Zahlen losbar. 
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Beweis. Zuniichst haben die Gleichungen 


y= 9 (i= 1,---,m) 
eine Lésung in ganzen Zahlen «,,---,«,, die nicht simtlich verschwinden, 
und es darf (a,,---,@,)=t relativ prim zu m angenommen werden, da 
unter den proportionalen Systemen, die ja simtlich die Gleichung befrie- 
digen, solche vorkommen, deren gréBter gemeinsamer Teiler relativ prim 
zu m ist (Nr. 8). Wenn wir nur eine Lésung der Kongruenzen (13) 
haben wollen, so diirfen wir die @ durch mod. m kongruente Zahlen er- 
setzen; der gréBte gemeinsame Teiler bleibt dann stets relativ prim zu m. 
Wihlen wir nun eine von 0 verschiedene zu a, kongruente Zahl «,’ und 
eine zu «, kongruente Zahl «,’, welche durch keinen in «,’ und nicht zu- 
gleich in m aufgehenden Primfaktor teilbar ist, so wird 


(c'; tts, G@s,°**, ty) =1, 
und die Zahlen «,’, a’, «,---, @, befriedigen die Kongruenzen (13). 
19. Ist e, der n* Elementarteiler des Koeffizientensystems (a,,) in den 
Linearformen (12), so besteht jede Lisung der Kongruenzen 
(13) y; = 0 (mod. m) (¢=1,--+,m) 
aus Zahlen, die durch —F3} teilbar sind. 


Beweis. Im Falle e,—0 wird wea) 
setzen also jetzt e,+0, mithin m>vn voraus. Es sei nun dD, der n*, 


d,_, der (n—1)* Determinantenteiler des Koeffizientensystems (a,,), also 


= 1 und der Satz trivial; wir 


‘= we , ferner x, = §&,,---,2,—=§, ein Lésungssystem der Kongruenzen (13), 


n-1 


sodaB die Zahlen 
(14) =>, a,, §, (i= 1, *+,m) 
k=1 


simtlich durch m teilbar sind. Aus den m Gleichungen (14) lassen sich 


(") Systeme von je m Gleichungen herausgreifen. Unter ihnen seien /, 


bei denen die Determinante der Koeffizienten a,, von 0 verschieden ist. 
Diese Systeme seien mit S,,---, S,, die zugehérigen Determinanten mit 
d,,-++, d, bezeichnet. Dann ist 

(d,,-+-, 4) =0,; 
das durch d,(q=1,---,l) repriisentierte Hauptideal hat also die Form u,d 
wobei 
(15) (u,,-++, U,) = 1 
wird. Wir greifen aus den Systemen S ein beliebiges S,, aus den Zahlen 
£,,°++,&, eime beliebige € heraus. Aus dem Gleichungssystem S, gewinnen 
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wir fir — einen Ausdruck in Form eines Bruches, dessen Nenner d , ist, 
wahrend der Zahler eine Linearform der (durch m teilbaren GréBen) y 
darstellt, deren Koeffizienten Determinanten (n— 1)" Grades aus dem 
Koeffizientensystem (a,,), mithin durch }0,_, teilbar sind. Das durch & 
reprasentierte Hauptideal ¢ hat also die Form 
t,D,_,m . - 


ud, um ¢ 


t= 


Den / Systemen S, entsprechend erhalten wir / solche Darstellungen von f. 
t 

Stellt nun ‘ die reduzierte Form des Quotienten _ (q=1,---,0) dar, so 
g 


geht u in u,,---, u, auf, und aus (15) folgt u=—1, 


m 
(16) g=t-—- 


Hieraus folgt weiter (unter Benutzung der Formel (2)) 


t m t m m 
= & (m, ‘| “ye ~ & - mt, t (me) ~ ©) Grey 
oder, wenn das ganze Ideal (x,t) = £ gesetzt wird, 


m - 
* (my e,) 
Es ist also & durch a3 teilbar; w. z. b. w. 
20. Damit die homogenen linearen Kongruenzen 


r=f 


y; =>) 4,2, =0 (mod.m) (i=1,---,m;m+0) 
k=1 


in teilerfremden Zahlen lisbar seien, ist notwendig und hinreichend, dap m 
in dem n* Elementarteiler e, des Koeffizientensystems (a,,) aufgeht. 
Beweis. Die Bedingung ist notwendig. Denn nach dem Satze der 


vorigen Nummer sind die Elemente einer jeden Lésung durch —“—~ teil- 


(m, €,,) 
m 
a 1, (m,e,) = m, 
d.h. m Teiler von e¢, ist. — Der Nachweis, dab die Bedingungen hinreichend 
sind, ist fiir den Fall e,—0 schon in Nr.18 enthalten. Wir setzen also 
jetzt e, + 0 voraus und haben dann nur zu zeigen, dab die Kongruenzen 


bar, kénnen also nur dann teilerfremd sein, wenn 


y, = 0 (mod. e,) (i= 1,---,m) 
in teilerfremden Zahlen lésbar sind; denn dieselben Kongruenzen hestehen 
dann auch fir jeden in e, aufgehenden Modul. Sei nun 


Ca Py Pa-- > P" 
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die Zerlegung von e, in Potenzen verschiedener Primideale, so zeigen wir 
zuniichst, da® die Kongruenzen y,=0 fiir die einzelnen Potenzen p,”, ---, p,7 
in teilerfremden Zahlen lésbar sind. Um dies etwa fiir p,“ durchzufihren, 
bezeichnen wir mit d,_, und d, den (n— 1)" und den n* Determinanten- 


teiler von (a,,), mit p,/»-1 und p,/» die héchste in D,_, bzw. d, enthaltene 


dD 


Potenz von p,, sodaB e, = “ae >, =f,—f,-1 wird. Die Linearformen y 


und die Unbestimmten « denken wir uns so angeordnet, daB die Deter- 
minante 

| Ay °° *%y Wgid 
(17) | : 

| m—1,12 °° a, -1,9-1 

den Primfaktor p, nur f,_, mal enthilt, und lésen, was nach Nr. 18 még- 
lich ist, zuniichst die ersten » — 1 Kongruenzen 


y; = 0 (mod. pi) (i=1,---,n—1) 
in teilerfremden Zahlen &,,,---, &,. Dann werden, wenn wir 
(18) > tb % (i=1,-+-,m) 
k=1 


setzen, 4,,-°--, %,—-,; durch p% teilbar sein. Bezeichnet v eine der Zahlen 
n,m-+1,---,m und A die Determinante 


ayy ay Gy n-1 » 1 


| 
mi : } 


Gyiiir °° *s Usama» Nn 1 
a, es - o a, n-1 ? 


so ergibt sich aus (18) 


Gy” rt 


3 "| 

(19) 4=é,)|.° | = 0 (mod. pf). 
Gn_319 °° Gea, 

ay ’ -* *y a 





van 


Andererseits erhilt man, wenn man A nach den 7 ordnet, 


(20) A= 0, %, ede 94-1 %e-1 + 0,%,- 
Nun ist 
(21) 6,4, +---+4,_1%,-1 =0 (mod. pf), 


weil 0,,---,6,_, als Unterdeterminanten (n—1)** Ordnung aus (a,,) 
durch pfa-1 teilbar sind, wahrend 7,,---, 7,_, den Faktor pj enthalten. 
Aus (19), (20), (21) folgt 
6,7, =9 (mod. Pin), 
22° 
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und da 0, die Determinante (17) darstellt, den Faktor p, also genau f,_, 
mal enthilt, so ist 4, durch py teilbar. Da dies fir v= ~m,---, m gilt, 
so ergeben die Gleichungen (18) die Kongruenzen 
Dau, =0 (mod. pz) Gum'l,-- oh 
7 


Bezeichnet in gleicher Weise &,,---,&,,, ein teilerfremdes Lésungssystem 
der Kongruenzen 


¥; = 0 (mod. p,*) (q= 1,---,l), 
und bestimmt man £,,---,&, mach den Kongruenzen 
A = be (mod. p,”), (k= 1,-+-1; q=1,---,l), 
so stellen &,,---, & eine Liésung der Kongruenzen 
y; = 0 (mod. e,) (i =1,---,m) 


dar, und es wird (&,,---,&,) relativ prim zu e,. Da man aber &,,---, & 
durch mod. e, kongruente Zahlen ersetzen darf, so kann man (vgl. S. 337, 
Z. 7—14) auch so verfiigen, daB (&,,---,&.) = 1 wird.*) 

21. Damit das System der Gleichungen 

(22) aan = ¢; (¢=1,-++, m) 
k=1 

in ganzen Zahlen lisbar sei, ist notwendig und hinreichend, daB das Koef- 

fizientensystem A = (a,,) und dasjenige System A’, welches man aus A durch 

Hinzufiigung von ¢,,---, €,, als letete Kolonne erhiilt, denselben Rang r und 

denselben r*" Determinantenteiler 0 haben. 

Beweis. Wenn &,,---,& ein ganzzahliges Lésungssystem der (lei- 
chungen (22) bilden, so ist, wie die elementare Determinantentheorie zeigt, 
jede Unterdeterminante r” Grades aus A’, welche die letzte Kolonne ent- 
hilt, eine Linearform der & mit Determinanten r*” Grades aus A als Koef- 
fizienten; sie ist also durch 0 teilbar, Daraus ergibt sich, daB beim 
Ubergange von A zu A’ der r* Determinantenteiler (ebenso jeder andere) 
erhalten bleibt. In ahnlicher Weise zeigt sich, daB der Rang keine Er- 
héhung erfihrt. Die Bedingungen des Satzes sind also notwendig. 

Nehmen wir nun an, die Bedingungen des Satzes seien erfiillt und é 
eine von Null verschiedene Unterdeterminante r*" Grades aus A. Denken 
wir uns die Gleichungen und Unbekannten so geordnet, dab 

My3, ***y GY, 
eee ge 
Brzy***y Uy 





*) Bei diesem SchluB ist n> 1 vorausgesetzt. Fiir n=1 ergibt sich aber die Richtig- 
keit des Satzes unmittelbar, da alsdann 2 —1 den Bedingungen der Aufgabe entspricht. 
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wird. Dann haben die Gleichungen 


r 


> tat = d¢, (¢=1,--+,7) 
k=1 
ein ganzzahliges Lésungssystem £,,---,£. Da aber r der Rang des ganzen 
Koeffizientensystems ist, so gelten die Gleichungen 


r 


an E, = de, 
k=1 
oder, wenn wir —.,=£&.,,—=---=§&, =O setzen, die Gleichungen 


(23) inks = de, 


k=1 
fir i= 1,---, m. 

Ks seien nun ),, p,,-- -, p, die in 6 enthaltenen Primfaktoren, p, einer 
von ihnen, 6, eine Unterdeterminante r*" Grades aus A, welche den Prim- 
faktor p, ebenso oft enthalt wie D; es sei ferner },=r,-0 das durch 
é, reprisentierte Hauptideal, also r, durch p, nicht teilbar; endlich sei uw, 
eine durch r, teilbare, durch p, nicht teilbare Zahl. Nehmen wir wieder, 
um die Darstellung zu vereinfachen, Gleichungen und Unbekannte so ge- 
ordnet an, daB 

M115 “* *y a, 
: ; 1% 
Gyr" **y Upp 
wird, so werden die Lésungen der Gleichungen 
>on L, = 1,4 (¢=1,--,r) 
k=1 
ganzzahlig, und wenn wir die iibrigen Unbekannten = 0 setzen, so erhalten 
wir Gleichungen von der Form 


(24) > Gin By = Meh (i=1,-+-,m). 
k=1 
Solche Gleichungen kénnen wir fiir jeden der Primfaktoren },, -- -, p, her- 


stellen. Die Zahlen @, u,,---, uw, sind dann teilerfremd, und wenn wir 
«, B,,-++, B, so bestimmen, daB 


(25) cd + Bu, t+---+pu,=—1 
wird, und 


(26) we, + BE, t+: + Bey = & (k= 1,-++,m) 
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setzen, so folgt aus (23), (24), (25), (26) 


(27) Px é ™> (= 1,-++,m), 
k=1 


womit unser Satz bewiesen ist. 


§ 4. 
Moduln. 


22. Fortan verstehen wir unter dem ,,Grade eines Rechtecks“ die An- 
zahl seiner Kolonnen. Dies soll auch insbesondere dann gelten, wenn das 
Rechteck nur aus einer Zeile besteht, deren Grad somit gleich der Zahl 
ihrer Elemente zu setzen ist. Zur Bezeichnung von Zeilen verwenden wir 
kleine griechische Buchstaben. Die Gleichung 6 = 0 besagt, daB alle Ele- 
mente von o gleich Null sind. Faktor einer Zeile o heiBt jedes Ideal, 
welches in allen Elementen von 6 aufgeht; der gréfite gemeinsame Teiler 
dieser Elemente wird als der gréBte Faktor von o bezeichnet. Unter a-o 
ist die Zeile zu verstehen, deren Elemente aus denen von o durch Multi- 
plikation mit der Zahl a hervorgehen; 6 +t, 6 —t (wo 6 und r Zeilen 
gleichen Grades sind) bezeichnen die Zeilen, welche aus 6 und rt durch 
gliedweise Addition bzw. Subtraktion entstehen. — Besteht zwischen den 
(ganzzahligen) Zeilen 6, 6,,6,,---,6, eine Beziehung von der Form 

6=—4,6,+-+-+4,6,,, 
mit ganzen Koeffizienten a, so heiBt o ,komponierbar aus 6,,---, 6,,“. 

23. Moduln. — Ein System S von (ganzzahligen) Zeilen n‘® Grades 
heiBt ein Modul vom Grade n“, wenn es folgende Eigenschaften hat: 

1) Gehért 6 zu S, so auch jede Zeile ac, wo a eine beliebige ganze 
Zahl aus & Lezeichnet, 

2) Gehéren o und t zu G, so auch 6 +r. 

Zur Bezeichnung von Moduln verwenden wir groBe deutsche Buchstaben; 
ein unten beigefiigter Index gibt den Grad des Moduls an. Die Zeile 
6 =0 bildet fiir sich einen Modul, den ,,Modul 0“. 

Zwei Zeilen 6, heiBen kongruent nach einem Modul %,, in Zeichen 


6=rmod. ,, 


wenn 6—rt dem Modul angehért. Der Modul &, heiBt teilbar durch 
den Modul 8, (%, ein Teiler oder Divisor von %,, A, ein Vielfaches 
von %,), wenn alle Zeilen aus %, auch in B, entbalten sind. Eine Kon- 


gruenz, welche fiir einen Modul Y, besteht, besteht auch fiir jeden Divisor 
von Y,. 
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24. Rang, Determinantenteiler, Elementarteiler eines Moduls. — Es 
liege ein Modul &, vor. Wir betrachten alle Rechtecke A, die sich aus 
Zeilen von %, zusammensetzen. Gibt es unter ihnen solche vom Range r, 
aber keine vom Range r + 1, so heiBt r der Rang des Moduls (Rg. Y%,). — 
Es sei k irgend eine natiirliche Zahl. Die k*" Determinantenteiler aller 
Rechtecke A haben einen gréBten gemeinsamen Teiler },, den wir als den 
k*" Determinantenteiler von %, bezeichnen. Wir sehen sofort, daB d, in 
d,,, aufgeht, und daB im Falle Rg. X,—,r die ersten r Determinanten- 
teiler +0, die tibrigen =0 sind. Im Anschlu8 hieran definieren wir 
auch den Begriff ,,Elementarteiler“ fiir Moduln wie oben (Nr. 9) fiir recht- 
eckige Systeme. 

25. Basis eines Moduls. — Sind 6,,6,,---, 6,, Zeilen vom Grade n, 
so stellt die Gesamtheit aller aus 6,, 6,,---, 6,, komponierbaren Zeilen 
offenbar einen Modul vom Grade » dar. Es laBt sich aber auch leicht 
zeigen, daB die simtlichen Zeilen irgend eines Moduls &, aus einer end- 
lichen Anzahl unter ihnen komponierbar sind. Es sei nimlich Rg. UL, =r, 
d, der r* Determinantenteiler. Dann kénnen wir aus den Rechtecken A, 
die sich aus Zeilen von YU, zusammensetzen ein r-zeiliges A, herausgreifen, 
dessen r** Determinantenteiler },, von Null verschieden ist. Sind p,, ---, p, 
die verschiedenen Primfaktoren von },,, so kénnen wir, wie aus der 
Definition der Determinantenteiler bei Moduln hervorgeht, 7 aus je r Zeilen 
von &, zusammengesetzte Rechtecke A,,---, A, so bestimmen, daB der r* 
Determinantenteiler D,, von A, (q=1,---,l) den Primfaktor p, ebenso oft 


qr 
enthilt, wie er in D, enthalten ist. Dann wird 


(Dons Dips + *y D,) = b,, 
und das aus den (J+1)-7 Zeilen von Aj, A,, ---, A, zusammengesetzte 
Rechteck hat d, zum r*" Determinantenteiler. Es sei nun 
A = (a;;) (¢=1,---,m; k=1,-+-,”) 
irgend ein Rechteck, dessen Zeilen, die wir auch mit 6,,---, 6,, bezeichnen, 
dem Modul &, angehéren, und dessen r** Determinantentciler D, ist. Er- 
weitern wir dasselbe durch Hinzufiigung einer beliebigen Zeile 6 aus Y%,, 
die aus den Elementen ¢,, ---,¢, bestehen mige, zu einem Rechteck 4’, 
so kann weder der Rang r noch der r® Determinantenteiler eine Anderung 
erfahren. Nach dem Satze in Nr. 21 sind also die Gleichungen 
> 4% = % (k= 1,--+,m) 
i=1 
in ganzen Zahlen a,, ---, a,, lésbar, und wir erhalten die Gleichung 
6= 406, +-++ + 4,5; 
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welche aussagt, daB jede Zeile des Moduls AU, aus o,, ---, 6,, komponier- 
bar ist. 

Wir nennen nun jedes System von m Zeilen 6,, ---, 6,, eines Moduls Y,, 
aus dem sich alle Zeilen komponieren lassen, ebenso auch das aus 6,, ---, 6 
gebildete Reckteck A eine ,,Basis des Moduls U“, in Zeichen 


n? 
A, = Md. (6,,---, 6,,) = Md. A. 

Die Basis heiBt irreduzibel, wenn es keine andere von weniger Zeilen gibt. 

26. Es seien &,— Md. A, B, = Md. B zwei Moduln vom Grade ». 
Damit %, durch &, teilbar sei, ist offenbar notwendig und hinreichend, 
daB die Zeilen von B aus denen von A komponiert werden kénnen oder, 
anders ausgedriickt, dab eine Gleichung von der Form 

B=PA 

besteht, B also links teilbar durch A ist. Daraus folgt weiter, daB fir 
das Bestehen der Gleichung 


m 


Md. B = Md. A 
die Linksiquivalenz von A und B die notwendige und hinreichende Be- 
dingung ist. 

Ist C ein aus k Zeilen von YU, gebildetes Rechteck, so hat man eine 
Gleichung C = PA, der k* Determinantenteiler von A geht also in dem 
k*" yon C auf. Hieraus und aus der Definition der Determinantenteiler 
fiir Moduln ergibt sich sofort, daB die Basis A dieselben Determinanten- 
teiler, also auch dieselben Elementarteiler hat wie der Modul &,. 

Da alle Basen eines Moduls %, fiquivalent sind, also dieselbe Zeilen- 
klasse und dieselbe Kolonnenklasse haben (Nr. 14), so kann man diese 
Begriffe auch auf den Modul YU, iibertragen. Von diesen beiden Klassen 
bevorzugen wir die letztere, die wir auch kurz als die ,,Klasse des Moduls* 
bezeichnen: Kkl. &, = KI. &,. Die Moduln zerfallen hiernach in ebenso- 
viele Klassen wie die Ideale des Kérpers &. 

27. Es sei A=(a,,) ein Rechteck aus m Zeilen 6,,---, 6, vom 
Grade n, Rg. A=r, Md. A=UY, a,,---, a, ein System teilerfremder 
Zahlen, und es werde 
(28) 4,6,+---+4,6,=—6 
gesetzt. Dann ‘kann man ein quadratisches System P vom Grade m bilden, 
dessen Determinante 1 ist und dessen erste Zeile aus den Elementen 
a,,°°*, @, besteht (Nr. 16). Das zu P reziproke System P-* ist dann 
ebenfalls ganzzahlig; die Systeme B= PA und A= P~-'B sind daher 
links-fquivalent. Mithin stellt B= PA wie A eine m-zeilige Basis 
von & dar, und zwar ist o die erste Zeile dieser Basis. Kann man die 
teilerfremden Zahlen a,, ---, a,, 80 bestimmen, daB 6 = 0 wird, so erhiilt 
man aus B eine (m—1)-zeilige Basis von MU, indem man die Zeile « = 0 
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fortlaBt. Die Basis 6,,---, 6, ist also in diesem Falle reduzibel. Nun 


besagt aber der Satz aus Nr. 17, daB man im Falle r<m—2 die 
Gleichungen 


m 


> %%,= 0 (k= 1,-+-,m) 


t=1 
oder, was dasselbe besagt, die Gleichung 
%,6,+---+27,,6,=—0 

durch teilerfremde Zahlen befriedigen kann. Eine irreduzible Basis eines 
Moduls vom Range r kann also nicht mehr als r+ 1 Zeilen enthalten. 
Da sie offenbar auch nicht aus weniger als r Zeilen bestehen kann, so 
bleibt nur die Frage offen, in welchen Fiillen sie aus r, in welchen aus 
r+1 Zeilen besteht. 

Um diese Frage zu entscheiden, betrachten wir zunichst einen (von 0 
verschiedenen) Modul & vom Range r mit einer r-zeiligen Basis A. Bilden 
wir wie in Nr. 11 aus den Determinanten r*™ Grades aus A das recht- 
eckige System A’, so besteht dieses aus einer einzigen Zeile, jede Kolonne 
aus einem einzigen Element. Der gréBte gemeinsame Teiler der Elemente 
einer Kolonne ist also ein Hauptideal, d.h. die Klasse (Kolonnenklasse) 
von & ist die Hauptklasse. Betrachten wir andererseits einen Modul & 
vom Range v, von dem wir voraussetzen, daB er zur Hauptklasse gehért, 
und bezeichnen wir mit A =(a,,) eine aus den Zeilen 6,,---, 6,, 6,44 
bestehende Basis von A. Ist dann ¢,,---,¢,,, eine nicht aus lauter 
Nullen bestehende Kolonne des Rechtecks A’ der Determinanten r® Grades 
von A, so wird 


(29) 46,+°-++¢,,16,,,=0 
und 
(30) (Cy, C3, °° *s Cras) 


ein Hauptideal, welches durch eine ganze Zahl a repriisentiert werden kann. 
Die Zahlen ¢,’ = ct (k=1,---,r+1) sind ganz und teilerfremd, und es wird 
C/O, +--+ +6,,,6,,,;= 9. 
Mithin ist die Basis o,, -- 
r-zeilige Basis. 
Wir erhalten also den Satz: 


Eine irreduzible Basis eines Moduls UX vom Range r besteht aus r Zeilen, 
wenn U der Hauptklasse angehdrt, sonst aus r + 1 Zeilen. 


‘+, 6,,, reduzibel und der Modul & besitzt eine 
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§ 5. 
Die Aquivalenzbedingungen. 


28. In § 2 haben wir zwei fiir die Aquivalenz rechteckiger Systeme 
notwendige Bedingungen aufgestellt. Jetzt wird es sich darum handeln, 
zu zeigen, daB beide Bedingungen zusammen fiir die Aquivalenz auch hin- 
reichend sind. Der Nachweis beruht darauf, daB sich fiir die Basis eines 
Moduls eine gewisse Normalform aufstellen laBt, die zwar nicht eindeutig 
fixiert, aber durch einfache Merkmale charakterisiert ist. 

Um die Darstellung im folgenden zu erleichtern, stellen wir die fiir 
die Herleitung der Normalform wichtigsten Ergebnisse aus den voran- 
gehenden Untersuchungen hier noch einmal, in zum Teil veriinderter Form 
zusammen. 

Es sei 

A = (a,,) (¢=1,---,m; k=1,---,m) 
ein rechteckiges System von m Zeilen o,,---, ¢,, und  Kolonnen, es sei 
Md. A= %, Rg. A=r D1, bd, der r* Determinantenteiler, ¢, der r* Ele- 
mentarteiler von A, und es bezeichne o jede Zeile von der Form 


6=—¢,6,+-+--+¢,6 


mm? 


wo die Koeffizienten ¢ der Bedingung 


(31) (CG), * ++) Cm) = 1 
unterworfen, sonst aber beliebig sind. Dann gelten die nachstehenden Sitze: 

a) Der Modul & besitzt eine Basis, welche aus einer beliebig vor- 
geschriebenen Zeile von der Form o und noch m— 1 Zeilen besteht 
(Nr. 27). 

b) Ist m>r-+ 1, m ein beliebiges von 0 verschiedenes Ideal, so gibt 
es Zeilen von der Form o’, die den Faktor m enthalten (Nr. 18). 

c) Ist m=r, so ist der gréBte Faktor t einer Zeile o’ ein Teiler 
von ¢,, und es gibt Zeilen o’, fiir welche t =e, wird (Nr. 20). 

d) Eine Zeile ¢ vom Grade m gehért dann und nur dann dem Modul & 
an, wenn das Rechteck, welches aus A durch Hinzunahme der Zeile 6 
entsteht, den Rang r und den r* Determinantenteiler >, hat (Nr. 21). 

e) Ein aus Zeilen des Moduls & zusammengesetztes Rechteck B 
stellt dann und nur dann eine Basis von & dar, wenn (Rg. B =r und) der 
r Determinantenteiler von B gleich d, ist (Nr. 25). 

29. Moduln der Hauptklasse. — Es sei & = M” ein Modul vom 
Range r > 1, welcher der Hauptklasse angehért, also eine Basis A = (a,,) 
von r Zeilen 
(32) G1, Gg, °°", 6 


r 
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besitzt (Nr. 27), und es bezeichne e, den r“” Elementarteiler von M. 
Aus den Siitzen a) und c) der vorigen Nummer folgt, dab wir die Basis 
so annehmen kénnen, daB der gréBte Faktor von o, gleich e. wird. Wir 
machen nun diese Voraussetzung und setzen 


Md. (6,,+--,6,_,) = Me». 


Es ist klar, daB man aus der Basis (32) des Moduls & = M” wieder eine 
Basis dieses Moduls erhilt, wenn man 6,,---,6,_, durch irgend eine 
Basis des Moduls I~” ersetzt. Bezeichnet nun e,_, den (r—1)* Ele- 
mentarteiler von Mt’-», so schlieBen wir wie vorher, dab M’-" eine 
Basis von r — 1 Zeilen besitzt, deren letzte e,_, als gréBten Faktor ent- 
hilt. Die Basis (32) kann daher so angenommen werden, daB e, und e,_, 
den gréBten Faktor von o, bzw. o,_, darstellen. Indem wir diese Schlub- 
weise fortsetzen, gelangen wir zu folgendem Resultat: 
Der Modul & = M” besitzt eine Basis 


G,, Gg, °°*, 6 


von der Beschaffenheit, daB der gréBte Faktor e, von 6, (k=1,---,r) 
gleich dem k*" Elementarteiler des Moduls 
M” — Md. (6,, +--+, 6) 
ist. 
Eine solche Basis setzen wir nun voraus, Sind dann ¢,,---, & 
(k=1,--+,r) teilerfremde Zahlen, so ist (Nr. 28, c)) der gréBte Faktor von 


(33) 6 =6,6,+-+-++ 66, 
ein Tciler von e,. Ist nun aber k > 1, und wird ¢,_,—1 gesetzt, wihrend 


die iibrigen Koeffizienten in (33) gleich 0 angenommen werden, so ist 
o = 6,_,, hat also e,_, als gréBten Faktor. Somit ergibt sich: 
@,_, geht in e, auf (k= 2,+++,r). 

Wir bezeichnen nun mit A, das aus den Zeilen 6,,---, 6, gebildete 
Rechteck, mit }, seinen k*" und, falls k>1, mit b/_, seinen (k—1)™ 
Determinantenteiler. Dann wird 
(34) =e, d= d._1-%. 
Da in dem Rechteck A, (k >1) die letzte Zeile den Faktor e,, die aus 
den k — 1 ersten Zeilen gebildeten Determinanten (k — 1)*" Grades den 
Faktor },_, enthalten, so folgt, daB b, durch d,_,-¢, mithin (wegen (34)) 
d;_, durch b,_, teilbar ist. Andererseits stellt },_, den gréBten gemein- 
samen Teiler der Determinanten (k— 1)" Grades aus A,_, dar, wihrend 
d;_, dieselbe Bedeutung fiir das A,_,' umfassende Rechteck A, hat. Es 
muf also },_, durch 0;_, teilbar sein. Mithin wird 


D1 = 1, 0.= 01°, 
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also 
(35) D, = C+ yee (k=1,---,r). 
Aus dem Umstande, daB ¢,_, in ¢, aufgeht, folgt, daB irgend ein Produkt 
von k Faktoren aus der Reihe 

Cry Cor "ye 
durch d, teilbar ist und daB daher auch jede Determinante k*" Grades 
aus A= A, den Faktor }, enthilt. Da andererseits }, schon fiir die 
Determinanten k*" Grades aus A, den gréSten gemeinsamen Teiler dar- 
stellt, so ist d, der k* Determinantenteiler, e, der k* Elementarteiler des 
Rechtecks A oder auch des Moduls &. Die Ergebnisse dieses Abschnittes 
kénnen wir nun in dem Satze zusammenfassen: 

Ein Modul % der Hauptklasse vom Range r besitzt eine Basis 6,,---, 6, 
von der Beschaffenheit, daB die griéften Faktoren dieser Zeilen gleich den 
Elementarteilern e,,---,¢, des Moduls sind. Von diesen geht jeder in dem 
folgenden auf. 

30. Normale Basis eines beliebigen Moduls. — Es sei jetzt & ein be- 
liebiger Modul vom Range r (> 1); seine Determinanten- und Elementar- 
teiler seien }, und e, (k=1,2,---). YU besitzt eine Basis von r + 1 Zeilen 
6,,°**, 6,,6,,,, und aus Nr. 28, a) und b) folgt, daB wir dieselbe so an- 
nehmen kénnen, da$ die Elemente von 6,,, durch ein vorgeschriebenes 
Ideal m (+ 0) teilbar sind. Wir nehmen an, dab o,,, den Faktor 20,* 
enthalt. Bezeichnen wir nun mit A, (k=1,---,7-+ 1) das aus den Zeilen 
6,,°**, 6 gebildete Rechteck, mit }; den k*” Determinantenteiler von A,, 
so ist d; durch 0, teilbar und d, der gréBte gemeinsame Teiler von Dd; und 
denjenigen Determinanten k*" Grades aus A,,,, in welchen Elemente von 
6,,, auftreten. Da aber diese alle durch 20,? teilbar sind, also jeden Prim- 
faktor von 20, oder 2D, in einer héheren Potenz enthalten als d, (k<r 
vorausgesetzt), so mu 0, jeden dieser Primfaktoren genau so oft ent- 
halten wie di. Es wird daher 


d, ong dD, “> 
wo q, relativ prim zu 2D, ist. Ist k< yr, so treten bei der Bildung jeder 
Determinante (k-+ 1)*" Grades aus A,,, wenigstens k Zeilen aus A, auf. 
Alle diese Determinanten enthalten daher den Faktor 0; = d,-q,, welcher 
demnach auch in 0,,, aufgehen muB. Da aber q, zu 0,,, relativ prim 
ist, so folgt q,— 1. Das Rechteck A, hat also die Determinantenteiler 


D,, rn D,_4) d,- q,> 


die Elementarteiler 

(36) Cry" 'y Cay © G,- 

Nun ist Md. A, ein Modul vom Range r mit einer r-zeiligen Basis, also 
ein Modul der Hauptklasse. Nach den Ergebnissen der vorigen Nummer 
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geht also von den Idealen (36) jedes im folgenden auf; und da q, zu 
¢,_, relativ prim ist, so geht e._, auch in e, auf. Nun sind ¢,, ---, e, 
die Elementarteiler des beliebig angenommenen Moduls & und _jedes 
Rechteck die Basis eines Moduls, welcher dieselben Elementarteiler wie 
das Reckteck besitzt. Mithin gilt ganz allgemein der Satz: 

Die Elementarteiler 

Cy, gy 
eines Rechtecks oder Moduls bilden ein System von Idealen, deren jedes 
im folgenden aufgeht. 

31. (Fortsetzung.) Wir nehmen jetzt mit der Basis 6,,---, 6,, 6,,, 
des in der vorigen Nummer behandelten Moduls eine Umformung vor, 
indem wir zunichst 6,,---,6, durch eine andere r-zeilige Basis des 
Moduls Md. (6,,---,6,) ersetzen. Da dieser Modul der Hauptklasse an- 
gehért und die Elementarteiler ¢,, ---, ¢,_,, ¢.-q besitzt (wo q fiir q, ge- 
setzt ist), so kénnen wir die r Zeilen der neuen Basis nach Nr. 29 so 
wihlen, da® ihre gréBten Faktoren eben diese Elementarteiler werden. 
Wir bezeichnen dann diese Zeilen wieder mit 6,,---, 6,, mit A, das aus 
ihnen gebildete Rechteck, mit A,,, dasjenige Rechteck, welches aus A, 
durch Hinzufiigung von 6, , , als letzter Zeile hervorgeht, sodaB & = Md. A,,, 
wird. Ist q’ ein Ideal aus derselben Klasse wie q und relativ prim zu 4q, 
so gibt es eine zu 6, proportionale Zeile o,’ mit dem gréBten Faktor e,- q’. 
Erweitern wir A,,, durch Hinzufiigung der Zeile 6,’ zu einem Rechteck 
A,, 3, 80 folgt aus der Proportionalitit von 6, und o,’, dab 


Rg. A,,,= Rg. A,,,= 7 
ist. Da ferner die r+ 2 Zeilen von A,,, die Faktoren 


Cry ty Opigy OG, b,”, eq 
besitzen und das Produkt von irgend r dieser Faktoren durch e,-e,---e¢,= 0D, 
teilbar ist, so hat A,,, wie A,,, den r*" Determinantenteiler },. Daraus 
folgt (Nr. 28, d)), daB die Zeile o,’ dem Modul & angehért. Wir be- 
trachten jetzt das aus den r + 1 Zeilen 


G1, Gy,***, 6,, 6, 
gebildete Rechteck A;,,. Unter seinen Determinanten sind zu unter- 
scheiden: 1) diejenigen, in denen sowohl o, als o,’ auftritt — sie ver- 
schwinden siimtlich —, 2) die aus den Zeilen 6,, ---, 6, gebildeten mit 
dem gréBten gemeinsamen Teiler },-q, 3) die aus den Zeilen 6,,---, 6,_4, 6, 
gebildeten, deren gréBter gemeinsamer Teiler offenbar D,-q’ ist. Hieraus 
ergibt sich, daB das Rechteck A;,, den Rang r hat, und daB sein r“* 


Determinantenteiler gleich 
(b,-q, D,- q’) = 0,(4, 4°) =D, 
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wird. Daraus folgt aber (Nr. 28, e)), bh die Zeilen 
G,, Gy,°**, G,, 6, 
eine Basis von & bilden, und wir erhalten den Satz: 


Jeder Modul A vom Range r mit den Elementarteilern e,, ---, ¢ 
sitet eine Basis von r +1 Zeilen 


be- 


r 


G1, G3,°**, G,, 6,” 

mit folgenden Eigenschaften: 

1) Die Zeilen 6,,---, 6,_, haben als grifte Faktoren die Elementar- 
teiler @,-*+, C13 

2) Die Zeilen 6, und 6,’ sind proportional, und der gripte gemeinsame 
Teiler ihrer 2n Elemente ist ¢,. 

Eine solche Basis bezeichnen wir im folgenden als eine ,normale“. 

32. Es sei wieder & ein Modul vom Range r>1, A eine Basis von 
YU, bestehend aus den Zeilen 6,,---,6,,6,,,. Dann kann man r+ 1 Zahlen 


C,,°**, 4, angeben, die nicht alle = 0 sind, und fir welche 

(37) 4,6, +°-++6,4,,6,,,=0 

wird. Die Zahlen ¢ sind ihren Verhiltnissen nach bestimmt. Bildet man 
das Rechteck der Determinanten r“* Grades aus A, so sind die nicht ver- 


schwindenden Kolonnen dem System ¢,,---,¢,,, proportional, die Klasse x 
des gréBten gemeinsamen Teilers 


t= (4, ik C, 41) 
dieser Zahlen ist also zugleich die (Kolonnen-) Klasse von &. Ist die 
Basis A eine normale, so sind die beiden letzten Zeilen, die wir wieder 


mit 6,, 6, bezeichnen, proportional, und die Relation (37) nimmt die ein- 
fache Gestalt 


(38) ¢,6,+ ¢,'6,,=0 
an, sodaB 
(39) K]. & = KL. (¢,,¢,’) 


wird. Ist e, der r* Determinantenteiler von %, also der gréBte gemein- 
same Teiler der 2m Elemente von 6, und 6,’, und sind 1, t’ zwei zu 6, 
proportionale Zeilen, fiir welche ebenfalls der gréBte gemeinsame Teiler 


der 2m Elemente =e, wird, so wird 

(40) Md. (6,, 6,’) = Md. (rt, r’). 

Dies folgt aus Nr. 28, d)), wenn man bedenkt, daB beide Moduln vom 
Range 1 sind, e, zum ersten Determinantenteiler haben, und daB auch das 
aus 6,, 6,',t, t gebildete Rechteck den Rang 1 und e, zum ersten Deter- 
minantenteiler hat. Aus (40) folgt, daB man eine Normalbasis von Y& er- 
halt, indem man ¢,, 6,’ durch t, t’ ersetzt. 
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Sind e,-q und e,-q’ die gréBten Faktoren von 6, und o,’, so ist 
(41) (q,q) =1, 
und die Ideale q, q’ gehéren derselben Klasse 4 an. Sind c, und ¢,’ die 
durch ¢, und ¢,’ repriasentierten Hauptideale, so sind e,-q-c, und e,-q’-¢,’ 
die gréBten Faktoren in c,o, und ¢,’6,’, und aus (38) folgt: 
@.+G-C.=e,-q'-C,, q-c,=Q'-¢,’, 
Hieraus und aus (41) ergibt sich weiter 
= ¢,- (q, q’) _ (q Cy q¢,) = (q’¢,’, q'¢,) sia q'(¢,, C,)s 

Kl. c, = KL. (c,, ¢,’)- Kl. q’=x%-4 

und, da c, Hauptideal ist, 
1 
Kl. q=ij1= =) 

oder 


(42) Kl. & = KL. 


Es seien nun ¢ und ¢’ irgend zwei Zahlen, deren gréBter gemein- 
samer Teiler u der Klasse x angehért (und die wir, auch wenn x die 
Hauptklasse ist, als von 0 verschieden annehmen wollen), ¢, ¢’ die durch 
c,¢ repriisentierten Hauptideale. Setzt man dann 
c 


t= + 


¢’ 
ok i nu? 


so sind t, t’ ganze Ideale aus der Klasse =, zu welcher auch q, q’ ge- 


héren, und es ist (t, t')=1. Man kann daher zwei zu 6, proportionale 
Systeme rt, ce’ mit den gréBten Faktoren e,-t, e,-t’ bestimmen. Die 


Systeme cr und c’r’ haben dann beide den gréBten Faktor e,- se , sind 


also nur um eine Kinheit als Faktor verschieden. Da aber die Systeme 
t,t tiberhaupt nur bis auf einen Einheitsfaktor bestimmt sind, so kann 
man so verfiigen, daB cr = — c’r’ also 
et+cr =0 

wird. 6,,-++, 6,_,, t, t stellen dabei eine normale Basis von % dar. 
Wir erhalten so den Satz: 

Ist UX ein Modul vom Range r, ist K1.U =x, und sind c, c’ irgend 
zwei Zahlen, deren gripter gemeinsamer Teiler der Klasse x angehirt, so 
lapt sich eine normale Basis 


, 


6 


7o 


61, “* *. oO 
von U so bestimmen, dap 
co,+ 6, =0 
wird. 
33. Der Aquivalenzsatz. — Die letzten Resultate fihren uns nun 
unmittelbar zum Beweise des Satzes: 
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Fiir die Aquivalenz zweier rechteckiger Systeme A und B ist notwendig 
und hinreichend, daB sie in ihren Elementarteilern, in ihrer Zeilen- und 
ihrer Kolonnenklasse iibereinstimmen.*) 

Beweis. DaB die angegebenen Bedingungen notwendig sind, wurde 
schon in Nr. 10 und Nr. 14 nachgewiesen. Im iibrigen sehen wir, dab 
die Bedingungen nicht unabhingig sind; es folgt aus Nr. 12, daB Recht- 
ecke, welche in den Elementarteilern und der Kolonnenklasse (bzw. Zeilen- 
klasse) iibereinstimmen, auch dieselbe Zeilenklasse (bzw. Kolonnenklasse) 
haben miissen. 

Es seien jetzt A und B zwei Rechtecke (gleichen oder verschiedenen 
Grades) vom Range r>1 mit den Elementarteilern e¢,, ¢,,--- und den 
Determinantenteilern 0,, d,,---, ihre Kolonnenklasse sei x. Dann ist die 
Aquivalenz von A und B nachzuweisen. Zu diesem Zweck bestimmen wir 
zwei von 0 verschiedene Zahlen ¢, c’, deren gréBter gemeinsamer Teiler der 
Klasse x angehért (Nr. 7), ferner eine normale Basis 


, 
G;, a 6, 6, 
von % — Md. A und eine normale Basis 


, 


T 


Ty, ** *y Tey T, 


von $ = Md. B so, dab 

(42) co,+coe,=0, er,+c¢r1, =0 
wird (Nr. 32). Es seien 
A’ = (4;,) (t=1,--,r+1;k—1,--,n), 
B' = (0,,) (¢=1,--,r+1;k=1,--,n’) 
die aus den Zeilen 6 bzw. t zusammengesetzten Rechtecke. Dann sind A’ 
und A links-iiquivalent, ebenso B’ und B, und wir haben nur noch 
die Aquivalenz von A’ und B’ zu erweisen. Wenn wir das Rechteck A’ 
durch Hinzunahme einer Kolonne },,, ---, b,,,,, von B zu einem Recht- 
eck A,” erweitern, so folgt aus (42), da® auch in A,” die beiden letzten 
Zeilen proportional sind. Es ist also Rg. A,r. Ferner enthalten die 
Zeilen von A,’ die Faktoren 


; Cry Sap ty Oy Oy 
und es werden alle Determinanten r‘*" Grades aus A,’ durch 0,= ¢, - ¢, --- ¢, 
teilbar. Daher erfaihrt auch der r* Determinantenteiler }, beim Uber- 


gange von A’ zu A,” keine Veriinderung. Daraus folgt (Nr. 21), dab die 
Gleichungen 


*) Die Rechtecke vom Range 0 gehiren zu keiner Zeilen- oder Kolonnenklasse. 
Man sieht sofort, daB® alle diese Rechtecke, deren siimtliche Elemente, Elementarteiler, 
Determinantenteiler verschwinden, untereinander iiquivalent sind. Sie kénnen daher 
im folgenden auBer Acht gelassen werden. 
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> %% = bj, (i=1,--7+1) 


k=1 


in ganzen Zahlen p,,,---, p,, lésbar sind. Dies gilt fir alle n’ Kolonnen 
yon B’ und liefert (r+ 1)n’ Gleichungen 


(43) > Pay = Oy = Ly $1; a= 15n’). 
k=1 

Setzen wir 
P = (pj) (i= 1,---.n; k= 1,---,n’), 

so werden die Gleichungen (43) in eine Gleichung 

” A’P = B' 

zusammengefaBt. Ebenso liBt sich das Bestehen einer Gleichung 

B'Q=A4' 


nachweisen. Die Rechtecke A’ und B’ sind also rechts-iquivalent, und 
damit ist unser Satz bewiesen. 
34. Die Elementarteiler 
Cry Cg, °° 
eines Rechtecks oder Moduls bilden, wie gezeigt wurde, eine Folge von 
Idealen, deren jedes im folgenden aufgeht, und von denen nur eine end- 
liche Anzahl von 0 verschieden ist. Umgekehrt stellt jede Folge von 
Idealen mit den angegebenen Eigenschaften das EKlementarteilersystem von 
Moduln (eder Rechtecken) und zwar von Moduln jeder Klasse dar und 
soll deshalb kurz ,,Elementarteilersystem“ genannt werden. 
Es seien nimlich 
Cry Cyr sss, C, 
r von 0 verschiedene Ideale, ein jedes Teiler des folgenden, x eine be- 
liebige Idealklasse, q, q’ zwei Ideale aus der zu x reziproken Klasse, 
(q,q’) = 1, und es werde ¢,-¢,---¢,=— 0, gesetzt (k—1,---,r). Ist dann 
n eine natiirliche Zahl >r, so kénnen wir (Nr. 16) ein Rechteck 
n“” Grades A, von r Zeilen 6,,---, 6, so herstellen, daB diese Zeilen die 
Faktoren 
(44) Crys ty Cay CQ 
enthalten und das aus den ersten k Zeilen gebildete Rechteck A,, k <r, 
den i" Determinantenteiler }, hat, falls der r Determinantenteiler von 
A, aber gleich D,-q wird. Dann sieht man sofort, daB die unter (44) an- 
gegebenen Ideale die Elementarteiler von A, und zugleich die gréSten 
Faktoren der einzelnen Zeilen von A, werden. Da q, q’ Ideale aus der- 
selben Klasse sind, so liBt sich eine zu 6, proportionale Zeile o,’ mit dem 
Mathematische Annalen. LXXI 23 
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gréBten Faktor e,-q' bestimmen. Das Rechteck A,,,, welches aus den 
Zeilen 6,,---, 6,, 6,’ besteht, hat dann die Elementarteiler 

und dasselbe gilt fiir den Modul & = Md. A,,,. Aus dem Umstande, daf 
q,q° der Klasse = angehéren, folgt nach den Ergebnissen von Nr. 32 


Kl. & = x. 
Will man einen Modul r“” Grades und Ranges mit den Elementar- 
teilern e,,---,¢, haben, so darf man die Klasse natiirlich nicht vor- 


schreiben; denn da die Zeilenklasse eines solchen Moduls offenbar die 
Hauptklasse ist, so mu8 seine (Kolonnen-) Klasse = Kl.d, werden. Moduln 
dieser Klasse lassen sich aber auch konstruieren. Wenn man niimlich 
(nach Nr. 16) ein Rechteck A’ aus r Zeilen vom Grade r+ 1 so bildet, 
daB diese Zeilen die Faktoren e,,---,¢, haben, und daB d, der r* Deter- 
minantenteiler wird, so hat A’ die Elementarteiler e,, ---, ¢,, und dasselbe 
gilt fiir das Rechteck A, welches aus A’ durch Vertauschung von Zeilen 
und Kolonnen hervorgeht, sowie fiir den Modul r*" Grades & = Md. A. 
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Uber Gruppen linearer Substitutionen mit Koeffizienten aus 
einem algebraischen Zahlkérper. 


Von 


I. Scuur in Berlin. 


In seiner Arbeit ,,On the arithmetical nature of the coefficients in a 
group of linear substitutions (Third Paper)“*) hat W. Burnside folgenden 
wichtigen Satz bewiesen: Jede endliche Gruppe linearer Substitutionen in 
n Variabeln, deren Koeffizienten einem algebraischen Zahlkirper K angehiren, 
in dem die Anzahl der Idealklassen gleich 1 ist, lift sich durch eine lineare 
Transformation der Variabeln in eine Gruppe iiberfiihren, deren Koeffizienten 
ganze Zallen des Koérpers K sind. Insbesondere kann also jede endliche 
Substitutionsgruppe mit rationalen Koeffizienten bei passender Wahl der 
Variabeln auch als Gruppe mit ganzen rationalen Koeffizienten dargestellt 
werden. 

Die schéne und weittragende Theorie, die mein Freund E. Steinitz 
in der vorstehenden Arbeit entwickelt hat, gestattet nun, wie im folgenden 
gezeigt werden soll, den Burnsideschen Satz in bemerkenswerter Weise zu 
verallgemeinern. Ich beweise insbesondere, daf dieser Satz auch dann gilt, 
wenn nur bekannt ist, daB die Anzahl m der Variabeln zu der Anzahl 
der Idealklassen des Kérpers K teilerfremd ist. Fiir jedes m laBt sich ein 
Relativkérper K, in bezug auf K bestimmen, sodaB jede endliche Sub- 
stitutionsgruppe in » Variabeln, deren Koeffizienten dem Kérper K an- 
gehéren, im Kérper K, in eine Gruppe mit ganzzahligen Koeffizienten 
linear transformiert werden kann. 


*) London Math. Soc. Proc. (2) 7 (1908), 8. 8. 
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Abschnitt L. 


Uber Moduln von Linearformen in einem algebraischen Zahlkérper. 
§ 1. 

Es sei K ein gegebener (endlicher) algebraischer Zahlkérper. Ein 
System Yt von Linearformen in » unabhiingigen Variabeln nenne ich einen 
Modul vom Range n im Korper K, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

a) Die Koeffizienten jeder Linearform von Yt sind ganze Zahlen des 
Koérpers K. 

b) Sind y,, y, zwei Linearformen von J und a,, a, zwei beliebige 
ganze Zahlen von K, so ist auch die Linearform a,y, + a,y, in Wt ent- 
halten. 

c) Unter den Linearformen von Yt lassen sich » linear unabhiingige 
angeben. 

Denkt man sich fiir je » Linearformen von Yt die Koeffizienten- 
determinante gebildet und bestimmt den gréBten gemeinsamen Idealteiler 
aller dieser Determinanten, so erhilt man ein durch den Modul Mt ein- 
deutig charakterisiertes Ideal }(Mt) des Kérpers K, das ich als den Deter- 
minantenteiler von IN bezeichne. 

Ist Mt, irgend ein System von Lipearformen, die simtlich in Mt ent- 
halten sind, so soll, wie in der Theorie der Dedekindschen Moduln, M, 
durch MW teilbar heiBen, was auch durch das Zeichen 

M, > M 
ausgedriickt wird. 

Von Wichtigkeit sind fiir das folgende einige spezielle Arten von 
Moduln. 

Sind a,,a,,---,a, beliebige » Ideale des Kérpers K und lat man in 


@, 2, + U2 +--+ 4,2, 
«, alle durch a,, ebenso «, alle durch a, teilbaren Zahlen durchlaufen usw., 
so bilden diese Linearformen einen Modul n*" Ranges in K, der mit 


‘ [a,, Qs, -* 9 @) 

bezeichnet werden soll. Der Determinantenteiler dieses Moduls ist, wie 
man leicht erkennt, gleich a,a,---a,. Wird speziell 

a,=—1,a,—1,---,a,,=—1, a,—a, 
so bezeichne ich den zugehérigen Modul auch kiirzer mit Mt,(a). Fiir 
a=1 wird 

€=M,(1) =[1,1,---, 1] 

der die Gesamtheit aller Linearformen mit ganzzahligen Koeffizienten aus 
dem Kérper K umfassende Hinheitsmodul n*" Ranges. 
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Allgemeiner habe man m Moduln M,, Mt, ---, M,, im Kérper K, 
deren Rangzahlen n,, ,,---,,, seien. Die n =n, +m,+---+m,, in den 
Linearformen der m Moduln auftretenden Variabeln setzen wir als von- 
einander unabhiangig voraus. Das System der Linearformen 


Y=nATMt + Ym> 
die man erhalt, indem man y, alle Linearformen von Mt,, y, alle Linear- 
formen von I,, usw., durchlaufen laBt, repriisentiert dann einen Modul M 
vom Range ». Diesen zerfallenden Modul bezeichne ich mit 

M = [m,, M;, rE M,,]- 
Aus elementaren Siitzen der Determinantentheorie ergibt sich leicht, daB 

, D(ML) = d(Me,) D(Me,) - - - D(M,,) 
wird. 
Es sei ferner Mt ein beliebiger Modul n** Ranges und q ein Ideal 
des Kérpers K. Man denke sich alle Produkte xy der Zahlen x von q 
und der Linearformen y von 9% und alle Summen von je endlich vielen 
dieser Produkte gebildet. Die Gesamtheit der so entstehenden Linear- 
formen ist dann wieder ein Modul n*" Ranges in K, den ich mit qM 
bezeichne. Man erkennt ohne Miihe, daB 
d(qM) = qrd(M) 


ist. 


§ 2. 


Gegeben seien endlich oder unendlich viele Linearformen y,, yo, - - - 
der Variubeln z,, 7,,---, 2, deren Koeffizienten ganze Zahlen des Kérpers K 
sind; unter diesen Formen sollen m linear unabhiingige vorkommen. Man 
denke sich alle Linearformen aufgestellt, die sich als lineare Verbindungen 
von irgendwelchen endlich vielen unter den Formen y, darstellen lassen, 
wobei als Koeffizienten wieder nur ganze Zahlen aus dem Kérper K in 
betracht kommen sollen. Die Gesamtheit dieser Linearformen bildet dann 
einen Modul vom Range m in K, den durch die Formen y,, y.,+-- er- 
zeugten Modul. Der Determinantenteiler dieses Moduls ist offenbar nichts 
anderes als der gréBte gemeinsame Idealteiler der Koeffizientendeterminanten 
von je » unter den Linearformen y,. 

In Nr. 31 seiner Arbeit hat nun E. Steinitz einen fundamentalen Satz 
bewiesen, aus dem sich speziell fiir die von uns betrachteten Moduln fol- 
gendes ergibt: 

In jedem Modul M vom Range n im Kérper K lassen sich n+-1 Linear- 
formen 

: Yas Yor °°» Ya—a2 Yur Yo 
angeben, durch die der Modul erzeugt wird. Diese Linearformen kinnen 
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stets so gewiihlt werden, dap y,, und dn sich voneinander nur um einen 
konstanten Faktor unterscheiden. 
Ist nun etwa 
e%,=6'V 
wo « und « ganze Zahlen von XK sind, und nimmt man, was keine Be- 
schrinkung der Allgemeinheit bedeutet, « als von Null verschieden an, 


so werde y, = < y,,, also 
Y=, Hee, 
gesetzt. Dann werden alle Linearformen y von Yt erhalten, indem man in 
y=Emt- +b, t WE +e'8")y, 


E.,--+, & 4, & &” alle ganzen Zahlen von K durchlaufen laBt. Oder 
einfacher: man erhilt simtliche Linearformen y von Yt, indem man in 


y= E.yit Evet---+&,%, 

fiir &,,---, &_, alle ganzen Zahlen von K und fiir & alle durch den 
gréBten gemeinsamen Idealteiler a von «’ und «” teilbaren Zahlen einsetzt. 
Das Ideal a ist hierbei dem Ideal 0(Mt) aquivalent; denn ist 4 die Koeffi 
zientendeterminante der Formen y,, ¥,,-*-, y,, 80 wird, wie man ohne 
Miihe erkennt, }(Mt) ay. Da ferner « und «” nur bis auf einen Pro- 
portionalititsfaktor bestimmt sind, so kann a durch jedes fiquivalente Ideal 
ersetzt werden. Der Steinitzsche Satz besagt also, anders ausgedriickt: 

I. Ist Mt ein Modul vom Range n im Kérper K und ist a ein be- 
liebiges Ideal der durch den Determinantenteiler (MM) von M bestimmten 
Idealklasse, so kinnen n (linear unabhiingige) Linearformen y,, Yo, °**) Y, 
mit Koeffizienten aus dem Korper K bestimmt werden, sodaB alle Linear- 
formen y von WM erhalten werden, indem man in 


y= Ey te: +b, Yer + EM, 


E.,-°+, &,_, alle ganzen Zahlen und &, alle durch a teilbaren ganzen Zahlen 
von K durchlaufen lapt. 


§ 3. 

Der Satz I laBt sich noch einfacher formulieren, wenn man den Be- 
griff der Aquivalenz zweier Moduln einfibrt. 

Es sei S ein beliebiges System von Linearformen 

Y = 8,0, + 8%, +--+ + 8,2, 
und P=(p,,) eine gegebene lineare Substitution. Das System S’ der 
Linearformen 
Y= 8, SP ,%, + Sy LPs, + °° + 8, ZSPniMiy 

das aus © durch Anwendung der Substitution P hervorgeht, bezeichne 








1, 
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ich kurz mit SP. Ist die Determinante von P nicht Null, so ist um- 
gekehrt © = 6’ P-*. 

Sind nun Mt und M’ zwei Moduln vn" Ranges im Kérper K, so kann 
es eintreten, daB sich eine lineare Substitution mit ganzen oder gebrochenen 
Koeffizienten aus K angeben liBt, sodaB I’ = MP wird.*) Ich bezeichne 
dann I und M’ als dquivalente Moduln. Da aus M’=MP, M” = MP 

WM" = M'(P-* Q) 
folgt, so sind zwei Moduln, die einem dritten fiquivalent sind, auch unter- 
einander fquivalent. Die Gesamtheit der einander fiquivalenten Moduln 
bildet eine Modulklasse. 

Der Satz I ist nun, wie man unmittelbar erkennt, seinem Inhalt nach 
véllig identisch mit folgendem Satz: 

I*, Ist M ein Modul vom Range n im Korper K und ist a ein be- 
liebiges Ideal der durch den Determinantenteiler 0(M) von M bestimmten 
Idealklasse, so ist Tt dem Modul M,(a) dquivalent. 

Auf Grund dieses Satzes léBt sich ein einfaches Kriterium fiir die 
Aquivalenz zweier Moduln angeben und zugleich die Anzahl der Modul- 
klassen bestimmen: 

Il. Zwei Moduln n*” Ranges im Korper K sind dann und nur dann 
einander dquivalent, wenn ihre Determinantenteiler derselben Idealklasse an- 
gehiren. Die Anzahl der Klassen, in welche die Moduln n* Ranges zer- 
fallen, ist fiir jedes n gleich der Anzahl h der Idealklassen des Korpers K. 

Geht nimlich Yt’ aus Pt durch lineare Substitution P hervor, so ist 
offenbar 

d(M’) = 0(M) - | P 
wo P) die Determinante von P bedeutet. Daher sind d(Mt) und d(M’) 
iiquivalente Ideale. Ist aber diese Bedingung erfiillt, so sei a irgend ein 
Ideal der durch 0(Mt) und d(Mt’) bestimmten Idealklasse. Dann ist nach 
Satz I* jeder der Moduln Mt und Mt’ dem Modul Mt, (a) iiquivalent, folg- 
lich sind sie auch einander Adquivalent. 

Man denke sich nun, wenn Q,, d,---, @, Repriisentanten der h Ideal- 
klassen von K sind, die h Moduln 

M,,(a,), WE, (ay), ---, Me (a,) 
gebildet. Da der Determinantenteiler von Wt,(a,) gleich a, ist, so sind 
unter diesen Moduln nicht zwei einander iquivalent; ferner ist wieder 
nach Satz 1* jeder Modul n*" Ranges einem unter ihnen fiquivalent. Es 
gibt also in der Tat h und nicht mehr als h Modulklassen. 

DaB die Anzahl der Modulklassen fiir jedes » endlich ist, war mir 
bereits seit langer Zeit bekannt. Auf die iiberraschende Tatsache, dab 


*) Die Determinante der Substitution P ist dann von selbst nicht Null. 
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fiir die Aquivalenz zweier Moduln die Aquivalenz ihrer Determinanten- 
teiler hinreichend und daher die Anzahl der Modulklassen von » unab- 
hangig ist, hat mich jedoch erst E. Steinitz aufmerksam gemacht. Im 
Einverstindnis mit ihm publiziere ich den Satz mit der von mir vor- 
geschlagenen Beweisanordnung. 


Abschnitt I. 


Anwendung auf die Theorie der Gruppen linearer Substitutionen. 


§ 4. 


Unter einer Substitutionsgruppe n“" Grades verstehe ich im folgenden 
ein endliches oder unendliches System © von linearen homogenen Sub- 
stitutionen in » Variabeln, welches die Eigenschaft besitzt, dab das Pro- 
dukt von je zwei Substitutionen von @ wieder in © enthalten ist. Es 
wird also insbesondere nicht vorausgesetzt, dab die Determinanten der 
Substitutionen von © nicht verschwinden sollen. Ist P eine lineare Sub- 
stitution von nicht verschwindender Determinante und ersetzt man jede 
Substitution G von @ durch P-'GP, so bilden diese Substitutionen eine 
mit © aihnliche Gruppe, die ich kurz mit P-*GP bezeichne. 

Eine Substitutionsgruppe @, deren Koeffizienten Zahlen des alge- 
braischen Zahlkérpers K sind, nenne ich eine in K rationale Gruppe. LiBt 
sich insbesondere eine (ganze) Zahl u von K angeben, soda fiir jeden 
Koeffizienten y der Gruppe G das Produkt wy eine ganze Zahl wird, so 
soll G eine Gruppe mit beschriinkten Nennern heiBen. Man kann diese 
Eigenscha‘t von © noch anders ausdriicken: denkt man sich jeden Koef- 


fizienten y als reduzierten Idealbruch . dargestellt, so sollen unter den 


Nennern n nur endlich viele Ideale vorkommen. Das kleinste gemeinsame 
Vielfache dieser Ideale bezeichne ich als den Generalnenner der Gruppe. 

Zu den Gruppen mit beschriinkten Nennern gehéren insbesondere die 
endlichen Gruppen. Ein anderes wichtiges Beispiel erhilt man folgender- 
maBen: Es sei a ein (ganzes) Ideal des Kérpers K; man bilde dann alle 
Substitutionen 


(Oy35 UWygy ***y Ay 
Aa Sm Se, ***s Se . 
Bary M2, °**s Mny 


in denen die (n—1)*?+ 1 Koeffizienten 


yyy *y My pity Bays? *y Ua ity © *y iar’ * *y Mia nt» Van 
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ganze Zahlen des Kérpers K, ferner 


Gy nr Vnr** "9 G1, n 


durch a teilbare ganze Zahlen und endlich 


a a 


mir “nd? °* *y Baas 
ganze oder gebrochene Zahlen von K sind, die sich als Idealbriiche mit 
dem Nenner a schreiben lassen. Es sollen also, anders ausgedriickt, fiir 


jede Zahl « des Ideals a die Produkte 


OOny, COng,***y OO, a1 


ganze Zahlen von K sein. Die Gesamtheit dieser Substitutionen A bildet 
offenbar eine Gruppe. Diese durch das Ideal a und die Zahl » eindeutig 
bestimmte (in K rationale) Gruppe bezeichne ich mit ©,(a). Speziell ist 
(1) die durch die Gesamtheit aller Substitutionen mit ganzzahligen Koef- 
fizienten aus dem Kérper K gebildete Gruppe. 


§ 5. 

Ist & eine beliebige in K rationale Substitutionsgruppe n*" Grades, 

deren Nenner beschrinkt sind, so gibt es jedenfalls Linearformen 

Y = My Ty + Ugh + +++ + Hh, 
mit ganzzahligen Koeffizienten aus K, die bei Anwendung irgend einer 
Substitution von @ wieder in ganzzahlige Linearformen iibergehen. Denn 
ist w irgend eine ganze Zahl von K, die durch den Generalnenner von © 
teilbar ist, so besitzen die Linearformen 

MX, UM, --*, WH, 

diese Eigenschaft. 

Ich betrachte nun nach dem Vorgange von W. Burnside die Gesamt- 
heit 2 der ganzzahligen Linearformen y, die der erwihnten Bedingung 
geniigen. Das System & repriisentiert offenbar einen Modul vom Range n 
im Kérper K. Geht nun eine Form y von & durch Anwendung einer 
Substitution G von © in z= yg tiber, so gehért auch ¢ dem Modul & an. 
Denn zuniichst ist z nach Voraussetzung eine ganzzahlige -Linearform. 
Wendet man aber auf z eine beliebige Substitution G’ von © an, so geht 
die so entstehende Form zg aus y durch Anwendung der Substitution GG’ 
hervor. Da GG’ wieder in © enthalten ist, so ist auch zy = Yeo eine 
ganzzahlige Linearform, folglich ist z eine Form von &. 

Unter Benutzung der in § 3 eingefiihrten Bezeichnungen kénnen wir 
diese Eigenschaft des Moduls 2 folgendermafen ausdriicken: Fiir jede Sub- 
stitution G von @ ist das System von Linearformen 2G in & enthalten, 
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also 2G > &. Neben dem Modul & gibt es noch andere Moduln n*” Ranges 
in K, welche der Bedingung geniigen, daB fiir jede Substitution G von G 


MG > M 


wird. Ich nenne dann M einen zu der Gruppe G gehirenden Modul. Die 
Anzahl dieser Moduln ist unendlich groB; denn ist q ein beliebiges Ideal 
von K, so ist, wie man leicht erkennt, zugleich mit Mt auch qM ein zu 
® gehérender Modul (vgl. § 1). 

Fiir die Anwendungen ist noch folgende Bemerkung von Wichtigkeit: 
Man setze, wenn G = (g,,) eine Substitution von © ist, 

Ye = Gury + GunZ °° + Ian %e 

Diese Linearform geht durch Anwendung irgendeiner Substitution G’ von G 
in die Linearform y’“ iiber. Sind daher insbesondere fiir ein festes x unter 
den Linearformen y%, die den verschiedenen Substitutionen G von © ent- 
sprechen, » linear unabhiingige vorhanden, so erzeugen fiir jede ganze 
Zahl uw von K, die durch den Generalnenner der Gruppe teilbar ist, die 
ganzzahligen Linearformen wy? einen zu @ gehdrenden Modul M,. Diese 
Bedingung ist insbesondere fiir jedes x erfiillt, wenn © in bezug auf den 
Kérper K irreduzibel ist. Bei einer irreduzibeln Gruppe © kann man dem- 
nach unmittelbar » zu ihr gehdrende Moduln angeben. 

Es sei umgekehrt Jt ein gegebener Modul n“® Ranges im Kérper K. 
Die Gesamtheit der linearen Substitutionen G, die der Bedingung MG > M 
geniigen, bildet dann eine Gruppe © m*" Grades, die ich die zu dem Modul 
gehirende Gruppe nenne. Es ist leicht zu sehen, daB © eine in K ratio- 
nale Gruppe mit beschriinkten Nennern ist. Denn wahlt man in Mt irgend- 
welche » linear unabhingige Formen 


8, = 4,,%, + O,9% +++ +4,,%,, (x—=1,2,--+,), 


so geht z, durch Anwendung einer Substitution G = (g,,) von @ in eine 
Linearform 2, mit den Koeffizienten 


n 
b,, si > Bey Ii 
v=1 


iiber. Da 2, in $M enthalten sein soll, so sind die b,, ganze Zahlen des 
Kérpers K; folglich ist auch, wenn A die Determinante a,,| bedeutet, 
jede der Zahlen Ag,, eine ganze Zahl von K. Hieraus ergibt sich zugleich, 
da8 der Generalnenner der Gruppe © ein Divisor des Determinantenteilers 
D(M) von M ist. 

Ist I speziell der Modul 


Me, (a) _ (1, oe 1, a], 
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so wird @, wie man leicht erkennt, nichts anderes als die friiher be- 
trachtete Gruppe ©,(a). Die Gruppe G,(1) kann also als die zu dem 
Einheitsmodul € gehérende Gruppe charakterisiert werden. 


§ 6. 
Ich beweise nun folgenden Satz: 
Ill. Es sei § die Gruppe der h Idealklassen des Korpers K und §, 
diejenige Untergruppe von §, deren Idealklassen sich als n* Potenzen dar- 


stellen lassen. Ist dann, wenn N den Index der Untergruppe $, von 
bedeutet, 


bY) _ §,4; + $, Ag + an); + §, Aw 
und sind ,, Q,,-++, Ay beliebige Ideale aus den Idealklassen A,, A,,- ++, Ay, 
so lift sich jede in K rationale Gruppe © n*" Grades, deren Nenner be- 
schrankt sind, durch eine lineare Transformation der Variabeln in eine 
Untergruppe einer der N Gruppen 


G, (a,), G,,(a.), — a G, (ay) 
iiberfiihren.*) 


Die WN Ideale a,, a,,---, ay sind dadurch charakterisiert, daB jedes 
Ideal a, mit der n*" Potenz eines passend gewihlten Ideals q multipliziert, 
einem unter ihnen fquivalent wird, und dab, wenn x von / verschieden 
ist, a, und a,q” fiir kein Ideal q fiquivalente Ideale sind. — Es sei nun 
M ein zur Gruppe © gehérender Modul mit dem Determinantenteiler ; 
ferner sei a, dasjenige Ideal aus der Reihe a,, a,,---, ay, fiir das sich q 
so bestimmen liBt, daB a, und dq” fiquivalente Ideale werden. Man bilde 
dann den zu & gehérenden Modul Yt = qPt. Da der Determinantenteiler 
dieses Moduls gleich dq” ist, so ist Mt nach Satz 1* dem Modul 

M’ = M,,(a,) 
iiquivalent. Daher laBt sich eine lineare Substitution P von nicht ver- 
schwindender Determinante, deren Koeffizienten dem Kérper K angehéren, 
so bestimmen, dab Dt’ — MP wird. Fiir jede Substitution G von & folgt 
dann aus MG > M 

MGP> MP 


M(P-'GP)> MW. 
Da nun die zu QM gehérende Gruppe die Gruppe @G,(a,) ist, so ist 
P-GP in G,(a,) enthalten. Die aus & durch die lineare Transformation 
P der Variabeln hervorgehende Gruppe @’ = P-'@ P ist daher eine Unter- 
gruppe von @,(a,). 


oder, was dasselbe ist, 


*) Die Zahl N gibt bekanntlich zugleich die Anzahl der Idealklassen an, deren 
n Potenz die Hauptklasse ist. 
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Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daB A, 
die Hauptklasse und a, das Hauptideal 1 ist. Ist dann insbesondere der 
Determinantenteiler ) des Moduls Yt der n*” Potenz eines Ideals iiqui- 
valent, so wird das vorhin betrachtete Ideal a, gleich a, —1 und die 
Gruppe G’ wird als Untergruppe von G,(1) eine Gruppe mit ganzzahligen 
Koeffizienten aus dem Kérper K. Ist umgekehrt bekannt, dab © einer 
Gruppe W’ ahnlich ist,” deren Koeffizienten ganze Zahlen von K sind, so 
1aBt sich auch eine lineare Transformation Q mit ganzzahligen Koeffizienten 
aus dem Kérper K bestimmen, sodaB © = Q@Q-' wird. Dann ist, wenn € 
wie friiher den Einheitsmodul bedeutet, fiir jede Substitution G von © 


E(QGQ"') >, 


EQ(G) > EQ. 

Daher ist der Modul €Q, dessen Determinantenteiler das durch die 
Determinante von Q bestimmte Hauptideal ist, ein zu © gehérender Modul. 
Wir erhalten also den Satz: 

1V. Eine in K rationale Substitutionsgruppe © un Grades, deren 
Nenner beschriinkt sind, lépt sich dann und nur dann in eine Gruppe mit 
ganzzahligen Koeffizienten aus dem Kirper K linear transformieren, wenn 
sich ein zu & gehirender Modul angeben lift, dessen Determinantenteiler 
der n®™ Potenz eines Ideals von K dquivalent ist. 

Ist insbesondere » zu h teilerfremd, so ist jedes Ideal von K der 
n“" Potenz eines gewissen Ideals fiquivalent. Aus IV ergibt sich daher: 

V. Jede in K rationale Substitutionsgruppe mit beschriinkten Nennern, 
in der die Anzahl der Variabeln zu der Anzahl h der Idealklassen von K 
teilerfremd ist, lift sich durch eine lineare Transformation der Variabeln 
in eine Gruppe mit ganzzalhligen Koeffizienten aus dem Kéorper K iiber- 
fiihren.*) 

Der Satz IV laBt noch eine wichtige Folgerung zu. Ist niimlich K’ 
ein algebraischer Kérper, der K als Teilkérper enthilt, so erzeugen die 
Linearformen des Moduls Mt,(a,) in K’ einen Modul M’,(a,), dessen 
Determinantenteiler das durch a, bestimmte Ideal von XK’ ist. Betrachtet 
man nun ©, (a,) als eine im Kérper K’ rationale Gruppe, so erscheint 
WM’ (a,) als ein zu dieser Gruppe gehdrender Modul. Wahlt man nun ins- 
besondere, was jedenfalls méglich ist, fiir K’ einen Kérper, in dem die 
Ideale a,, a,,---, @y Hauptideale werden, so folgt aus Satz IV, dab jede 
der N Gruppen @,(a,) einer Gruppe mit ganzzahligen Koeffizienten aus 
dem Kérper K’ ahnlich wird. Unter Beriicksichtigung des Satzes III er- 
halten wir daher: 


und folglich 


*) Fiir den Fall h—1 hat diesen Satz bereits W. Burnside bewiesen. 
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VL. Fiir jede Zahl n lift sich ein Relativkirper K, in beeug auf den 
Korper K bestimmen, sodaB jede in K rationale Substitutionsgruppe n Grades 
mit beschriinkten Nennern einer Gruppe dhnlich wird, deren Koeffizienten 
ganze Zahlen des Korpers K,, sind. 

Eine endliche Gruppe linearer Substitutionen mit beliebigen Koeffi- 
zienten laBt sich, wie G. Frobenius*) bewiesen hat, stets auch als Gruppe 
mit algebraischen Koeffizienten darstellen.**) Aus VI folgt aber genauer: 

VII. Jede endliche Gruppe linearer Substitutionen lipt sich in eine Gruppe 
mit ganzen algebraischen Koeffizienten linear transformieren. 

Es sei noch bemerkt, daB man diesen Satz nach der Burnsideschen 
Methode auch ohne Benutzung der Steinitzschen Resultate beweisen kann. 

Der Satz V laBt sich noch etwas verallgemeinern: Es sei © eine 
beliebige in K rationale Gruppe n*” Grades mit beschriinkten Nennern 
und d@ der gréBte gemeinsame Teiler der Zahlen m und h. Man bilde in 
bekannter Weise die Substitytionsgruppe 


@®0.--- 0 
om — 06... 0 


00.---G 
des Grades dn, die durch d-maliges ,,Aneinanderreihen“ aus © hervorgeht. 


Sind nun M,, Mt,,---, M, irgendwelche d zu G gehdrende Moduln, so 
gehért, wie man leicht erkennt, der aus ihnen zusammengesetzte Modul 


N= [M,, M;, ar M,) 
des Ranges dn zu der Gruppe © (vgl. § 1). Wiahlt man insbesondere 
M.=M,=---=—M,_, = M, M,—qM, 


wo q ein Ideal von X ist, so wird, falls ) der Determinantenteiler von QM 
ist, der Determinantenteiler von M gleich q"d*. Ist aber d= hx —ny, so 
wird fiir q = d” 

qrb? = d' 


ein Hauptideal. Aus Satz IV folgt daher, daB die Gruppe G in jedem 


Fall einer Gruppe mit ganzzahligen Koeffizienten aus dem Korper K 
dihnlich ist. 

*) ,,Uber die Darstellung der endlichen Gruppen durch lineare Substitutionen. II“, 
Berlin Ber. 1899, 8. 482; vgl. auch meine Arbeit ,,Arithmetische Untersuchungen tiber 
endliche Gruppen linearer Substitutionen“, ebenda 1906, S. 164. 

**) Unter einer endlichen Gruppe linearer Substitutionen ist hierbei nicht etwa 
eine beliebige Gruppe mit nur endlich vielen Substitutionen, sondern eine Gruppe zu 
verstehen, die einer abstrakten endlichen Gruppe einstufig isomorph ist. 
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§ 7. 


Eine in K rationale Substitutionsgruppe © des Grades m, deren 
Nenner beschriinkt sind, bezeichne man als Gruppe vom Typus (a), wenn © 
in eine Untergruppe der Gruppe @,(a) linear transformierbar ist. Man 
schlieBt nun in ahnlicher Weise wie beim Beweis der Sitze III und IV, 
daB © dann und nur dann vom Typus (a) ist, wenn sich ein zu & ge- 
hirender Modul angeben lift, dessen Determinante vteiler einem Ideal der 
Form aq" dquivalent ist. Eine Gruppe vom Typus (6) ist daher zugleich 
auch vom Typus (a), wenn sich das Ideal q so bestimmen laBt, daB aq” 
und 6 fiquivalente Ideale werden. 

Der Satz III besagt nun, daB unter den simtlichen Gruppen © nur 
héchstens N verschiedene Typen vertreten sind, namlich die Typen (a,), 
(a,),---, (ay). Der Vollstiindigkeit wegen will ich noch nachweisen, da 
diese N Typen insofern wesentlich voneinandér verschieden sind, als nicht 
jede Gruppe vom Typus (a,) zugleich auch vom Typus (a,) ist. Es geniigt 
hierzu zu zeigen: 

Sind a und 6 zwei Ideale von K und ist 6 nicht einem Ideal der 
Form aq" dquivalent, so ist die Gruppe G,(a) nicht vom Typus (6). 

Dieser Satz ist als bewiesen anzusehen, wenn wir zeigen kénnen, dab 
jeder zu G,(a) gehérende Modul § einen Determinantenteiler der Form aq" 
besitzen mu. Dies erkennt man aber folgendermaBen: Es sei 

Y = by % + gy +> + + Hh, 
eine beliebige Linearform von I. Die Koeffizienten u,, die in den ver- 
schiedenen Formen y auftreten, bilden offenbar fiir jedes x ein Ideal m,. 
Ist A irgendeine Substitution von G,(a), so enthilt nach Voraussetzung 
auch die Form y,, die aus y durch Anwendung der Substitution A hervor- 
geht. Nun kommt aber in @,(a), wenn die Indizes x und / beide kleiner 


als m oder beide gleich m sind, eine Substitution A vor, fiir die y4— u,%; 
wird. Daher mu8 zuniichst 


M— = --- = Mm, 
sein. Ist ferner « eine beliebige durch a teilbare ganze Zahl und a’ eine 
beliebige gebrochene Zahl von K, die als Idealbruch mit dem Nenner a 
darstellbar ist, so kénnen in &,(a) zwei Substitutionen A und A’ gewihlt 
werden, fiir die 


Ya = MWMGCLZ,, Ya = Un 24 


wird. Daher sind die Ideale m,a und m, durcheinander teilbar, also 
m,=—m,a. Zugleich erkennen wir aber, da die Linearformen von Vi 
dadurch erhalten werden, daB man in y die Koeffizienten u,, u,,---, U, 
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unabhingig voneinander alle Zahlen der Ideale m,, m,, ---, m, durchlaufen 
laBt. Daher wird (vgl. § 1) 


M —=[m,,---,m,_,, m,] = [m,,---, m,, ma] — m, M, (a). 
Da der Determinantenteiler dieses Moduls gleich mya ist, so ist unsere 
Behauptung bewiesen. 

Ist » nicht teilerfremd zu h, so laiBt sich in K ein Ideal a wihlen, 
fiir das aq" niemals ein Hauptideal wird. Die Gruppe @,(a) ist dann ge- 
wiB nicht vom Typus (1), also keiner Gruppe mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten aus K thnlich. Der Satz V lift sich daher in folgender Weise 
erganzen: 

V.* Ist die Zahl n nicht teilerfremd zu der Anzahl der Idealklassen 
des Kirpers K, so lift sich nicht jede in K rationale Substitutionsgruppe 
n“" Grades mit beschriinkten Nennern in eine Gruppe mit ganzzahligen 
Koeffizienten aus dem Korper K linear transformieren. 











E. Lanpav. 


Uber den Gebrauch bedingt konvergenter Integrale in der 
Primzahltheorie. 


Von 
Epmunp Lanpau in Gottingen. 
Einleitung. 
Von denjenigen Beweisen*) des Primzahlsatzes 
a SE. 1 


2 
log x 


log p 
(1) lim ?=* =1, 
x 


r= 


Z2=e 


bez. des aiquivalenten Satzes 


*) Die hier skizzierten Beweisanordnungen sind von mir; vgl. meine Arbeiten 
10, 34 und 36 in der Numerierung meines Handbuches der Lehre von der Verteilung 
der Primzahlen (Leipzig und Berlin, 1909), sowie meine neuere Abhandlung Uber 
die Bedeutung einiger neuen Grenzwertsdtze der Herren Hardy und Azer [Prace 
Matematyczno-Fizyczne 21 (1910), S. 97-177]. Die friiheren Beweise der Herren 
Hadamard (4) und de la Vallée Poussin (2) stiitzten sich (neben der Anwendung 
der bei mir iiberfliissig gewordenen tieferen Eigenschaften der Zetafunktion) auch auf 
ein Integral der Gestalt (2) mit » >1 (Hadamard) bez. auf ein verwandtes absolut 
konvergentes Integral (de la Vallée Poussin); beide Beweise gelangten auch erst mit 
dem Umweg iiber (3) zu (1). Beide Autoren legen ihren Untersuchungen das Studium 
eines absolut konvergenten Integrals mit dem positiven Parameter x2 zugrunde, welches 
in jedem endlichen Intervall gleichmiBig konvergiert und daher nicht unstetig sein 
kann, aber fiir 0<(2<1 und g>1 verschiedene elementare Funktionen darstellt. Dies 


a+oi 


ist bei Herrn Hadamard der Spezialfall » = 2 des Integrals “ds (a> 0, »>1) mit 


a-e@wi 
Par 
dem Werte 0 fir 0< «<1, aber Fie) log’-'!a fiir a>1; bei Herrn de la Vallée 
a+ai 
Poussin \ze ds (a>Rw), a>R(v), u=-v) mit dem Werte 0 fiir 0< x<1, 
a—ei ; 


u C 
aber 221 = == fiir z>1. Herr von Koch (vgl. 6 und seine neueste schine Arbeit 
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welche die Existenz der Wurzeln der Zetafunktion und die Fortsetzbar- 
keit dieser Funktion in der ganzen Ebene nicht benutzen, also auch in 
der Primidealtheorie anwendbar sind, stiitzte sich bisher jeder einzelne auf 
ein fiir a >1 absolut konvergentes Integral der Gestalt 


(2) f = f(s) ds, 


a—oi 


wo f(s) eine fiir 6>1 absolut konvergente Dirichletsche Reihe bezeichnet, 
z>0O und v>1 ist. Dadurch gelangt man — speziell vy = 2 reicht aus — 
von der Identitiit 


a+oi 

"a! logp 5. , x 
Jaa? ds = 2ai >) log p log = 
a—o Pp psx 


ausgehend, zunichst zu 


x 
(3) > og p log 5 ~2 
psx 
und erst von da zu (1). 
Es werde 
(2) = >? log p, 
p™sex 
ferner 
v(x) fiir Nicht-Primzahlpotenzen, 
¥ (2) = 


¥(x) — 5 logp, _—fiir « = py 


definiert. Dann ist der Primzahlsatz auch gleichwertig mit 


U(4)~a 


und mit 
(4) ¥ (2) ~ 2; 


in dieser Form li8t sich das, was ich sagen will, am bequemsten formulieren. 


Contribution a la théorie des nombres premiers [Acta Mathematica 38 (1910), S. 293 —320]) 
vermeidet diese Integrale (und den Cauchyschen Satz tiberhaupt) bei seinen Beweis- 
anordnungen fiir (1) und wendet dafiir einen aus der Theorie der Exponentialfunktion 
entspringenden Diskontinuititsfaktor an; Herr von Koch stiitzt sich aber auch auf 
die Hadamardsche Theorie der ganzen Funktionen und die daraus entspringenden 
Eigenschaften der Zetafunktion, insbesondere die (bisher fiir beliebige Zahlkérper 
nicht vorhaadene) Partialbruchzerlegung von ro. 


Mathematische Annalen. LXXI. 24 
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Das aus (2) fiir »y = 1 entspringende Integral 


a+oi 
(5) f = f(s)ds_ fiir nicht ganzes z >0O und auch solche 
ee ganzen x>0, bei denen = in f(s) den 
Koeffizienten 0 hat, 
bez. 
a+Ti 
(6) lim / < f(s)ds fir alle z >0 
T=ae 
a-Ti 


war zuerst von den Herren Phragmén*), von Mangoldt**), Perron***) 
und Schnee+) mit Erfolg in der analytischen Zahlentheorie zu verschiedenen 
Zwecken angewandt worden. Aber ein direkter, von der Identitit (a> 1) 
a+oai 
1 [ # '(@) . ; 
|- a i ah ds fiir Nicht-Primzahlpotenzen 2 > 0, 


a—we 


¥ (2) = 


a+Ti 
S « CO. a» 
q — ol £(s) ds fir alle x >0 


ausgehender Beweis von (4) (d. h. (1)) war bisher wegen der Divergenz+*+) 
des Integrals 


*) 2. Es handelt sich um die Rechtfertigung einer bei Riemann vorkommen- 
den Vertauschung von Summation und Integration im absoluten Konvergenzgebiet 
einer Dirichletschen Reihe. 

™) 2. Durch Verbindung mit der Hadamardschen Produktzerlegung der Zeta- 
funktion wurde dort die Riemannsche Primzahlformel zum ersten Male bewiesen. 

***) 1. Hier wurde die formal lingst vorhanden gewesene Integraldarstellung der 
Summe endlich vieler Anfangskoeffizienten einer Dirichletschen Reihe zum ersten 
Male bewiesen. 

+) 2. Diese wichtigen Untersuchungen iiber das Konvergenzgebiet einer Dirich- 
letschen Reihe sind fiir das Entstehen meiner vorliegenden Abhandlung besonders 
férderlich gewesen. Namentlich hat diese Schneesche Arbeit zuerst gezeigt, daB der 

a+Ti 


sa 

Kunstgriff, in dem Integral / : f(s) ds das T von x abhiingig zu machen, von grobem 
a—Ti 

Nutzen sein kann. In meiner vorliegenden Abhandlung wird es erforderlich sein, 


auBerdem das a von x abhiingen zu lassen. 
++) Die Divergenz dieses Integrals fiir alle « > 0 folgt z. B. daraus, daB bekannt- 


a+wi a+oi 
lich | A > ee ds konvergiert (Integral (5)) und f . ee ds divergiert, 
o—es p™>2 a—oi 


a+ai 


also fz a ds divergiert, also | a TR i dt divergiert. 


a—et —-) 


a+ti t(a+ti) 
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a+wi co 
sa f(s | 1 {(a+té 

Jit 3 so 48 — - folate Rei | a 

nicht gelungen. Ich gestehe, mich oft darum bemiiht zu haben. Jetzt 
habe ich es durch Kombination der verschiedenen bereits vorhandenen 
Hilfsmittel mit wenigen neuen Gedanken herausbekommen und will es in 
den §§ 1—2 auseinandersetzen. Ich sage nicht, daB es ab ovo der kiirzeste 
Beweis des Primzahlsatzes ist, und ich wiirde fir Vorlesungszwecke beim 
absolut konvergenten Integral (2) mit dem dadurch hervorgerufenen Um- 
weg iiber (3) wohl einstweilen stehen bleiben. Aber prinzipiell erscheint 
mir die Tatsache der Durchfiihrbarkeit des Weges von (6) aus sehr wichtig. 
Auch historisch ist es interessant. Ist es doch der — vordem von Halphen*) 
skizzierte — Weg, auf dem Herr Cahen**) gescheitert war, trotzdem ihm 
zum Uberflu8 die Hadamardsche Theorie der ganzen Funktionen und die 


Partialbruchzerlegung von P re zu Gebote standen. Ich benutze beides nicht, 


um gleich in der Lage zu sein, von einem beliebigen algebraischen Zahl- 
kérper zu reden; aber auch: fiir den Kérper der rationalen Zahlen komme 
ich eben zum ersten Male auf dem Halphen-Cahenschen Wege zum Ziel. 


Zugleich gelange ich mit jener neuen Beweisanordnung auch zur bekannten 
schirferen Formel 


(7) a(z) = - fix at, + 0 (ce), 


wie ich in § 3 auseinandersetze. 


In den §§ 4—5 werde ich — aber nur im Kérper der rationalen Zahlen; 
fiir beliebige Kérper kann man es iiberhaupt bisher nicht — direkt mit 
(6) statt wie bisher indirekt mit (2) die Relation 


n(a)— f i, + 00) 


beweisen. 


Bekauntlich ist (7) fiir Primzahlen und (8) zuerst von Herrn de la 
Vallée Poussin***) bewiesen worden, (7) fiir Primideale zuerst von mir?). 














372 E. Lawpav. 


$ 1. 
Hilfssatz 1: Es sei a, fiir alle ganzen n>1 definiert; es sei fiir 
ganzzahlig wachsendes n 
(9) a, = O(log n); 
es werde fiir ganze x > 1 


- 1 
Bs a, — 2 o,™* A(z), 
n=l 


ferner in der Halbebene 6 > 1 


<a, . 
D> F-fo 
n=1 
gesetat. Dann ist fiir »>1, T>O und ganzes x >2 bei geradem Inte- 
grationsweg 
y 
(10) J Js * f(s)ds - tied <e 7 (ys + log? z), 
wo c von 4, T und x unabhingig ist.*) 
Beweis: Nach der Voraussetzung (9) ist fir n > 2 
(11) |a,| <@% log n, 
wo ¢, von » unabhiangig ist. 
Nach der Formel (1) auf S. 826 des Handbuches ist fir > 1, 
T>0O und ganzes x >2 
+Ti @ 
fe * f(s)ds —2xi A(z) <*> Sol _ +3 » 
q- re n=1 n" log | 
wo das Glied n =x in >” fehlt. 
Nach (11) ist 


(12) 


(18) T ia. - a log a < +. logx< 2a log x es =>, ¥ * log? 2. 
Ferner ist nach (11) 
e P . , 2 ; 
(14) > = <eite> se 8 | <¢, log*z +e >’ 8" = 
—_ all et = =2 0" jlog. | a=2 log =| 


*) c sowie jede der beim Beweis mit ¢,,c,, --- bezeichneten Konstanten hiingt 
also nur von den Koeffizienten der Dirichletschen Reihe f(s) ab und ist daher fir 
jede feste Dirichletsche Reihe, die (9) erfillt (2. B. fiir f(s) = — . ©), eine absolute 
Konstante. s) 
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Hierin ist 
xz 
a, 2 , z—1 : 22 , oa : 
"loge a 2 oS. es =. 1. ne. 
pa n"|lo 4 25 log ~ +2) n" log = +2) n" log” +2 n" log” 
n=2 |S = | n=2 cs w=[Z]+1 85, s=2+1 gy Ute c. 
1 i a log (28) “1 j 
ogn , toga 1 Jog (22) log n 
et, SI & ) > lo at a" ten! a he 
n=2 a s]+1 c n=2+l n=22+1 
1 ~ 4 og 2a) 
1 ogn , logx 1 =e Oe 
<p te ee oe? 
n=2 x n=a2+1 
2 n=[F]4 8 


i) 
1 /log2 = log u 2 log x 1 + “s8s) 
<eat qv +f au) +? 2 P “ek Bi > exF”) 
k=1 ck k=1 108 


= 
2 x 


1 "log u 2logx 1 c, log x 1 
cathy f tyres ee St, gt 
i k=1 — log (1 — =) k= log (1 + =) 


x 


2 
2 log x +See 1 
<at gi gomt = Qt" > ae 


a t=1 92 
<G+G, Soy + 2lge SI +24 logs 
k=1 
<6 + Gata + & log? 2 
Cc; 2 

< i ie + & log 2“. 


Aus (14) und (15) folgt 


>- - Sol ; < log? t+ (—* =a + & log? z) 


n=1 nl log = | 1 
(16) <¢, (<3 + log? z) 


1 


~* " fiir u>e", also gewiB fiir u>3, mit 


*) Hierbei ist beriicksichtigt, dab 
wachsendem u« abnimmt. 


**) Hier ist benutzt, dab — iog(1— y)>y fir 0< y<1 und log(1 +y>% 
fiir O< y<11 ist. 
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Aus (12), (13) und (16) ergibt sich 





+Ti 


| , 
| Epis)as — 25: A(@)| <2q 5 (— +55 + log?2) + oF logtz 
\y-Ti 


x" 1 2 
<¢p (Gap + 8"), 
womit (10), d. h. der Hilfssatz 1, bewiesen ist. 
Hilfssatz 2: Es sei ein algebraischer Zahlkirper x gegeben. Dann 
existiert eine nur von x abhiingige Konstante h mit folgenden Figenschaften. 


Die Funktion £,(s) ist abgesehen vom Pol erster Ordnung s=1 in dem 
Teil der Ebene, welcher rechts von der stetigen Kurve 


1 


6=1-—jj05;— fiir t28, 
1 
(17) 6=1— hlog®s fir —3<ts3, 
o=1 : fiir t<—3 


~~ hlog*® (— t) 


liegt, inkl. der Kurve selbst, reguliir und von 0 verschieden; es ist ferner fiir 


‘ 1 
(23, 621 — Fiogia 


| S(8) 
(18) | §(8) 
Mit anderen Worten: Die fiir «> 1 durch die Reihe 
log Np 
19 = 
(19) ee 


p,m 





<hlog® \t. 


dargestellte Funktion — ae ist auf der Kurve (17) und rechts davon bis 


auf den Pol erster Ordnung s = 1 mit dem Residuum 1 reguldr und geniigt 
der Relation (18) fiir \t|>3, 6>1— Slee" 

Beweis: Vgl. fiir den Kérper der rationalen Zahlen z. B. S. 179—180 
des Handbuches, fiir einen beliebigen algebraischen Zahlkérper S. 667—668 
meiner Arbeit 10, 


§ 2. 
Ich wende nun den Hilfssatz 1 auf die Dirichletsche Reihe (19), 
d. h. die Funktion 


_ &@ - > ->s 
£, (8) Nyp™ ~ n* 


pm 
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an; um das zu diirfen, mu ich zeigen, dab (9) erfiillt ist, d. h. daB 
(20) >’ log Np -= 0 (log n) 


Np™=n 
ist. (20) folgt, wenn g den Grad des Kérpers bezeichnet, so: es kann n 
nur dann die Gestalt Np” haben, wenn » eine Primzahlpotenz p’ ist; es 
kénnen bei gegebenem =p? nur solche p die Gleichung Np™= 1 er- 
fillen, die in p aufgehen, und es ist p durch héchstens g verschiedene 
Primideale teilbar; hiernach ist 


> log Np< >! log n <g logn = O(log n). 
Np™=n Np"=n 


Bei Anwendung des Hilfssatzes 1 verstehe ich unter 4 und 7’ nicht 
Konstanten, sondern bestimmte Funktionen des ganzzahligen 7 > 2; ich 
setze niimlich 


1 
q~i+ gS T = log’ z; 
dann ist wirklich y >1, 7 > 0, und der Hilfssatz 1 liefert 


y+Ti | tin i 
* t, 
|— = a ds —2xi A(z) | <e “i = =" (log? x + log* x) = 2ce “1 
y-Ti 
(21) = 0(2) 


bei ganzzahlig wachsendem x. Es sei jetzt x gleich so gro, dab 7 >3 
ist. Dann wende ich den Cauchyschen Satz auf das Rechteck mit den 
Ecken 


P=y+Ti, Q=y—-Ti, R=1— hog T ~ Ht, Sm i— Blogs + Ti 


an. Dies Rechteck liegt ganz im Gebiete rechts von der Kurve (17) inkl. 
der Kurve selbst; es enthalt den Pol s=1. Daher ist 


Q s R Q 
(22) m3 0) gy fe2xies fr fr 
in : Poe & 


Nun ist in den Integralen von P bis S und R bis Q der Weg 
y—-1+ rag sg = 0(1)= O(1), der Integrand nach (18) absolut genommen 


< Th log? T = hex “87 — o(2); 


daher ist 


8 Q 
(23) Jo o(a), J- o(a). 
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Ferner ist ae (18) 





1 a logz 
f- 0 fs — seal dt = o(s How? Jogt® r) = 0 (xe *- 80g 1082) (log log 2)" 
(24) = o(2): 


Aus (21), (22), (23), (24) folgt 
Q 
2ai A(x) = J+ o(x) = 2xiz + o(x), 


rere, Sere 4 


> log Np = (4) = a,+---+4,—2+0(2) + 54,=2+0(2). 


Np™s2 


Dies ist zunichst nur fiir ganzzahlig wachsendes x hergeleitet; fiir 
stetig wachsendes x ist daher 


v(x) = o([z]) = [2] + o(z) = + o(2), 
und der hiermit bekanntlich fiquivalente Primidealsatz ist bewiesen. 


§ 3. 
Es werde jetzt, abweichend vom vorigen Paragraphen, 


T ne jViogz 


gesetzt; 4 sei, wie dort, 1 + legs - Dann gibt der Hilfssatz 1 fir ganz- 
zahlig wachsendes x 


+Ti otis 1 
| x” &, (8) ales’ x 
|— J =" ds—2xi A(z) < c~— (lo x+log* xz) = 2ce 
Si ja (8) ( ) Viogz = ( 8 8 ) ‘ pViog = 
(25) =0 (2 fis: 


x sei gleich so groB, dab 7’ >3 ist. Der Cauchysche Satz werde auf 
genau das Rechteck PQRS des § 2 angewendet, wo nur 7’ die verinderte 
Bedeutung hat. Dann gilt (22), und hierin ist 


: 9 11 - 
(26) f- 0 (7 log® r) a= O (,2- log’® x) = 0 (xe a) 
P ~Vlogz 


ebenso 














Bedingt konvergente Integrale in der Primzahltheorie. 3877 


(27) f- 0 (26 Ver) 


und 
log z 
4 Sat 1 ~ "¥ ~+Viegs 
|- o(s hlog’T log" 7) af (se h log’ x log 2) = 0(ze A log s) 
(28) = 0 (26 ess). 


Aus (22), (25), (26), (27), (28) ergibt sich 


A(z)=2+0 (x6 ) . 
Daher ist 


v(z)=2+0 (xe Vee=) 


fiir ganzzahlig wachsendes, folglich auch fiir stetig wachsendes z. 
Hiermit ist bekanntiich auch 


#(x) = 3 log Np=2+0 (26 =) 
Npsex 


und durch partielle Summation*) auf Grund der Identitit 


zx 


x(x) = >“ —&@—1) 


log n 


d _& ae 
wf tt, (oe) 


3 


die Relation 


bewiesen. 
§ 4. 
Wenn es sich speziell um den Kérper der rationalen Zahlen handelt, 


steht statt des Hilfssatzes 2 ein schirferer zur Verfiigung, naimlich der 
Hilfssatz 3: Die Funktion €(s) verschwindet nicht fiir 


1 
(29) ¢21i- 20 log |t| ? |t]|>%, 
wo t, eine gewisse absolute Konstante >1 ist. Ferner ist fiir das Gebiet (29) 
(8) | 
(30) ts) | < H log? |t|, 


wo H eine absolute Konstante ist. 
Beweis: Vgl. S. 329 des Handbuches. 


*) Vgl. z. B. S. 195—196 des Handbuches. 
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§ 5. 
Nun wende ich den Hil‘ssatz 1 auf 
f(s) 
f8) = — Fe 
an und setze dabei 


~!_visgs 
7] = 1 os gs? T=» . 


Dann liefert er fiir ganzzahlig wachsendes x 





y+Ti 1+—— 1 
log z ———Vlogr 
fz e® as — Qi A(2)| <0 —— (log? + log? 2) — 0(xe va logs 
| ——Vlogz 
| V 20 


z &(s) 
iil e 


: /log x 
(31) = 0(268"™ ). 


Ich nehme z gleich so groB an, dab 7'>¢, ist, und daB das Gebiet 
~¢¢ie¢t, o>1= Slog? keine Nullstelle von ¢(s) enthiilt; beides ist 


ja fiir alle hinreichend grofen z erfiillt. Alsdann wende ich den Cauchy- 


schen Satz auf das Rechteck mit den Ecken 
‘ ame 1 P 1 . 
P=7+Ti, Q=7-Ti, R=1—sg7— 7%, S=1— sviogrt Ti 


an. Der Integrand ist auf diesem Rechteck und darin mit Ausnahme des 
Poles s = 1 reguliir: 


mm —fliganfamerfifef 
-Ti 


Hierin ist jeder der Wege PS und RQ von der Linge 





1—1+ soiog 7 — 21) = O(1) 


und der Integrand auf ihnen nach (30) gleichmibig 


1 


x a xr 3 one 
_ log? 7) = 0 (ze yo" log? 2) = 0(ze 5 View ); 


lo; 
zx 
o(2 


daher ist 


: 1 2 1 — 
(33) f = O(ze#"**), f = O(ze#”***). 
7 i 




















2} 
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Ferner ist nach (30) 


f- 0 foe =” log’tdt— 0 0 (2! seer log! 7) i (ce Yavirs log*a) 
(34) - (xe 3”) 
Aun (81) (62), (88), (84) fol 
2xi A(z) =f + 0(z<*™*) or 0 (26 iv), 
A(z) ss + O(26 oo, 


(35) v(2) = >) logp = x + O(26 seis 


p™sa 


(35) ist fiir ganzzahlig wachsendes x bewiesen und gilt infolgedessen 
auch fiir stetig wachsendes x. Daraus folgt 


ee 
O(a) -> logp=2+0 (2e#”™**) 
pse 


und hieraus schlieBlich in bekannter Weise*) durch partielle Summation 


we Se 2. + 0(ze -<-Viog ‘) 


Géttingen, den 26. Mai 1911. 


*) Vgl. z. B. 8. 383 des Handbuches. 














A. Sziics. 


Sur lextrémale qui joint deux points donnés. 
Par 


Apotpue Sziics & Budapest. 


1. Considérons les équations 


a @F aF_ 


dtdx dx 9, 
a 0F aF 

(1) dtdy day 9, 
ad @F aF 
dt ae =z 0, 


qui définissent les extrémales relatives 4 lintégrale 


4 
(2) [Fay 40,9, 2)dt, 
4 
ou 
, @2 ,_ dy ,_ az 
oie if 


Nous supposerons 
(3) F(a, y, 2, ka’, ky’, kz’) = kF (a, y, 2, x,y, #), 
k étant un nombre positif queleonque (cela nous assure que l'intégrale (2) 
ne dépend pas du choix du paramétre ¢) et de plus, pour simplifier, que 
la fonction F est analytique lorsque 

1° le point (2, y,z) est dans un certain domaine R, 

2° a’? 4+ y2 + 22? +0. 

Dans certaines conditions qu’il est inutile de rappeler et que nous 

supposerons remplies, on peut faire passer, par chaque point P,(2, ¥, 2) 
intérieur & R, une extrémale et une seule*) avec une direction initiale 


arbitraire (c’est-i-dire, en se donnant arbitrairement les valeurs initiales 
de 2’, y’, #). 


*) Les extrémales qu’on déduit les unes des autres par une transformation de 
paramétre sont considérées comme identiques. 
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Dans ces mémes conditions, on peut trouver, pour tout domaine R, 
intérieur & R, deux nombres fixes r et | tels que, si Von prend dans R, 
deux points quelconques P, et P de distance infériewre a r, on peut joindre 
le point P, au point P par une extrémale et une seule de longueur in- 
férieure a 1. 

Nous allons proposer, pour la démonstration de ce théoreme, une 
méthode simple, applicable sans changement tant au cas du plan qu’au 
cas de l’espace & un nombre quelconque de dimensions. 


2. On sait quelles sont les difficultés du probleme. Considérons un 
point (%», Y%, %) & Vintérieur du domaine R et les extrémales qui passent 
par ce point, représentées par des équations de la forme 


x= f(t, Lo, Yor 201 Xo» Yor 20)» 
(4) y= p(t, Xo» Yor 209 Xq Yo» Zy), 
2= W(t, 2, Yor 20» Zor Yor 20)» 


0 Lo Y%o> % désignent les valeurs de 2’, y’, 2 pour ¢= ©. On peut sup- 
poser que ¢ est proportionnel 4 la longueur de l’are compté 4 partir du point 


P,, le facteur de proportionnalité étant un nombre positif arbitraire: ns 


Ve 
C’est ce qui arrive, en effet, si l’on adjoint aux équations (1) non in- 
dépendantes, |’équation 

2 
(1y ra" +yy’ +22" =0 (2"— s ete.) 
et la condition 


(5) Xp * + Yo? + 2? = 0 = const. 


qui achévent de définir les fonctions f, gp, v. 
Le point P, supposé fixe, les fonctions f,g,~ dépendent de quatre 
variables: t, 2», ¥y, 2) qui se réduisent a trois en vertu de la condition (5). 
Lorsqu’on cherche & déterminer ces trois variables en fonctions de 
z,y,2, le point P(a,y,2) étant suffisamment rapproché du point P,, le 
théoreme classique sur les fonctions implicites est inapplicable, puisque 


pour ¢=0, toutes les neuf dérivées rb, Io ib, meey a sont nulles. 
Pour parler un langage plus intuitif, on peut dire que le champ de 
courbes (4) présente une singularité au point P, et qu'il est évidemment 
impossible d’établir une correspondance biunivoque entre tous les points 
dun certain domaine refifermant P, a son intérieur et les points 
Q(t, Xo’, Yo) %) (avec a'* + y,? + 4'* = @), puisqu’au seul point P, cor- 
respondent une infinité de points Q. 
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Pour démontrer le théor’me proposé dans le cas de n= 2 (nous 
désignons d’une maniére générale par n le nombre des fonctions inconnues 
figurant dans J’intégrale qu'il s’agit de rendre extrémum), M. Bliss*) 
emploie un raisonnement remontant a WeierstraB**) qui n’est guere 
susceptible de généralisation pour n > 2. 

M. Bolza***) tourne la difficulté en introduisant les coordonnées 
polaires du plan. Le succés de sa méthode tient au fait que les coordon- 
nées polaires présentent a l’origine la méme singularité que les extrémales 
issues d'un point fixe. Il n’en est plus 
de méme dans le cas de |’espace. Ici, 
avec les coordonnées polaires, ce n’est 
t rt pas seulement a l’origine que certaines 
coordonnées deviennent indéterminées, 

i. mais tout le long d'une droite (I’axe 
vig. 1. des 2). 

La méthode suivie (dans le cas 
de n quelconque) par M. Hadamard+) consiste & faire un grand nombre de 
transformations de coordonnées et 4 prendre, aprés chaque transformation, 
la variable z comme paramétre. Cette démonstration entraine quelque 
longueur. 

Notre méthode réussit grice 4 un choix particulier de coordonnées 
(non cartésiennes) et a l’emploi de l’extension du théoréme sur les fonc- 
tions implicites, donnée par M. Bolza. 


A) 





3. Commengons par rappeler une premiére extension due a M. Bolza+*+). 
Soient 


h(a, ine L,), = 7 F(X, oo L,) 


n fonctions admettant des dérivées premieres continues dans un domaine A, 
C un ensemble borné fermé intérieur}++) au domaine A et [ l’en- 
semble (y,, ¥,°-*,¥,) qui correspond 4 C par les équations 





*) Bull. Am. Math. Soc. 13 (1907), p. 321. 
**) D’aprés Bolza, Vorlesungen iiber Variationsrechnung, p. 272. 
***) Bolza, loc. cit. p. 270. 
+) Hadamard, Legons sur le calcul des variations I, p. 114—122 et p. 497—511. 
+t) Math. Ann. 63 (1907), p. 247 et Bolza, Vorlesungen, p. 160. M. Bolza fait 
lui-méme usage de cette extension dans la démonstration (pour n = 2) du théoréme 
en vue. 
+++) Nous entendons le mot intériewr toujours au sens strict ce qui veut dire 
que tous les points (a$,---,2°) de C peuvent se renfermer dans des cubes 


|a;,— 28| <8 (¢=1,---+,m) 
situés dans le domaine A. 

















eee ed 
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i= f@, ae ,), 


(f) 


Yn = Fa(%is + +» Bq): 
1° le jacobien Bes est différent de zéro en chaque 
point de C, 
2° & chaque point. de [ correspond réciproquement un 
point unique de C. 
Il existe alors un nombre r tel que, d tous les points (y,,---,y,) pris 
dans le domaine 
(f), lIy—nKISn-++ lyse 
[(y?,---,y%) étamt un point quelconque de [], les equations (1) font cor- 
respondre un seul systéme de valeurs (x,,--+,x,); en d’autres termes, que 
%,,°**,2, sont des fonctions bien déterminées (& dérivées premieres con- 
tinues) des variables y,,---, y,, non seulement dans le domaine [, mais 
aussi dans le domaine un peu agrandi ([),. 


On suppose que 


4. Reprenons maintenant les équations (4) et supposons d’abord, 
pour simplifier, le point (a, y, 2) fixe. Nous admettons que, 2’, yo', 2) 
satisfaisant & la relation 
(5/ ty? + 99° + = 1 
les fonctions f, gy, » sont réguliéres pour |¢|<r et 

(f—%)? + (p—%)? + (Y—%)?> 0 


O0<|t}<r. 
Il s’agit de résoudre les équations (4) et (5°) par rapport a t, 2, Yo, 
lorsqu’on se donne le point P(z, y, 2). 

Nous définirons la position du point P par quatre variables dont 
trois, a, B, y, seront proportionnelles 
aux cosinus directeurs du vecteur qui 
joint les points P, et P, dirigé toujours 
dans le sens des ¢ croissants et la 
quatriéme: r sera la longueur de ce 
méme vecteur compté positivement ou 
négativement suivant que l’extrémale 
part de P, et aboutit & P ou in- 
versement. On voit que la variable r 
passe avec ¢ des valeurs négatives 
aux valeurs positives. De cette fagon, 4 chaque point géométrique de 
espace (x, y, 2) correspondent deux points: 


(a,B,y,r) et (—a,—6,—y,—-1), 


tant que 





Pig. 2. 
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et Yon a 
(6) Z—%m=+, y—m =r, 2—“4=11, 
ao + B+ y? = 1? (A>0). 


Voici maintenant le principe de notre démonstration. 
Aux quatre variables «, 6, y,7 nous joignons encore g et nous ferons 
voir qu’on peut résoudre, par le théoreme cité de M. Bolza, les équations 


| i(f—2) ~— 
Vi—2,)?+(o—-yyr+y—H) ’ 
___ 4(@—H) ~— 
V¢- &y)* + (p—H)*? + (Y— %)? ; 
(7) w—z) 


Vi=2+@—w+O—aF 
V(f—20)*+ (p—uo)* + (¥—4)* = 1, 


"9 rg 2 
Ly" + Yo t+ %y =e 





qui définissent 


: a“, B, Y, 7, @ 
en fonctions de 


oy Yor 20, #, A, 
par rapport a ces derniéres variables: z,', y,, 2, ¢t, A. 
En effet, les premiers membres des équations (7) sont réguliers 
dans le domaine 
1—d<a?+y%7+ 4 7<14+4, 
A — ——_ $ts ——_) 
—o<1i<+o 





auquel le domaine fermé 

(C) fo*+%?*+4°=—1, t=0, 1=—1 

est intérieur. 

Au domaine C correspond par les équations (7) un certain domaine 
e+ f+yi=1, r=0, g=1 

et il y a correspondance biunivoque entre les points des deux domaines: 
c= Xo, B=y%, y=%, r=0, e=l, 
Ty =, ¥ = B, 4 =7, t=O, 4=1. 


*) La régularité est assurée tant que l’arc s est inférieur en valeur absolue a 1; 


8 : t 
comme ‘= —-, elle sera encore assurée, si |t) <—— 


@ yi+o 
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De plus le jacobien 
A= D(a, B, 7,7, @) 
D (ays Yo » ot, 4) 


est différent de zéro dans C, comme nous le vérifierons dans un moment. 

Nous sommes donc en mesure d’appliquer le théoreme de M. Bolza 
qui permet de conclure que les équations (7) sont résolubles par rapport 
aux variables 2%, Yo, 2, t, 4 quand les variables «, B, y, 17, @ sont prises 
dans un certain domaine 

l—-e<e@+P+ycl+e, rcn, l—eXecit+e 

et a fortiori, lorsque 
(F’) —% STS, 7+ P+Y7=—1, ox. 

Dans le domaine C’ qui correspond & [’ nous aurons donc 


ty? + Yo? + 4*=1, 4=1 





et 
t<l 
oi, cette fois, ¢ désigne la longueur d’are comptée avec un signe a partir 
du point P,. 
5. Faisons enfin le caleul de A. 
4 Of S se or oo «a» 
vi of vi or or ’ 
es et ee 
[‘S ae ar Ww as 
| Dm le ong ~ 8-8) ia Oe, 2% |: 
| 4 of Rivne or or 
| lr ot (f—%) oe °° oe 
[—%» “cae 0 
| : 
P En remarquant que 
dr _ f—% Of , 9—% A , ¥—% OY , 
02, 8 8=6lt OM, + r O02, + r 0m,’ ote. 
il vient 
of o@ ow a! 
0%, 0% O02, ~* 
of og Ow , 


yo 2A AY) AYo AY, Yo : 

o) oe Og oy 
Qs, 0% 28, “* 
of dp dw 
ct at ot 

Mathematische Annalen. LX XI. 25 
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Or si Yon développe suivant les puissances de ¢, on a 
f= % + tay + P(---), 
P= Hot ty + HC---); 
= 4+ ta + H(--:), 
r=tVo + &---) 


et par conséquent 


t+ &(.--) #2(..+) B(---) ay 
ae | Fer Fee? Fy ey 
ef ---))  g(...) B(---) tO) ag’) 


Hy + t(---) yo tt) ee te--) 0 


Le déterminant en facteur s’écrit (en divisant les trois premiéres lignes 
et en multipliant la derniére colonne par /) 


1 + ¢(---) t(---) t(---) ae’ 
aes. SOS. a me es 
t(+-+) os) DAs) at] EG P+) + A(---), 

Ly + t(--+) Ye + t(. ++) Z + t(--+) 0 


done 


A = — 21? + ¢(---), 
et dans le. domaine C on a 
— 

Ainsi notre théoreme (7, yo, 2, étant fixes) se trouve démontré. Re- 
marquons que tel que nous venons de l’établir (pour le cas ot P, est 
fixe), il est plus général que l’énoncé primitif, puisque nous avons fait 
voir que, par chaque point P d’une sphere suffisamment petite, passe une 
extrémale et une seule de longueur inférieure & / qui part de P, et une 
autre extrémale analogue qui aboutit a P,. 


6. Il nous reste & étendre notre résultat au cas ot le point P,(%», yo, 2) 
n'est plus fixe, mais susceptible de varier. Pour cela, nous utiliserons un 
autre théoreme de M. Bolza*) qui s’énonce ainsi: 

Soient 

F(%1>°* ++ Zins Yr * +r Yo) (¢= 1, 2,---,m) 
des fonctions a dérivées premiéres continues dans un domaine A de l'espace 
& m+n dimensions (%,,-.-,2,.5 yy °°", Ya)s 

C un ensemble fermé et borné intériewr au domaine A. 


*) Math. Ann. 63 (1907). Bolza, Vorlesungen, p. 167. 
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On suppose que 1° en tout point de C, les variables z,,---, y 
font aux équations 


(II) AC ae Ys" +7 Yn) = 0 (¢=1,2,---,m), 
2° dans ce méme domaine C, les équations (II) sont résolubles par 
rapport aux y, ce qui veut dire que des équations 
f(%, "tty Bay %: 5 sa yn) -0 
Fi y9 °° *y Say WY) =O 
vérifiées dans C, il résulte 
y= 5 oe y, = v5 
= Pths::+s fy 
a D(Y, 5+ +5 Yn) 


satis- 


(é= 1, 2,--+,m) 


et 3° le jacobien 





n'est jamais nul dans C. 

Dans ces conditions, il existe un nombre r tel que, a tous les points 
(@,, +++, %,,) pris dans le domaine 
(1), |e, — a) Sr, +++, |M_e— el Sr 
(a,°,--+, v2 étant les m premiéres coordonnées d’un point quelconque de C), 
les equations (II) font correspondre un seul systéme de valeurs y,,---, y, 
qui seront des fonctions bien définies 4 dérivées premiéres continues de 
%,,***, £, dans le domaine (f),. 

Cela posé, cherchons a résoudré les équations (4) en supposant cette 
fois le point P,(%, Yo, %) variable dans un domaine R’ intérieur a R. 
Nous admettons qu’il est possible de prendre pour tr une valeur constante 
quelle que soit la position de P, dans R’. Assujettissons le point P, a 
rester dans un domaine R, intérieur 4 R’ et appliquons le second théo- 
reme de M. Bolza aux mémes équations (7) écrites sous la forme 

_ AC f— %) LZ 
V¢f— a»)? + (@ — Yo)? + (b — %)* 

dont les premiers membres sont a dérivées premitres continues dans le 
domaine A défini de la maniére suivante: 


a=0O, ete. 


le point (2, Y¥), 4) est dans le domaine R,, 
(A) J1-d<a,*+y%+427<1+8, |t| Sig?’ 0<A, 
a, B, vy, 7, @ quelconques. 
Le domaine ( défini par les faits que 
le point (7, ¥, 2) appartient a R,, 
(C) Le? +y%?*+47=—1, t=0, A4—1, 
| e+ P+7?=1, r=0, o=1 
est intérieur au domaine A. 
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Assimilons, pour appliquer le théoreme de M. Bolza 
9,7, &, B, y, 1, Yo. % BUX F 
et 
A, t, Ses Sor Me aux ¥: 
on vérifie alors que toutes les conditions requises sont remplies et ainsi 
le théoreme énoncé au début se trouve démontré dans toute sa généralité. 


7. Nous avons considéré jusqu’ici le cas de l’espace & trois dimensions. 
Rien n’empéche de traiter par la méme méthode les extrémales relatives 
a Vintégrale 

: ’ dx dx, 
J F (x, vy Ley qt? teey dt )dt 
h 
en faisant sur la fonction F(#,,---,2,, 2,,---,”,) des hypotheses ana- 
logues & celles que nous avons faites sur la fonction F(z, y, 2, 2’, y’, 2’). 
Les équations (1) et (1) seront remplacées par les m + 1 équations 


d or oF , 
dt 0x; ja 7° (t= 1,2,---,n), 
C/U +--+ an," =0, 
et les équations (4) par celles-ci F 
(4) %,= f(t, Dyoy- +s Lyor Lior" * *» Bio) 
auxquelles nous substituons les suivantes 
a = a; (i=1,---,m), 
VA, _— 2)? + — + 4A— ry o)* 
(7) VAi—2)?+ + U,—2,.)—", 
ty +++ + 20 =@ 


(2,9 et x,, désignent les valeurs de x, et « pour ¢ = 0). 
Nous avons ici 


dias V(a,- 9)" . setae + (@,— Se)"; 


pune 
e=1" 
. 


i0 


(A>0) 


avee la méme convention sur le signe de r que tout a lheure. Tous les 
raisonnements s'appliquent sans modifications aux équations (7). 

On peut suivre évidemment la méme marche dans le cas du plan oi 
nous avons affaire & deux fonctions 


t= f(t, Lo, Yo: Ze, Yo ) , 
Y¥ = D(t, Xo; Yor Lor Yo ) 





i 


; 





Sur l’extrémale qui joint deux points donnés. 389 


et & quatre variables «, 6, r, 9 définissant la position d’un point. Cependant, 
ici, on peut réduire ces quatre variables a trois, en introduisant l’angle a 


que fait avec l’axe de z, la tangente a l’extrémale au point (2, y,). Les 
équations des extrémales s’écrivent alors*) 


die f(t, a, Xo, Yo)» 
¥ = P(t, 4, Ly, Yo) 
et, au lieu de celles-la, on résoudra par rapport a A, ¢, a les trois équations: 


if— Ly) = 
Vf — %)* + (@ — y)* ; 
A(qg — 
2—f_) B, 


Vf—2)+o—H) 
V(f—%)?+ (~—%)? =". 
Le domaine C sera ici 
(C’) t=—0, O<a<2a, i—1. 


8. Application ala Mécanique. — Les résultats précédents peuvent 
s'appliquer au principe de la moindre action lorsque le systeme considéré 
est holonome**), les liaisons indépendantes du temps et que les forces 
appliquées dérivent d’une fonction de forces U’ dépendant de la seule 
position du systéme. Désignons par ¢ le temps, par 4,, %,°°*, q, les 
coordonnées du systéme, par 7’ la demi-force vive et par h la constante 
des forces vives. Une fois la constante h donnée, les trajectoires se déter- 
minent en annulant la variation premiére de l'intégrale 


T= VT(U+h)at. 


C’est la forme due a Jacobi du principe de la moindre action***). 
L'intégrale J ne dépend en vérité que de la trajectoire et non de la 
loi d’aprés laquelle cette trajectoire est parcourue. En effet 


- ‘ n . a“ dn das 
T= 3 D> Dana a? 
1 1 


ou a,, (= a,,) ne dépend que des variables g,, q,,---,q,- L’intégrale J 
s’écrit done sous forme paramétrique 


*) Voir Bolza, Vorlesungen, p. 213. 
**) Appell, Traité de Mécanique rationnelle II (1902), p. 296. 
“**) Appell, Traité de Mécanique rationnelle II (1902), p. 426. 
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. i ———— — 
I= fVO+RV$ SS, d9,09, 
et les trajectoires seront définies par les équations 


dq; 
dt 


=4;; 
(8) 7 Fin te Se Fi FO VTL h — AVU+h ys 50,4; % = 
mae SS 4% 4. 


— 
(¢é = 1,2,--+,m) 
oi t représente un paramétre arbitraire. 


Les équations (8) n’étant pas indépendantes, joignons au systéme (%) 
(au lieu de l’équation Sq, q,’ = 0) l’équation 


1 +8 ony 
(9) : 544; 4 —(U+h) = 0. 
Nous tirons de la 


/ 


Ss name 
5 a> Hil G 44; 
a=} / 2-5 


La signification mécanique de |’équation (9) est évidente. Elle représente 
Yintégrale des forces vives, donc rt ne sera autre chose que le temps et 
Yon est ramené, pour déterminer le mouvement, aux équations 


d dq, dq, aU pore 
Fi (4 dt +- “+ @,. dt) - Fe, =() (a= 1,2,---,m). 


Supposons maintenant que le déterminant 


Ay,°°* Gy 


G.-°*@ 


“an 


soit différent'-de zéro dans un domaine R des variables q,,q,,---,4,. On 
peut alors trouver, pour tout domaine Ff’ fermé et borné, intérieur a FR, un 
nombre 4, tel que tous les mouvements satisfaisant a l’équation 


1 i “a — - 
Fo tu, GQ = U+h 


et passant pour /=0 par un point arbitraire (q,°,---, 4°) de R’, soient 
réguliers dans |’intervalle 


~&St<ih. 
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Dans ces conditions, le théoreme énoncé au début est applicable ce 
qui revient a dire qu'il existe, pour tout domaine R, fermé et borné, in- 
térieur @ R, deux nombres r et | tels que, si la ,,distance“ de deux positions 
Qo(Qi°, >> 5 U2) 4 OQ, ++ +> G,) est inférieure a r, cest-d-dire 

Va- an +--+ Gay <r, 
il existe (la constante des forces vives ayant la valeur fixe h) un mouvement 


et un seul qui améne le systéme de la position Q, a la position Q pendant 
un intervalle de temps plus court que I. 





Berichtigung 
zu dem Aufsatz von Franz Lukaes: ,,Eine unstetige und differenzierbare Funktion“. 
Math. Ann. 70, 8. 561—562. 

Unter diesem Titel gab ich ein Beispiel einer Funktion mit gewissen bemerkens- 
werten Eigenschaften. Es kam mir inzwischen zur Kenntnis, daB Herr W. D. A. West- 
fall in dem Bull. Am. Math. Soc. (2) 15, 8S. 225—226 dasselbe Beispiel schon im 
Februar 1909 veréffentlicht hat. Ich méchte noch hervorheben, daB Herr Westfall 
auch eine weitere, von mir nicht bemerkte, interessante Eigenschaft derartiger Funk- 
tionen fand. 


Budapest, den 15. Okt. 1911. Franz Lukaecs. 
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Ober die Bewegungsgleichungen eines starren Korpers. 
Von 


P. Woronerz in Kiew. 


Die Differentialgleichungen der Bewegung eines starren Kérpers werden 
gewohnlich auf ein im Raume unbewegliches Koordinatensystem 0, 2, y, 2, 
oder auf ein System Oxyz bezogen, das mit dem Kérper fest verbunden 
ist. In den wenigen Fallen, wo ein Koordinatensystem Mén£ benutzt 
wird, welches sowohl in bezug auf Oxyz, als auch in bezug auf 0, 2,y,2, 
beweglich ist, wird doch meist vorausgesetzt, daB der Pol M entweder 
im Raume fest ist oder mit dem Schwerpunkte des Kérpers zusammen- 
fallt.*) Es ist aber méglich auf Probleme hinzuweisen, wo die An- 
wendung eines Achsensystems MEyf mit beweglichem Pole M, der 
nicht mit dem Schwerpunkte des Kérpers zusammenfillt, bedeutende Vor- 
teile bieten muB. Betrachten wir, z. B., die Bewegung eines starren 
Kérpers, der ohne Gleitung auf einer gegebenen Fliche S, rollt. Wiihlen 
wir zum Pole des Systems Myf den Punkt, in welchem die Oberfliche S 
des Kérpers die Fliche S, im gegebenen Momente beriihrt, so werden die 
Bewegungsgleichungen des Kérpers, welche die resultierenden Momente 
der wirkenden Krifte enthalten, unabhiingig von der normalen Reaktion 
der Flache S, und von den Projektionen der Reibungskraft sein. Vernach- 
lissigen wir also die Momente der rollenden und der bohrenden Reibung, 
so ergeben diese Gleichungen und die Bedingungsgleichungen, denen der 
Kérper unterworfen ist, das volle System der Differentialgleichungen, 
welche die Bewegung des Kérpers bestimmen. Die iibrigen Bewegungs- 
gleichungen dienen nur zur Bestimmung der erwihnten normalen Reaktion 
und der Projektionen der Reibungskraft. 

Die vorliegende Abhandlung zerfillt in zwei Teile. In dem ersten 
werden die Bewegungsgleichungen eines starren Kérpers in bezug auf 
ein Achsensystem Ménf{, das eine beliebige gegebene Bewegung hat, 


*) Vgl. z. B. E. J. Routh, The advanced part of a treatise on the Dynamics of 
a system of rigid bodies. Ch. L. 
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aufgestellt. Im zweiten Teile werden die erhaltenen Bewegungsgleichungen 
auf das Problem der rollenden Bewegung angewendet und an einem ein- 
fachen Beispiele erliutert. 

Die auf das Achsensystem ME bezogenen Bewegungsgleichungen 
werden wir aus dem folgenden Satze*) der Dynamik materieller Punkt- 
systeme entwickeln: ,,Die geometrische Derivierte P des Vektorensystems P, 
das aus den BewegungsgréBen der materiellen Punkte besteht, ist dem 
Vektorensysteme TT der wirkenden Krifte und Reaktionen fquivalent“. 
Wiire der Pol M, in bezug auf welchen die resultierenden Momente der 
Systeme P und TT berechnet werden, ein unbeweglicher Punkt, so wiire 
das resultierende Moment des Systems P der geometrischen Derivierten G 
des resultierenden Momentes G des Systems P geometrisch gleich, sodaB 
der angefiihrte Satz die geometrischen Gleichungen 


wo L, G und A, T die resultierenden Vektoren und die resultierenden 
Momente um M der Systeme P und TT bezeichnen, ergeben wiirde. Ist 
aber, wie im gegebenen Falle, der Pol M ein beweglicher Punkt, d. h. 
sind seine Koordinaten 2,, y,, 2, in bezug auf das im Raume feste Achsen- 
system O,2,y,2, Funktionen der Zeit ¢, so miissen die angefiihrten Formeln 
durch die folgenden ersetzt werden: 


(1) (L)=(A), (4) +(K)=(0). 


Hier bezeichnet K das Moment des resultierenden Vektors 1 um den 
Koordinatenursprung 0,, wenn dieser Vektor am_,,derivierten“ Pole 
M'(%,, ,, 2,) angreift. Die GréBen 2,, ¥,, 2, sind die Differentialquotienten 
der Koordinaten z,, y,, ¢, des Pols M nach der Zeit ¢. 


1. 


Wir denken uns auBer dem im Raume unbeweglichen Koordinaten- 
systeme O,2,y,2, ein System Oxzyz, das mit dem starren Ké6rper fest 
verbunden ist, und bezeichnen mit p,q, 7; a,b, ¢ die Projektionen der 
momentanen Winkelgeschwindigkeit m des Kérpers und der Geschwindig- 
keit des Pols O auf die x,y, z-Achsen. Dann ist die lebendige Kraft T 
des Kérpers eine homogene Funktion zweiten Grades der GréBen p, q, r, 
a,b,c mit konstanten Koeffizienten. 

Wir fiihren noch ein drittes orthogonales Koordinatensystem M£n{ 


*) G. K. Souslow, Grundziige der analytischen Mechanik (russisch), Bd. I, § 192, 
Kiew 1900. 
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ein, wobei wir voraussetzen wollen, daB die Koordinaten x, y, z des 
Pols M in bezug auf das System Oxyz und die neun Kosinus 4, 1’, ---, v” 


z\ly|le 
E 4 a’ 12" 
n| wu |a” 
t viv iv 

















der Winkel, welche die &, 7, €-Achsen mit den 2, y, z-Achsen bilden, ent- 
weder als Funktionen der Zeit ¢ oder als Funktionen der Koordinaten des 
starren Kérpers gegeben sind. 

Die Projektionen 6,1, ; «, 6, y, welche die Winkelgeschwindigkeit 
des Kérpers und die Geschwindigkeit desjenigen Punktes des starren 
Kérpers, welcher im gegebenen Momente mit dem Pole M zusammenfillt, 
auf die &, 4, -Achsen bilden, werden durch die Formeln 


6=plt+qitri’, 
a =(a+qe—ry)i+ (b4+rx—pz2)i' + (e+py—qa)i’, 
bestimmt. 
Lésen wir diese Gleichungen nach den GréBen p, q, r, a, b,c auf: 
p=ol+tu +n, 
(2) a a . . 
a=ah+ But yy + o(yd”—21) + t(yu"—2y') + n(yr"—2r), 
und setzen wir in die Funktion 7’ ein, so wird 


T(a, b, ¢, DP; q r) _ O(a, B, Ys 6, T, n), 


wobei 
ee oT OF us OF on 
da Ga ++ GH 4 + Ge?» 
(3) pe haa Wf . 
Te) OF sas “i oT 
ae pa 4 SE) +++++ eed t--:, 


0G 


ist. Nun sind aber die Derivierten von 7' nach den GréBen a, b, ¢, p, g,7 
gleich den auf die z, y, z-Achsen genommenen Projektionen des resultieren- 
den Vektors und des resultierenden Momentes um O der BewegungsgréBen 
der materiellen Punkte, aus denen wir uns den Kérper zusammengesetzt 
denken wollen. Den aufgestellten Formeln zufolge haben wir also 
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09 Ch) 
aq — L cos (L, §), 5_ — & cos (G, §), 


wo LZ und G, wie in den Formeln (1), den resultierenden Vektor des 
Systems P und sein resultierendes Moment um den Pol M bedeuten. 

Bezeichnen wir mit 2,,y,, 2, die Koordinaten des Pols M in bezug 
auf das im Raume feste Achsensystem O,2,y,2,, so sind die Koordinaten 
des derivierten Pols M’ in bezug auf dasselbe System gleich %,, ¥,, 2,, 
d. h. gleich den Differentialquotienten von 2,, y,,2, nach der Zeit ¢, folg- 
lich haben die Koordinaten des Punktes M’ in bezug auf ein Achsen- 
system, dessen Ursprung mit dem Punkte O, zusammenfiillt und dessen 
Achsen den &, », §-Achsen parallel sind, die Werte 


(@+a+qe—ry)at+ (y¥+b+ra—pz)i' + (2@+¢+py—qz2)d’, 
oder &'+ a, y'+ 8, §'+ y, wenn wir der Kiirze wegen die Bezeichnungen 
(4) Smal y+ 2", Pmaut---, Sm avt--- 
einfiihren. Projizieren wir also den in (1) auftretenden Vektor K auf 
die —, 7, ¢-Achsen, so wird 


K cos (K, 8) = (x + B) $° — (¢' +7) $8, 


Das Achsensystem Oxyz bewegt sich in bezug auf das System MEn§ 
mit einer Winkelgeschwindigkeit ,, deren Projektionen 6,, t,, m, auf die 
&, 7, €-Achsen nach den bekannten Formeln der Kinematik 
(5) 6,=urtur+u'r’, = vi +>: nm =Au+--- 
zu berechnen sind, folglich sind die auf dieselben Achsen genommenen 
Projektionen der Winkelgeschwindigkeit des Achsensystems My in bezug 
auf das im Raume unbewegliche System O,2,y,2, gleich 6 — 6,, t—1,, 
n— Nn. 

Wenden wir jetzt die geometrischen Gleichungen (1) an, indem wir 
die in (1) enthaltenen Vektoren auf die &, 7, ¢-Achsen projizieren, so 


erhalten wir die Differentialgleichungen der Bewegung des starren Kérpers 
in der Form 


qdoo0,, AS) 09 
ae (t—1) oy (n—,) ee A, 


” — : | 
d 00 20 090 , 8 , , 09 
dt 96 + (F—%) an — —) 5 + +B) 5, — C+ 0) 5g = Mes 


wo A;, A,,--+, Ff; die Projektionen des resultierenden Vektors und des 
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resultierenden Momentes um M der auf den Kérper wirkenden Krifte und 
Reaktionen bezeichnen. 

Sind die auf den Kérper wirkenden Krifte und die Bewegung des 
Achsensystems ME gegeben, and sind die Reaktionen und die Pro- 
jektionen «, B, y, 6, t, m der Geschwindigkeit des Punktes M und der 
Winkelgeschwindigkeit des Kérpers durch die Koordinaten des Kérpers 
und durch die Differentialquotienten derselben nach der Zeit ausgedriickt, 
so bestimmen die erhaltenen Gleichungen (6) diese Koordinaten als Funk- 
tionen der Zeit. 


iI. 


Um von den allgemeinen Formeln (6) zu den Bewegungsgleichungen 
eines starren Kérpers, der ohne Gleitung auf einer gegebenen Fliche S, 
rolit, tiberzugehen, machen wir die Voraussetzung, daB sich in jedem 
Momente der Bewegung ein Punkt des Kérpers in augenblicklicher Ruhe 
befindet. Wiihlen wir diesen Punkt zum Pole des Achsensystems Mé nf, 
so ist der Kérper den nicht holonomen Bedingungsgleichungen 


(7) a=yr—zq, b=zp—ar, c=xq—yp 


unterworfen, und in die Formeln (6) ist 


«=U, Bp=0, y=0 

einzusetzen. 

AuBerdem wollen wir, der Einfachheit wegen, voraussetzen, dab der 
Pol O mit dem Schwerpunkte des Kérpers und die 2, y, z-Achsen mit den 
zentralen Haupttriigheitsachsen zusammenfallen. Wir haben dann, wenn M 
die Masse des Kérpers und A, B,C die zentralen Haupttrigheitsmomente 
bezeichnen, 
(8) 2T = M(a?+?+ ) + Ap?+ B@ + Cr’, 
sodaB wir die Derivierten von O nach 6, 1, zufolge (8), (7) und (2) 
aus der Formel 
(9) 20 = M(a*+ y*?+ 2*)(o?+ 1?+ n*?) — M(Eo+ yr + En)? 

+ A(od+rtu+nyv)?+ Bod +ctu'+nr’)+ Cloi’+ ru” + nr’')® 

zu berechnen haben, wobei 
(10) E—=rAt+yl+2h", y=—xru+---, S=—2v+--- 
gesetzt ist. 


Was nun die Derivierten von 0 nach «, 8, y anbetrifft, so ergeben 
die Gleichungen (3) nach (8) 


3 = M(ai+bi'+ed"), 
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-1 
. 


oder nach (7), (2) und (10) 
00 
5. = M(nn—£r), 


Die letzten drei Gleichungen (6) kénnen also so hingeschrieben werden: 
d ¢cO 00 09 
(il) e+ —n) 5 —@—m) 5, 


+ M[E(G'6 +1'r + 8'n) — (88+ ny + 88)] =F, 


Diese Gleichungen sollen jetzt auf das spezielle Problem der Roll- 
bewegung angewandt werden. 

Wir wihlen als Koordinaten eines starren Kérpers, der auf einer 
gegebenen Fliche S, rollt, nach C. Neumann*) folgende GréBen: die 
GauBschen Koordinaten « und v des Punktes M auf der Oberfliche S 
des Kérpers, in welchem die Flaiche S die Fliche S, berihrt, die 
GauBschen Koordinaten u, und v, desselben Punktes M auf der Fliiche S, 
und den Winkel #, den die Koordinatenlinie u (v = const.) mit der Koor- 
dinatenlinie v, (vu, = const.) im Punkte M bildet. 


A” 














Fig. 1. 


Wir werden, wie iiblich, durch FL, ', G; D, D’, D” die Fundamental- 
griBen erster und zweiter Ordnung**) der Fliiche S bezeichnen. Die- 
selben GréBen fiir die Fliche S, seien F,, F,, G,; D,, Dy, D,”. Der 
Einfachheit wegen werden wir voraussetzen, daB die Linien w und v auf S 
und die Linien «, und v, auf S, die Kriimmungslinien dieser Fiche sind 

F=0, D’'=0, F,=0, D/=9. 

Soll die Bewegung des Kérpers auf der Fliiche S, ohne Gleitung vor 
sich gehen, so ist der Beritihrungspunkt der Oberfliche S des K6rpers und 
der Fliche S, in augenblicklicher Ruhe. Wihlen wir diesen Punkt zum 


*) C. Neumann, Grundziige der analytischen Mechanik, Sitzber. Siichs. Ak. 1899. 
**) Stahl und Kommerell, Die Grundformeln der allgemeinen Flichentheorie, 1893, 
Formeln (4) § 1 und (1) § 2. ° 
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Ursprunge des Achsensystems M£7{, so diirfen wir also die Formeln (11) 
anwenden. Die £, 7, ¢-Achsen lassen wir mit den Tangenten zu den 
Koordinatenlinien « und v und mit der Normalen » zu S in M m- 
sammenfallen. 

Denken wir uns die Oberfliche S des Kérpers durch die Formeln 


= a(u, v), I= y(u, »), z= a2(u, v) 
bestimmt, so sind die Koordinaten x,y,z des Pols M und die neun 
Kosinus 
i= 1 da jl dz —— (52 se — 52 3) 
VE eu’ ° VG dv’ VEG \@uce Ov ou 
gegebene Funktionen der Koordinaten u und v. 
Differentieren wir die Funktionen 4, 1’,---, uw” nach der Zeit ¢: 


i— ye ee 6 + gudo®) + 3a ielye) 


1 Ora . ora Gad 


ise VG (a0 T Oe i) + ie ai(ye): 


und berechnen wir die Ausdriicke 


eee PT oa : ms 
vu+y va” = —_o, vht--- = u 
‘ + u + ‘ VG ’ + VE ’ 
. 1 CE. 0G. 

Agt+---= VEG Ge = 2 i), 
so erhalten wir nach (5) 
P - r >. ) 
(12) 6—— 4 v, t= : “, a= e -Gra- oe i). 

VG VE 2VEG \év au 


Um die Projektionen 6,1, der momentanen Winkelgeschwindig- 
keit @ des Kérpers durch die Koordinaten uw, v, u,, v,, # und durch die 
verallgemeinerten Geschwindigkeiten #, >,--- auszudriicken, zerlegen wir 
die Winkelgeschwindigkeit @ in drei: 

(@) = (@,) + (@s) + (@;), 
wobei , die Winkelgeschwindigkeit des Achsensystems Oxyz in bezug 
auf das System Muvn, @, die Winkelgeschwindigkeit des Systems Muvn 
in bezug auf Mu,v,n, (Fig. 1) und , die Winkelgeschwindigkeit des 
Systems Mu,v,n, in bezug auf O,2,y,2, bezeichnen. 

Die Winkelgeschwindigkeit , wird dann durch die Formeln (12) 
bestimmt, , ist nach Fig. 1 gleich # und lings n, gerichtet und @, wird 
auf iihnliche Weise, wie w,, berechnet. Wir erhalten also nach Fig. 1 
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. em 
6 = — ——0 1_ >, sin? — —+. ut, cos# 
VG -> a 1 Ae: 1 ’ 
s D - D, .” 
18) t= u— La sno + 2 0, cos # 
( ) VE E, 1 ya," , 
ad 1 (OF, 0G), 1 (@F,, 0G6,,\_¢ 
aia 2VEG (5, ou *) + 7a (oe tt, — Ou, is) a. 


Bezeichnen wir mit @ und « die Entfernungen des Schwerpunktes O 
des Kérpers vom Bertihrungspunkte M und von der Tangentenebene 
zu S in M: 

V=27+ "+2, emav+yr+er’, 
so sind g und « Funktionen von wu und », und die Formeln (10) und (4) 
ergeben 
i e ae 
g = VE ou’ 7. V ‘G ev 4 
= VEu, i = VG, = 0 

Setzen wir hieraus in (11) ein, so erhalten wir die Bewegungs- 

gleichungen des or in der Form 


= é, 


d ¢® 
dt de +(e— 1) oe at ns) $e > +M (058 au VE —e5¢ a 


d 00 r7 ; ée t 
dtd +(n—m) 55 5 —(o—4,) 5, — M( Ou VE —o5¢ va) 


di co + (6—6,)$° — (x ,) 2° + Ms(VEue+ VG ir) 


VEi= 


—M(eii-+ eit) are 

wobei © nach (9) durch die Formel 
- 
(15) 20 = Mo*(6*+ r?+ n*) — M(e** VE +o 5S Va ~ en) 

+ A(oht+rut+ny)?+ Bod +ryu'+nv’)?+ C(62"4+ tu"+ nv’)? 
bestimmt wird, sodaB © eine homogene Funktion zweiten Grades der 
GréBen 6, t, n ist, deren Koeffizienten nur von u und v abhiingen. 

Es sei noch bemerkt, daB die in (14) enthaltenen Gréfen [;, T,, T; 
die auf die u, v, n-Achsen genommenen Projektionen des resultierenden 
Momentes um M der wirkenden Kriifte bezeichnen, da ja weder die nor- 
male Reaktion der Fliche S, noch die Reibungskraft Momente um den 
Pol M geben. 

Wir haben noch die nicht holonomen Bedingungsgleichungen (7) 
durch die Koordinaten des Kérpers und durch die verallgemeinerten Ge- 
schwindigkeiten auszudriicken. Za dem Zwecke bemerken wir, daB die 
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Geschwindigkeit y, mit welcher sich der Berihrungspunkt M auf der 
Fliche S des Kérpers bewegt, der Geschwindigkeit y, des Punktes M auf 
der Flaiche S, geometrisch gleich ist. Projizieren wir also die Vektoren y 
und y, auf die Richtungen uw, und v,, so erhalten wir 


VE, it, = VG é cos @— VEu sin F, 

VG,%,= VG oi sind + VE cos. 
Die acht Differentialgleichungen erster Ordnung (13), (14) und (16) 
bestimmen die Koordinaten u, v, u,, v,, # des Korpers und die drei Gripen 
6, t, n als Funktionen der Zeit t.*) 
Der starre Kérper sei, z. B., eine materielle Ebene: 


(16) 


17 x£=ucosv, y=usine, z=0, &®=—w, e«=0, 
‘) , Y 9 ” ° 
Ge E=1, G=wu, D=0, D’=0, 6,=0, 1,=0, n, = —i, 


die gezwungen ist auf einer Kugel: 
18 2, = Kh, sinu, cosv,, y, = A, sinw, sinv,, 2,=— R, cosu,, 
ee) E,= R?, G,= R? sin*u,, D,=— R,, D,” = — R, sin*®u, 
ohne Gleitung zu rollen. Die auf die Ebene wirkenden Kriifte mégen 
eine Resultante haben, die am Schwerpunkte O der Ebene angreift, zum 
Zentrum 0, der Kugel gerichtet ist und nur von der Entfernung der 
Punkte 0 und O, abhiingt: 
f,—0, f.——g—*_,. [,=0, 
¢ » + VR, a4 u? ? > 

gp = Funkt. (VR,?+ «’). 


Wir werden voraussetzen, daB die Trigheitsmomente A und B einander 
gleich sind. Wir haben dann 


A=B=—C, 
sodaB nach (15) 
(19) 20 = Ao®+ (A+ Me*®)t*? + (24+ Mu*)n? 


ist. 


Die acht Differentialgleichungen (16), (13) und (14), welche die Be- 


wegung der Ebene bestimmen, ergeben 


*) Die hier entwickelten Differentialgleichungen der rollenden Ssewegung eines 
starren Kérpers sind ebenso allgemein, wie diejenigen, welche in meiner Abhand- 
lung ,,Uber die Bewegung eines starren Koérpers, der ohne Gleitung auf einer be- 
liebigen Flache rollt“* (Math. Ann. 70) aufgestellt sind, diirften aber fiir die An- 
wendungen bequemer sein. In der Tat, bei Benutzung der Bewegungsgleichungen in 
der form (14) ist es nicht nétig, den recht komplizierten Ubergang von O(u, », 6, tr, ») 
za O(u, v, w,,0,, 4, iu, 6, 3) mit Hilfe von (13) und (16) auszufiihren. 
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R, ti, = ud cos  — vt sind, 
R,%, sinu, = ud sin? + & cos #, 


u 


6 =v, sinu, sin? + u, cos? = R, 


, 


— . 1. 
FG, ane — 6, ene, som — ys, 


(20) n= —t— 0, cosu,— F, 
d . 
= + (n—o)t = 0, 


9 dt ° ° R,u 
(A+ Mu’*) a+ Muir — (A+ Mu*)on + Aov = — gy VEG’ 
(2A+ Mu’) he + Muin+ Mev?or=0. 


Untersuchen wir erst die partikulire Lésung 


u = Uy = const., 
fiir die nach (20) 
t=0, 6=6), N=MN, b= R,*, v= R,*t+0, 
0 0 


wird, wobei die Konstanten 6), ), %) der Bedingung 


(A + Mu,") 69m — Ao? = = Po eta 
geniigen miissen. 

Der Punkt M beschreibt nach (17) auf der Ebene § einen Kreis 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit. Das Zentrum des Kreises fiillt 
mit dem Schwerpunkte des Kérpers zusammen. 

Zur Bestimmung der Bewegung des Punktes M auf der Kugel S, 
dienen nach (20) die Gleichungen 


u, = 6, cos#, 0, sinu, = 6 sin#, 
R, 


u,? 


#=—o,(P+ctgu,sin?), P= = + 
welche die Integrale 


ee = __ P+, cosu, 
sinu, sin® = Pcosu,+C,, v,— C,= arccos Vi+P*—C,*sin wu,’ 
——; (1+ P*) cos u, + PC 
6,V1 + P? (t— C;) = arccos -—— VitP—¢ PPG? et ’ 


wo C,, C,, C, willkiirliche Konstanten bezeichnen, zulassen. Mit Hilfe 
von (18) finden wir hieraus leicht, daB der Punkt M auf der Kugel- 


Mathematische Annalen. LXXI. 26 
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fliche S, einen groBen oder kleinen Kreis beschreibt, je nachdem ‘ie 
GréBe P gleich Null oder von Null verschieden ist. 

Ist % nicht gleich Null, so wihlen wir u zur unabhiingigen Verinder- 
lichen und erhalten aus (20) zur Bestimmung von 6 und » als Funktionen 
von uw die zwei linearen Differentialgleichungen erster Ordnung 


d =" 
(21) i + . = 0, (24 + Mu*) = + Mun — MZ =0. 


Diese Gleichungen lassen die partikulire Lisung 
6=0, n=0 
zu, sodaB nach (20) 
v=0, v = %= const. 
wird. Der Beriihrungspunkt M beschreibt auf der Ebene S eine Gerade, 
die durch den Schwerpunkt der Ebene hindurchgeht. 


Die iibrigen Koordinaten des Kérpers geniigen nach (20) den 
Gleichungen 


du, - dv, .. 1 de 1 
=— — si — = — cos =—=> 8 
du RE, n@, qu SD 7 cos#, 7 R ctg u, cos#, 
sodaB8 wir 
‘ _ C, ctgu 
sinuw, cos#®#=—C,, v,— C, = aresin Vat . 
i—¢, 
1 . cos & 
u— C,) = arcsin ————' 
R, ( ») Vi—(C,? 


erhalten. Der Beriihrungspunkt M beschreibt nach (18) einen grofen 
Kreis auf der Kugelfliiche S,. Die Zeit ¢ wird als Funktion von w aus 
dem Integrale der lebendigen Kraft 


(A+ Mut), =2U 42h, 


wo U die Kriiftefunktion und h eine willkiirliche Konstante bezeichnet, 
durch Quadraturen erhalten. 

Im allgemeinen Falle erhalten wir die Integrale der Gleichungen (21), 
wenn wir A = Mé* setzen und mit C, und C, zwei willkiirliche Kon- 
stanten bezeichnen, in der Form 


1 1 

— Vik? + v2 —-—V2e+u? 
= (’ off ’ R 

ou = CU,e% + C,e Ry ‘ 


1 1 = 
- - —V2k? + uw? , -—V2R+ uv 
nV2k? + uw? = C,e% — Ce ® , 
Bestimmen wir hieraus 


(2? + u*)n? = wo? — 4€,C, 
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und setzen wir in das Integral der lebendigen Kraft ein, so wird nach 
(19) und (20) 
M(k? + u*)(o* + 2*) = 2U+ 2h4+4MC,C,. 
Die Kriftefunktion U ist eine Funktion der Entfernung der Punkte 
O und O, voneinander, hingt also nur von VR,?+ wu? ab. 
Wenn wir noch bemerken, daB nach (20) 


1 . . 1 * 
<2 2 2 2 5,2 2 
6 + = a as «a 
tT R(t “u-vu )» uo R, “rv 


ist, so sehen wir, daB die aufgestellten Formeln die Geschwindigkeit des 
Beriihrungspunktes M und seine Fliichengeschwindigkeit um den Schwer- 
punkt O in der Ebene S als Funktionen der Entfernung « der Punkte 
und O ergeben. Es laBt sich also die Bewegung des Beriihrungspunktes MW 
in der Ebene S mittels Quadraturen bestimmen. 

Was nun die Bewegung des Punktes M auf der Kugelfliche S, an- 
betrifft, so hingt die Bestimmung dieser Bewegung, wie auch der Be- 
wegung eines beliebigen Rotationskérpers auf einer Kugel*), von der 
Integration einer Riccatischen Gleichung ab. 


Kiew, Januar 1911. 


*) Vgl. meine oben erwihnte Abhandlung, Kap. II, § 14. 
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Uber die Lésungen beim Dreikérperproblem in der Nahe der 
Librationszentra. 


Von 


Hans Harpe. in Tiibingen. 


§ 1. 
Einleitung. 


Die Voraussetzungen, die den folgenden Betrachtungen zugrunde liegen, 
sind: Wir nehmen an, daB sich die drei Kérper in einer Ebene bewegen. 
Die Masse des gestérten Kérpers, wir bezeichnen ihn mit P, soll ver- 
schwindend klein sein, sodaB die Bahn des stérenden Kérpers J relativ 
zam Zentralkérper S ein Kegelschnitt ist und zwar mdge dieser Kegel- 
schnitt ein Kreis sein. 

Unter diesen Voraussetzungen existieren in der Ebene der Bewegung 
fiinf Punkte von spezieller Lage, die bestiindig relativ zu den zwei Kérpern 
S und J in Ruhe bleiben und zwar stellt jeder der fiinf Punkte eine 
strenge Liésung des Problems dar.*) Diese fiinf Punkte Z,, L,, L,, L, und L, 
x _ - P : bezeichnet man nach 
“Tee ; AE . dem Vorschlag von 

Pig. 1. Gylden als Librations- 

zentra. Drei von ilnen 

L,, L,, L, liegen auf einer Geraden, die durch S und J geht, wiihrend 
L, und L, mit S und J ein gleichseitiges Dreieck bilden. 

Unter denselben Voraussetzungen, die am Eingang erwihnt sind, und 
unter der weiteren Annahme, daB die Masse von S zehnmal griBer ist 
als die von J, hat Darwin**) eine Reihe von Bahnen und unter anderen 
auch verschiedene periodische Kurven auf empirischem Wege durch schritt- 





*) Siehe z. B. C. L. Charlier, Mechanik des Himmels, II. Band (1907), 9. Abschnitt, 
§1 und 2. 


**) G. H. Darwin, Math. Ann. 51 (1899), S. 523. 


Ose 
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weise mechanische Integration ermittelt. Einige dieser Bahnen verlaufen 
vollstindig oder teilweise in der Nahe der Librationszentra LZ, und L,, 
wihrend in der Gegend der iibrigen Punkte Z,, ZL, und ZL, von Darwin 
keine Kurven berechnet sind. 

Hough*) und unabhiingig davon Charlier**) ist es gelungen auf 
theoretischem also analytischem Wege durch Integration der Differential- 
gleichungen die Bahnen zu ermitteln, soweit sie in der Nahe der Librations- 
zentra verlaufen, und zwar fiir beliebige Werte der Massen von S und J. 
Die Voraussetzungen, von denen sowohl Hough als auch Charlier ausgehen, 
stimmen mit den am Anfang dieser Arbeit erwihnten Annahmen iiberein. 

Hough und auch Charlier beschriinken sich nur auf die erste An- 
niherung, also nur auf die Kurven in allerniichster Nahe der Librations- 
zentra, infolgedessen weichen ihre Resultate in quantitativer Hinsicht von 
denen Darwins oft nicht unbetriichtlich ab. Ich habe mir daher die Auf- 
gabe gestellt in der Anniiherung weiter zu gehen, um bessere Uberein- 
stimmung zu erhalten. Ich beschriinke mich dabei ebenso wie Hough 
auf die Gegend der Librationszentra L, und J,. 


§ 2. 
Die Differentialgleichungen der Bewegung. 


In der Ebene der Bewegung nehmen wir ein rechtwinkliges Koordi- 
natensystem a,y an, dessen Ursprung in S fallt und dessen x-Achse be- 
stindig durch J geht. Die Eimheit der Masse wihlen wir so, dab die 
Masse von S gleich eins ist, als Liingeneinheit wiihlen wir die Strecke 
SJ und die Zeiteinheit wird so bestimmt, daB die Gravitationskonstante 
gleich eins wird. Ist die konstante Winkelgeschwindigkeit mit der J 
um S rotiert, so hat man, wie aus der Theorie der Kepplerschen Be- 
wegung bekannt ist: 


(1) w=—il+u 
wo uw die Masse von J ist. 

Sind zy die Koordinaten des gestérten Kérpers P, so lauten die 
Bewegungsgleichungen***) 


@z oo dy @2 
de 2n dt dx? 





(2) i? d OQ 
d*y . 5 da 
dit + 2" ag ™ Gy? 


*) 8. S. Hough, Acta Mathematica 24 (1901), S. 257. 
**) C. L. Charlier, Mechanik des Himmels, II. Bd. (1907), 9. Abschnitt, § 4. 
***) Siehe z. B. C. L. Charlier, 1. c., 9. Abschnitt, § 2. 
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wobei, falls r die Entfernung PS und A den Abstand PJ darstellt 


2 
(3) 22 =r 4+ 2 +4 (a? +5): 
Wir setzen nun: 
r=@ + g, y oS Be 


wobei a die Abszisse desjenigen der Punkte L, bzw. L, ist, in dessen 
Umgebung wir die Bahnkurven suchen. Die Gleichungen (2) gehen dann 


(da fiir LZ, und J, e (<2) =0 ist) iiber in 


$=) — oy 


o* ania (sax) 8+ (sra9)" +3 (oa) O+(saray)81+a(seay)™ 


att 265 (sea) 8+ (55) 1+4(czray + (ona) *1+3 (Sys) ™™ 


oxdy ox* dy)” dxoy* ey® 


Wihrend Hough und Charlier in (4) bereits die Glieder zweiter Ordnung 
also die Terme &?, £7, 4? nicht mehr beriicksichtigen, haben wir erst die 
Glieder von der dritten Ordnung vernachilissigt. 

Aus (3) ergeben sich die Differentialquotienten von Q. Man findet, 
da sowohl fir Z, als auch fiir L, y = 0 ist, 


CB)-148+0(1+2), 


© (Si) -° 
8) =1— 3 +0(-3) 


Diese schon von Charlier gefundenen Werte gelten sowohl fiir L, als auch 
L,, je nachdem wir unter r, A die zu ZL, oder L, gehérigen Werte ver- 
stehen. 

Analog finden wir 


; fiir L, fir L, 
(3) --9G-£)  --8(G +8). 


aQ\_ 
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Setzt man noch 


BQ) arn 
| (552) = 4% (2) =h, . 
4) 

1 /A°Q 1/ AQ 

2 (a) eS 2 (sea9) = 4d, 
wobei nach (6) sowohl fiir Z, als auch L, 
(8) 2d = — i 
so lauten die Differentialgleichungen 

GE 9,407 ee 2 

ae 2n 7 = ak +e(§ vial 9 7 ), 
(9) 2 1g 

d*y, o., 4 : 

a + 2n7, = by —_ c&y. 

g 3. 


Integration der Differentialgleichungen. 


Vernachlissigt man in (9) die Glieder zweiter Ordnung also die 
Glieder mit §&, 4°, Ey, so erhailt man als Integral, wie man leicht durch 
Nachrechnen verifiziert und wie iibrigens schon Hough und Charlier zeigten 
E — — 1A cos (vt +7) + (Qe! — Que-e’), 

1 = Asin(vi+y)+ Q,e'+ Q,e7%. 
Hier sind A, 7, Q,, Q. die vier Integrationskonstanten. Bezeichnet man 
ferner in der Gleichung 


(11) iM — B(a+b—4n*) + ab =0 


(10) 


die vier Wurzeln mit 4,, 4,, 45, 4, und sind hiervon 4, und A, sowie A, 
und A, entgegengesetzt gleich groB, und sind auBerdem 4,, A, die imagi- 
niiren Wurzeln, wiihrend A,, 4, die reellen darstellen, so werden die in 
(10) vorkommenden GréBen v und o definiert durch 


4? —— v*, A," = + 9°, 


es sind also iv, —iv, 9 und —@ die Wurzeln von (11). Die GréBen 1 
und *& endlich in (10) bestimmen sich durch die Gleichungen 


Ries 2nv ii 2no f 


(12) — gita? — gt—a 
Die Integrationskonstanten A, Q, und Q, sind als klein von der ersten 
Ordnung anzusehen, es ist dann das gleiche mit § und y der Fall. 

Da in (9) die Glieder dritter Ordnung vernachliissigt sind, so diirfen 
wir hierin fiir &*, y? und £4 die Werte einsetzen, die sich aus (10) ergeben. 
Die Differentialgleichungen (9) gehen dann tiber in 
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wt _ on 4" _ag— + © )cos2(vt+7) + “A°— 4° _ (1428) 0, Q 
+ — 3) (Qre+ Quer 208) 
— 21Ak cos (vt+y)(Q, e'— Q,e- &) 
(13) — Asin (vt +y) (Q,ee'+ Qe-e)], 


Ft +20 St —by=—e[—'S nin B(rt-+7) + #(G," e2¢!— Q,2¢-204) 


+ Ak sin (vt+7) (Que! — Quen) 
—1A cos (vt +7) (Qe + Qe-e)]. 


Um das Integral von (13) zu finden, haben wir in den Werten (10) 
fiir € und y rechts noch Glieder zweiter Ordnung hinzuzufiigen. Wir 
machen den Ansatz 

— =—1lAcos(vt+y)+k(Q,e'— Q,e-°') + U, + U, cos 2(vt+ y) 

+ U, cos (vt+y) (Q,e*'— Qye~**) + U, sin (vt-+y)(Q, ee! + Qe-e') 
+ U. Q Peters Q. ag*e*), 
(14) a( 1 2 


y= Asin(vt+y)+(Q,e'+Q,e°¢) + V, sin 2(vi+y) 
+ V, sin (vt+y) (Qe! — Q,e-¢") + V, cos (vt+y) (Q,e'+ Q,e7¢) 
+ V,(Q,%e!— Q,%e- *#"), 
wobei U,, U,, U,, Us, Us; Vi; Ve, V3, V_ Konstanten sind und zwar sind 
Uy, U, und V, azweiter Ordnung, wihrend U,, U,, V, und V, erster Ord- 
nung sind, da jede dieser GréBen entweder mit Q, oder mit Q, multipli- 
ziert wird; analog folgt, dab U, und V, nullter Ordnung sein miissen. 
Die GréBen A, y, Q, und Q, sind, wie schon erwihnt, die Integrations- 
konstanten. Da man in (14) die U; und V, so bestlonnen kann, daB die 
Ausdriicke (14) den Differentialgleichungen (13) geniigen, erkennt man 
leicht, indem man (14) in die Differentialgleichungen einsetzt. 
Setzen wir die Ausdriicke (14) in die Gleichungen (13) ein, so er- 
geben sich fiir die neun Unbekannten U,, U,, U,, U;, U,, Vi, Ve, Vs, Vi 
die folgenden neun Gleichungen: 


2 2 
— at, = eff #14219 0), 
— U,(4v?+a) — 4nvV, =e (“A+ +), 
+ 2U,0v + U,(9' —v*?—a) — 2n(Vv + Vz9) = — 2cl Ak, 
+ U; (9 —v*—a) — 2U,9v — 2n(V,9—V,v) = — cA, 


U,(40? —a) — 4noV, = o(k —_ »)> 


(15) 
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— U,4nv — V, (40° +b) =e ~, 
(15) + 2n(U,v + U,e) + 2V.v09 + V3(9?— v? —b) = cl A, 
+ 2n(U,9 —U,v) + V_(9?— v*—b) — 2V,v9=—ckA, 
+ U,Ano + V,(40? —b) = — ck. 


§ 4. 
Der Fall Q=Q.=0. 


Fiir unsere Zwecke kommen nur spezielle Lésungen in Betracht. 
Zuniichst nehmen wir an, dab Y, =Q,=0 ist. Die Lésungen (14) lauten hier 


& = — 1A cos (vt + y) + Uy + U, cos 2(vt + 7), 


(16) 
y= £Asin(vt+y)+ V, sin 2(vt+y). 


Beriicksichtigt man also nur Glieder erster Ordnung, so ist die Bahn, wie 
schon Hough und Charlier erwihnten, eine Ellipse. Bei Beriicksichtigung 
der Glieder zweiter Ordnung iiberlagert sich mit dieser Ellipse noch die 
Kurve §’ =U, + U, cos 2(vt+y); 4’=V, sin 2(vt+y), welche ebenfalls 
eine Ellipse darstellt*). Wir nehmen an, da® der Anfangspunkt von ¢ so 
gewahlt sei, daB in (16) y =O ist. Wir wollen nun nach einander fir 
die Punkte Z, und L, untersuchen, wie die resultierende Bahn aussieht, 


dabei nehmen wir mit Charlier an, dab u = a ist. 
«) Bahn in der Nahe von L,. Die Werte von r und A fiir Z, sind 
von Charlier berechnet (siehe Mechanik des Himmels II, 8. 115. Die 


GréBen r und A bezeichnet Charlier mit 9, bzw. 9,). Mittels dieser 
Werte findet man nach (5) und (6) 


a= ({f)— 15,388, 


(17) be (5) =— 6044, 


om 5 (SS) = + 35,79. 


Fiir die GréBen v und 9g, die sich aus (11) bestimmen, ergibt sich, da 


n nach (1) gleich n = Y 1 +45 == 1,049 ist, 


*) Die doppelelliptische Bewegung eines Kérpers ist zuerst diskutiert worden 
von QO. Blumenthal, Zeitschr. Math. Phys. 45 (1900), S. 119. 
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(18) = 2,735, o = 3,525. 
Demnach wird nach (12) 

(19) 1 = 0,251, k = — 2,50. 


Die Unbekannten U,, U,, V, bestimmen sich aus den Gleichungen 


— aU, = e[“A-<], 
| . Pat AP 
(20) — U,(4v? + a) — 4nvV, =e( ; ao ; ), 
1A* 


— U, 4nv — V, (40? +b) =e 


Man erhilt 
(21) U, = + 0,509 42, U, =—0,199A*, V, = — 0,093 A*. 


Fihrt man diese Werte sowie den fiir / aus (19) in (16) ein, so 
erhilt man als Gleichung der Bahn in der Nahe von L,, da wie erwihnt, 
y = O ist, 


— = — A 0,251 cos (vt) + 0,509 A* — 0,199 A? cos 2(r#), 


(22) ee 
7= A sin (vt) — 0,093 A* sin 2 (vt), 


wobei nach (18) » = 2,735 ist. Gleichung (22) lehrt, daB es co! periodische 
Bahnen in der Nahe von J, gibt. Die 
Gestalt einer solechen nach (22) kon- 
struierten Bahn ist aus Fig. 2 zu erkennen. 
Der Pfeil gibt die Richtung an, in der 
die Bahn durchlaufen wird. Bahnen vom 
gleichen Typus hat Darwin auf empiri- 
schem Wege in der Gegend von L, ge- 
funden, er bezeichnet sie mit a. Bei der 
Kurve in Fig. 2 ist A = 0,195 angenom- 
men. Wie leicht einzusehen, lassen die 
Differentialgleichungen (2) das Integral 
a Bin .. V? = 2Q2—C 
-0,08 -004 0.0 004 008 
Fig. 2. 











zu, wobei V die Geschwindigkeit im System 
x,y ist und C die Integrationskonstante 
darstellt. Mit A—0,195 ergibt sich fiir C der Wert C = 3,78, dabei 
ist wie erwihnt, die Masse von S=1 und die von J=0,1 gesetzt. Wiirde 
man mit Darwin die Masse von S = 10 und die von J = 1 annehmen, so 
wiirde man C = 37,8 erhalten. 














Lisungen beim Dreikérperproblem. 411 


6) Bahn in der Nithe von L,. Analog wie eben ergibt sich jetzt: 


a (°°) = 6,705, 
' — (55) =— 1,703, 
(23) ee uy (55) = — 21,603, 


y=1,758, o@= 1,921, 

1=0377, k= —1,34. 
Die Unbekannten U,, U, und V, bestimmen sich wieder aus den Glei- 
chungen (20). Man erhiilt, wenn man 
darin die fiir Z, in Betracht kommen- 0.20) 
den Werte fiir a, b,c, v und 1 einsetzt, 


U, = — 0,576.42, 

















0.16 + 
(24) U, = + 0,294 A?, 
V, = + 0,180 A’. 0,12 + 
Die Gleichung der Bahn in der 
Nihe von ZL, ist daher 0,08 + 
£ =— 0,377 A cos (vt) — 0,576 A® 
(25) +. 0,294.4? cos 2(v#), nena 
n = Asin(vt)+0,180 A*sin2(v/), : — , 
wobei vy = 1,758 ist. Eine solche Bahn “0,08 -004 00 0,04 0,08 


° = : . +: ‘ Fig. 3. 
in der Nihe von Z, ist in Fig. 3 ge- . 


zeichnet. Sie ist vom gleichen.Typus wie die von Darwin in der Nahe 
von L, gefundenen periodischen Bahnen, die er mit } bezeichnet. In 
Fig. 3 ist A = 0,2 angenommen, fiir die Integrationskonstante C ergibt 
sich C= 3,81 bzw. 38,1, falls wir die Massen so wiihlen, wie dies 
Darwin tut. 


§ 5d. 
Der Fall Q,=— Q, und y =0. 


Ist Q, = — Q, und »y =9, so lautet nach (14) die Lésung unserer 
Differentialgleichungen: 
§ = —1A cos(vt) + U,+ U, cos2vt 

+ kQ,(e'+e-%') + U,Q, cos vt(ee'+ e-¢') 

+ U,Q, sin vt(ee'—e-@*) + U, Q,2(e?¢!+ e- 20°), 
y= Asinvt+ JV, sin2vt 

+ Q,(e'—e-@) + VQ, sin vt(ee'+ e-2") 

+ V,Q, cos vt(et'—e-¢*) + VQ? (e%'—e- 28), 


(26) 
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Man erkennt, daB » zur Zeit —?¢ und zur Zeit + ¢ entgegengesetzt groBe 
Werte annimmt, wiihrend — zu beiden Zeiten den gleichen Wert hat; 
unsere Lisungen im Falle 9, = — Q, und y=0, also die Gleichungen (21), 
stellen demnach eine Bahn dar, die symmetrisch zur £-Achse ist. 

Es ist auch leicht einzusehen, daB um eine Lésung zu erhalten, die 
bis einschlieBlich der Glieder zweiter Ordnung zur £-Axe symmetrisch ist, 
die gemachten Annahmen ((,= — Q, und y = 0) nicht nur hinreichend, 
sondern auch notwendig sind. Auf die Wiedergabe des Beweises ver- 
zichten wir, da er sehr einfach ist. 

Die symmetrische Bahn (26) besteht einmal aus der Hyperbel 


E,=kQ,(e'+e-%), n, = Q,(e'—e-*) (erste Hyperbel), 
deren reelle Achse mit der &-Achse zusammenfillt, zweitens aus der Hyperbel 
E = U,Q,2(e8¢'+ e- 2¢"), n= V.Q,2(e%*'—e- *¢") (zweite Hyperbel), 


deren reelle Achse parallel der §-Achse ist und deren Mittelpunkt sich auf 
der ersten Hyperbel bewegt, drittens kommt hinzu die schon im vorigen 
Paragraphen betrachtete deformierte Ellipse 


§,= —lA cosvt + U, + U, cos2vt, yn, = Asinvt + V, sin2vt, 


deren Mittelpunkt sich auf der zweiten Hyperbel bewegt, und endlich 
tritt noch hinzu die Bewegung in der vierten Kurve 


E,= U,Q, cos vt(et'+ e-¢') + U,Q, sinvt(e'—e-*¢'), 

ng= V.Q, sin vt(ee'+e-%") + V,Q, cos vt(et'—e-?), 
deren Anfangspunkt (also der Punkt £,=— 4,= 0) sich auf der deformierten 
Ellipse bewegt. Der gestérte Kérper selbst befindet sich auf der vierten 


Kurve. Zur Zeit t= 0 passiert er die §-Achse und zwar ist in diesem 
Augenblick 74, = 4, = 43 = 4, = 9. 


§ 6. 
Uber die periodischen Bahnen um L, und J und um JL, und J. 


Wir betrachten zuniichst die periodische Bahn um LZ, und J, welche 
die Form einer Acht hat (siehe die Tafel zur Darwinschen Arbeit am SchluB 
des Annalenbandes), derjenige Teil von ihr, der in der Nahe von L, ver- 
lauft, mu8 in (26) enthalten sein, wie wir jetzt zeigen wollen. Wir 
nehmen an, in (26) sei Q, von der dritten bis vierten Ordnung und wir 
betrachten die Bewegung in der Zeit von —?¢ bis + ¢ Die Konstanten 
Uy, U,, Vi, ¥, 9,4 und k haben wieder die in § 4 fiir LZ, angegebenen 


Werte. Da SJ =1 ist, so wird etwa a eine GréBe erster Ordnung sein, 


was bei den Darwinschen Kurven in der Nihe von ZL, zutreffen diirfte; 
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und Q, mége demgemaB etwa gleich — sein. Ist nun ¢ gleich der 
Hiilfte der Umlaufszeit der in § 4 betrachteten deformierten Ellipse um L,, 


. = = 1,15, so wird Q,e*' etwa gleich as also jedenfalls 
von der zweiten Ordnung, daher diirfen wir, obwohl Q, von der dritten 
bis vierten Ordnung ist, die Glieder mit Q,e®' nicht vernachlissigen, wohl 


aber die Glieder mit U,Q,e*' usw. Wir erhalten also 
&=——IlAcosvt + U,+ U, cos2vt 
+kQ,(4'+ ee), 
y= Asinvt + V, sin2vt 
+ Q,(e&'—e-8'). 


Wir wollen noch weiter annehmen, daB Q, negativ ist, der Mittel- 
punkt der Ellipse bewegt sich dann, da k negativ ist, auf demjenigen 
Ast der Hyperbel, der rechts von 
L, liegt, und zwar findet die Be- 
wegung von oben nach unten 
statt. Der Winkel a, den die eine 
Asymptote der Hyperbel mit der 
§-Axe bildet, bestimmt sich aus 
der Gleichung 


ist also ¢ = 


ee= + ; = 550° 
Die Integrationskonstante A be- 
trachten wir als positiv. 

Zur Zeit 0 liegt der Mittel- 
punkt der Ellipse nach (27) auf 
der §-Achse. Da Q, von der dritten 
bis vierten Ordnung ist, so hat 
also die Ellipse fiir #0 genau \ 


a = 22° 











dieselbe Lage wie die in § 4 be- o> ‘ 
trachtete Ellipse um Z,. In Fig. 4 3 
wird diese Ellipse durch die stark 7-42 \ 


gezogene Kurve dargestellt. Der 
gestérte Kérper befindet sich fiir 
t= 0 auf dieser Ellipse und zwar g 
im Punkte §=—/A4+U,+U,, »=0, also im Punkte A. Da die 
Geschwindigkeit, mit der sich der Mittelpunkt der Ellipse anf der 
Hyperbel bewegt, fiir kleine ¢ ebenfalls iuBerst klein ist wegen der Klein- 
heit von Q,, so bewegt sich also der gestirte Kirper von der Zeit 0 an 





Fig. 4. 
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zuniichst auf der deformierten Ellipse und seine Bahn ist also zuniichst 
identisch mit der in § 4 betrachteten Kurve. Wenn aber in der ellip- 


tischen Bewegung etwa ; 


die Geschwindigkeit in der ngpernetincon Bewegung merkbar zu werden 
(das Glied mit Q,e** ist hier = a fir Q= ino")? der gestérte Kérper 
bewegt sich also so weiter, wie es durch die punktierte Linie in Fig. 4 
angedeutet ist. Fiir Werte von ¢, die gréBer sind als etwa die Hilfte oder 
Zweidrittel der Umlaufszeit, diirfen in der Bahngleichung (26) keine Ver- 
nachlissigungen mehr gemacht werden. Um die Bahn vor der Zeit 0 zu 
erhalten, braucht man nur die Bewegung zu konstruieren, die zu der eben 
betrachteten symmetrisch ist. Damit wire derjenige Teil der Darwinschen 
Bahn um J, und J, der in der Nihe von JL, liegt, erkliirt. 


Setzt man z. B. fiir die Integrationskonstante Q, den Wert ;- _ ein, 
and erteilt man der anderen Integrationskonstanten A den schon in Fig. 2 
angenommenen Wert A = 0,195, so ergeben sich nach (27) fiir — und y 
die in der folgenden Tabelle angegebenen Zahlen. In der Tabelle sind 
ferner die Koordinaten £4, der schon in Fig. 2 gezeichneten deformierten 
Ellipse angegeben.*) Sowohl die Kurve &,7, als auch die Kurve &,, %, ist 
in Fig. 4 gezeichnet und auberdem der zugehérige Ast der Hyperbel, der 
nahezu mit den Asymptoten zusammenfillt. Die Kurven haben viel Ahn- 
lichkeit mit den Kurven bei Darwin im Falle C = 38,0 


der Umlaufszeit zuriickgelegt ist, so beginnt 





vt &, Ny g 


n 
~ 0° | — 0,087 yr ‘0 6©|—003| 0 
45° | 0,018 | + 0,184 — 0,018 +9, 133 
“90° - +. 0,027 | | + 0,195 | +0,082 +0, 0,193 


135° | + 0,058 | +0142 + 0,067 | + 0,137 


180° + +0061 0 + 0,097 | — 0,014 
| | 








210° | + 0,058 /—0,100 + 0,128 | — 0,128 
= | | 





Wird von den Integralkurven verlangt, daB sie symmetrisch zur 
&-Achse verlaufen und auBerdem die Gestalt einer Acht haben und also 
beim ersten Schnitt mit der &-Achse rechts von J diese Achse recht- 
: Le et — eet 


= Coj et und ——.-—- = Gin et auf- 


9 


*) Da in (81) die Funktionen “ 


treten, so benutzt man bei der Rechnung mit Vorteil die Tafeln fiir diese Funktionen, 
die von verschiedenen Autoren herausgegeben sind. 
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winklig schneiden, so wird man vielleicht nicht die beiden Integrations- 
konstanten A und Q, willkiirlich annehmen diirfen, man muf vielmehr Q, 
in entsprechender Weise bestimmen, wobei man dann nicht mehr die 
Glieder dritter Ordnung usw. vernachliissigen darf, wie wir es taten. In- 
dessen kommt dies fiir das Vorangehende nicht weiter in Betracht, da es 
uns hier nur darum zu tun war, eine geometrische Vorstellung von dem 
Zustandekommen der merkwiirdigen Kurven von der Gestalt einer Acht 
zu geben, soweit sie in der Gegend von L, verlaufen, insbesondere haben 
wir gesehen, dass der hier in Betracht kommende Teil dieser Kurven in 
(27) enthalten ist. 

Wird @, entsprechend klein gewihlt, so bildet der gestérte Kérper 
in der Gegend von L, nicht eine, sondern mehrere Schleifen, wie geo- 
metrisch ohne weiteres klar ist, denn es tritt dann die Bewegung in der 
Hyperbel noch mehr zuriick hinter der Bewegung der Ellipse. 

Von der anderen periodischen Bahn, die um J herum liuft und 
auBerdem in der Nahe von ZL, vorbeigeht, ergibt sich in analoger Weise 
aus (26) derjenige Teil, der sich in der Gegend von ZL, hinzieht. Wir 
machen die Annahme, daB Q, klein von der zweiten Ordnung sei, fiir 
soleche ¢, deren Betrag klein ist, geht dann (26) iiber in 


—=—lAcosvt+ U,+ U, cos2vi + kQ,(e'+e-¢), 


28) , 
oe y = Asinvt + V, sin2vt + Q,(ee'—e-?*). 


Die Konstanten U,, U,, V;, v7, 0, | und k haben wieder dieselben Werte 
wie in § 4 fiir Z,. 

Da wir jetzt (, als positiv betrachten und / negativ ist, so besteht 
die Bahnkurve aus der Bewegung in der deformierten Ellipse, deren Zen- 
trum sich auf der ersten Hyperbel bewegt und zwar auf demjenigen Ast, 
der links von L, liegt, dieser wird von unten nach oben durchlaufen. 
Zur Zeit ¢ = 0 ist & = —1A + U,+ U,+ 2kQ, 4 =, der gestérte Kérper 
befindet sich also jetzt zur Anfangszeit ein wenig nach links verschoben 
im Vergleich zu der in § 4 betrachteten Bewegung in der deformierten 
Ellipse, im tibrigen aber haben beide Bewegungen fiir kleine ¢ sehr viel 
Ahnlichkeit, da sie in den Gliedern erster Ordnung iibereinstimmen. Ist ¢ 
etwa gleich ein Viertel der Umlaufszeit der Ellipse, so muf sich der ge- 
stérte Kérper jetzt in einer etwas héheren und etwas mehr links gelegenen 
Lage befinden, wie bei der Bewegung in § 4, da jetzt noch die Geschwin- 
digkeit in der Hyperbel hinzukommt. Da fiir gréBere ¢ die Geschwindig- 
keit in der Hyperbel stiirker wird, so resultiert aus dieser Bewegung und 
der elliptischen eine Schleife wie in Fig. 5, die mit der Darwinschen Kurve 
im Falle C = 38 (siehe die Tafel am Schlu8 des Annalenbandes) Ahnlich- 
heit hat. Schrumpft die Ellipse mehr zusammen, und tritt demgemi die 
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05 Geschwindigkeit in der Ellipse 
/ etwas mebr zuriick gegeniiber 
L 201 der Geschwindigkeit in der 
i 7~ hyperbolischen Bahn, so erhiilt 
: O16 - die Kurve das Aussehen der 
' Darwinschen Bahn im Falle 
aiz C = 38,5. 
Setzt man z. B. A = 0,200, 
ase wie bei Fig. 3, und Q, = 0,006, 
so erhilt man nach (28) die in 
der folgenden Tabelle fiir & 
| ( angegebenen Werte. In der 
~. Tabelle sind auch die Werte 
} ‘Le , P . - 
| <alie - 008 “O04, 700 004 008 Eo No fiir die zugehdrige de- 
r formierte Ellipse mitgeteilt, 
R also fiir dieselbe Ellipse wie in 
- Fig. 3, deren A = 0,200 ist. 


Fig. 5. 


In Fig. 5 findet man die Kurven 


§,, % und §,7, sowie die zugehérige Hyperbel, der Winkel, den ihre eine 
Asymptote mit der §-Achse bildet, ist 37°. 


pet] ie | iw | a | 


0° | | — 0,08 | 0 





| 
| 45° | — 0076 | +0,149 | — 0,098 | +0,161 


/ 90° - 0,035 | | +0,200 | — 0,081 | + 0,282 





120° | + 0,009 | +0,167 | — 0,071 | +0,226 
185° | +.0,030 | + 0,134 — 0,076 | 40,212 | 


180° 


In quantitativer Hinsicht diirfte vielleicht die Ubereinstimmung fir 
solche ¢, die vom Anfangspunkt etwas entfernter sind, nicht gut sein, da 
sich hier die in (28) vernachlissigten Glieder bemerkbar machen. Dies 
ist aber fiir unsere Zwecke weniger wichtig, da es uns hier in erster 
Linie auf den Typus der Kurve ankommt; tibrigens wiirde sich wahrschein- 
lich durch etwas andere Wahl der Integrationskonstanten die Uberein- 
stimmung verbessern lassen. 











+0064, 0 





Tibingen, Januar 1911. 
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Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf ein aus der Theorie 
der sikularen Stérungen herriihrendes Problem. 


Von 


Fevix Bernsterw in Gottingen. 


Einleitung. Fragestellung und Formulierung des Axiomes von der eingeschriinkten 
Arithmetisierbarkeit der Beobachtungen. . . . 2. 1. 6 6 ee ee eee 417 
er Cs a ek ek ak eo Srl oe Me ae es wa a 421 
§ 2. Die geometrische Wahrscheinlichkeit fiir Approximation reeller Zahlen durch 
rationale Zahlen von stiirkerer als Kettenbruchordnung und Verwandtes. 425 
§ 3. Approximationen mit Nebenbedingunger .............48.4-. 431 
§ 4. Die Definition der mittleren Bewegung. Die Funktion g(a, s;) und die 
Satze von P. Bohl und W. Sierpinski... ........2.2.-.6. 433 
§ 5. Nachweis des Hauptsatzes von der Unwahrscheinlichkeit der mittleren Be- 
wees Gee Pee A ER ns we RS Oe 438 


Es ist das Verdienst einer auf erst scharfsinnigen Untersuchung von 
P. Bohl*), von neuem die Aufmerksamkeit auf ein klassisches Problem der 
Theorie der sikularen Stérungen gelenkt zu haben, welches zuerst von 
Lagrange gestellt worden ist. Es handelt sich um die Frage nach der 
Existenz einer sogenannten mittleren Bewegung der Perihele bez. Knoten 
der Planetenbahnen. Lagrange hat festgestellt, daB eine solche fiir die Peri- 
hele aller groBen Planeten auBer Erde und Venus besteht, indem er eine 
hinreichende Bedingung dafiir aufstellte. Nach ihm haben sich Tisserand, 
Stockwell, Gyldén und Carvallin mit der Frage beschiftigt, ohne jedoch 
einen Fortschritt in dem schon von Lagrange als sehr schwierig bezeichneten 
Problem zu erreichen. Insbesondere haben Gyldén und Carvallin offenbare 
Fehler begangen. Erst P. Bohl hat ein wesentlich iiber Lagrange hinaus- 
gehendes Resultat erhalten. 

Mathematisch betrachtet, handelt es sich bei diesem Problem darum, 
za entscheiden, ob eine Summe von zyklischen Bewegungen, reprisentiert 
durch einen Ausdruck 


*) P. Bohl (Riga). Uber ein in der Theorie der sikularen Stérungen vorkom- 
mendes Problem. J. f. Math. 135, Heft 3. 


Mathematische Annalen. LXXI. 27 
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> 7, ert thy) = re", 


v=1 


wo r, (>0), g, und h, Konstanten sind, eine, den Nullpunkt fiir wachsende 
Zeiten t, bis auf beschrinkte Schwankungen gleichférmig in einem Sinne 
umlaufende Bewegung, die sogenannte ,,mittlere“ Bewegung, ergibt, oder 
nicht. D. h. es soll entschieden werden, ob @ in der Form 
oa=ct+y7 

darstellbar ist, wo x fiir alle ¢ zwischen festen endlichen Grenzen bleibt. 

Lagrange hat nun gezeigt, dab dies stets der Fall ist, wenn eine der 
beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist: 

1. n= 2, 

2. ein r =r, ist gréBer als die Summe der iibrigen. 
In dem Falle 2. befinden sich alle groBen Planeten, mit Ausnahme von 
Venus und Erde. 

P. Bohl hat nun bewiesen, daB fiir den Fall » = 3 die Entscheidung 
lediglich abhingt von den GréBen 

ee —- und §= : (@3+ Qa), 

WO @,, @,, @, die den Seiten r,, 7,, 7; gegeniiberliegenden Winkel des 
Dreiecks sind, das sich im Falle des Nichterfiilltseins von 2. bilden laBt. 

Man findet leicht, und dies ist auch schon Lagrange bekannt, dab 
eine mittlere Bewegung existiert, wenn die Relativgeschwindigkeit der 
Einzelbewegungen, bezogen auf eine derselben, also die GréBen 

= In —h 
Cu, Ie — 9’ 

kommensurabel sind. Dementsprechend ist die Menge der Werte, fiir 
welche mittlere Bewegung existiert, iiberalldicht. Die Leistung von 
P. Bohl besteht nun darin, gezeigt zu haben, daf fiir jeden Wert von o 


und § eine Konstante c = lim + der mittleren Bewegung existiert, dap aber 
eine iiberalldichte Menge eon Werten 0 und € existiert, fiir welche der Rest x 
nicht zwischen endlichen Grenzen bleibt. Diese Wertmengen erstrecken sich 
iiber den ganzen Bereich der Werte von @ und £, welcher dem Nicht- 
erfiilltsein der Lagrangeschen Bedingung entspricht. (Dabei muf die 
Lagrangesche hinreichende Bedingung 2. dahin erweitert werden, dab 
auch noch der Fall, daB ein r gleich der Summe der itibrigen r, ist, zu- 
gelassen wird.) 

P. Bohl schlieBt daraus, daB es unméglich sei, die Existenz einer 
mittleren Bewegung festzustellen, wenn die GréBen 9 und € mittels experi- 
menteller Daten als auBerhalb der Lagrangeschen Grenzen liegend ge- 
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funden werden. Denn die in Beobachtungen bestehende Unsicherheit 
bringe mit sich, daB nur ein Intervall fiir die Lage von g und ¢ bestimmt 
werde, innerhalb dessen dann zufolge des Bewiesenen sowohl Werte liegen, 
denen zine mittlere Bewegung entspricht, als solche, denen keine mittlere 
Bewegung entspricht. 

DaB den Intervallen der Unsicherheit der direkt beobachteten GréBen 
iibrigens wirkliche Intervalle in den g- und €-Werten entsprechen, wird 
von P. Bohl genau bewiesen. 

Die von ihm hier gezogene SchluBfolgerung méchte ich jedoch aus 
ganz prinzipiellen Griinden noch nicht fiir entscheidend halten. 

Ich méchte nimlich das folgende ganz allgemein gehaltene Axiom 
formulieren, das zu den Grundlagen der theoretischen Physik und Astro- 
nomie zu gehéren scheint. 

Axiom. Bezieht man die Werte einer experimentell gemessenen Gripe 
auf die Skala der Werte aller reellen Zahlen,*) so kann man in der letzteren von 
vornherein eine beliebige Nullmenge ausschalten und darf nur solche Folgen der 
beobachteten Ereignisse erwarten, welche bestehen bleiben, wenn der beobachtete 
Wert durch einen der iibrig bleibenden, innerhalb des Beobachtungsintervalles 
gelegenen Werte reprisentiert wird. 

Dabei wird unter einer Nullmenge (nach Borel-Lebesgue) eine Punkt- 
menge verstanden, welche sich in eine Intervallmenge von beliebig kleiner 
Summe der Intervalliingen einschlieBen 1aBt. 

In der Tat haben reale Bedeutung nur endlich ausgedehnteGréfen. Dies 
sind hier die Beobachtungsintervalle und in diesen ist ein Punktsystem, 
das selbst in eine Intervallmenge von der Gesamtlinge « (¢ beliebig klein) 
eingeschlossen werden kann, nicht von realer Bedeutung. Ebenso kénnen 
auch die Folgen der Beobachtungstatsachen nicht auf die Lage eines der 
Anfangswerte in einem beliebig kleinen Intervall, d. h. an einer exakten 
Stelle, bez. in einer Intervallmenge von beliebig kleiner Summe riick- 
schlieBen lassen. Es ist das obige Axiom die wirklich exakte Formu- | 
lierung der handgreiflichen Tatsache, daB jede Beobachtung nur eine 
endliche Zahl von Dezimalen liefert, und eine notwendige Verallgemeine- 


*) Hierzu hat man natiirlich kein Recht, wenn man im voraus wei, oder auf 
Grund einer akzeptierten Theorie annehmen darf, daB gewisse reelle Werte fiir die 
in Rede stehende GréBe ausgeschlossen sind. Will man z. B. die Anzahl der Miinzen 
in einem Haufen gleichartiger Exemplare durch Wigung feststellen, so wird man 
natiirlich den Quotienten aus dem gefundenen Gewicht des Haufens und dem bekannten 
Gewicht der Miinze nicht auf die Skala aller reellen Zahlen, sondern nur auf die Skala 
der ganzen Zahlen beziehen, und ebenso wird die Skala der rationalen Zahlen allein 
in Betracht kommen, wenn das Verhiiltnis der Zahlen zweier Haufen durch eine ver- 
gleichende Wigung bestimmt wird. Prinzipiell ibnlich liegt der Fall bei der durch 
atomistische Vorstellungen geforderten Rationalitiit gewisser Konstanten. 


ae* 
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rung des Axioms, daS man einen Beobachtungswert nicht eindeutig einer 
reellen Zahl im exakten Sinne zuordnen darf. Im Sinne unseres Azioms 
von der eingeschriinkten Arithmetisierbarkeit der Beobachtungen diirfen wir 
bei jedem Existenzbeweis physikalischer Gréfen von den Werten einer Null- 
menge in den von den direkten BeobachtungsgréBen stetig abhingenden 
Parametern absehen. Im vorliegenden Falle erhebt sich die Frage, ob die 
Bohlschen Werte der Nichtexistenz mittlerer Bewegung nicht etwa nur 
eine Nullmenge ausmachen. Dann miiBte trotzdem die Existenz der mitt- 
leren Bewegung an sich bejaht werden*) (wenngleich auch dann noch, 
wie P. Bohl zeigt, gewisse negative Siitze bestehen). 

Dies zu entscheiden war die Aufgabe, die ich mir gestellt habe. Das 
Ergebnis ist das folgende. Im Sinne unseres Axioms existiert auBerhalb 
der Lagrangeschen Grenzen keine mittlere Bewegung. 

D. h. die Menge der Wertepaare g, €, fiir die es mittlere Bewegung 
gibt, bilden eine Nullmenge. 

Damit ist das von Lagrange gestellte Problem fiir n = 3 vollstiindig 
erledigt. 

Die in der gegenwirtigen Arbeit angewandten Methoden sind eine 
Kombination gewisser mengentheoretischer Siitze mit den Sitzen der 
Geometrie der Zahlen. Dieselben beriihren sich mit den Untersuchungen 
von Wiman, Brodén und Borel iiber Wahrscheinlichkeitsbestimmungen 
betreffend Eigenschaften der Kettenbruchentwicklung, sowie mit den Me- 
thoden von Voronoi und Sierpinski tiber asymptotische Werte gewisser 
zahlentheoretischer Funktionen. Beziiglich der astronomischen Fragen 
verweise ich im iibrigen auf die Abhandlung von P. Bohl und méchte 
hier nur folgendes bemerken. Setzen wir 


(9s—9)t+ B,- B= 2, (9s—9,)¢+bs;—B.=—y, 
so handelt es sich also darum in der Gleichung 


A-+ Bcosx-+ Ccosy 
“Fuslluy ~%C% 





g als Funktion von ¢ zu studieren. Der Zuwachs von m um Vielfache 
von 22 (bez. von x) hingt ab von der Anzahl der Uberschreitungen 
doppeltperiodisch angeordneter Verbindungsstrecken je zweier der Punkte, 
fiir welche Zahler und Nenner des obigen Bruches zugleich verschwinden. 
Die Frage nach dem Verhalten von @ fiir wachsende ¢ findet sich so 
transformiert in die Frage nach dem asymptotischen Verhalten einer 
zahlentheoretischen Funktion, welche mittels einiger Umformungen erklirt 


*) Freilich wiirde dies streng genommen nur fiir das kinematische Problem gelten, 
welches dem Ansatz von Lagrange entspricht. In diesem Sinne ist aber auch in dem 
Lagrangeschen Falle die Behauptung aufzufassen. 
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werden kann als die Anzahl der Gitterpunkte mit positiven ganzzahligen 
Koordinaten, welche sich in einem schiefliegenden Parallelstreifen unter- 
halb der Grenze y=¢ befinden. Um die Untersuchung der Differenz 
dieser Anzahl und des Filicheninhalts des entsprechenden Teiles des 
Parallelstreifens, also um das asymptotische Verhalten des Exhaustionsrestes 
handelt es sich — rein mathematisch gesprochen — in der vorliegenden 
Arbeit. 


§ 1. 
Ein Grenzsatz. 

Mit E. Borel und H. Lebesgue sagen wir, eine Punktmenge P besitzt 
das MaB Null, wenn sich dieselbe in eine Intervallmenge von beliebig 
kleiner Summe der Liingen der einzelnen Intervalle einschlieBen 1laBt. 
Wir verstehen unter [a] die gréBte ganze Zahl, die kleiner oder gleich a 
ist und bezeichnen die Differenz a — [a] mit (a). 

Es besteht der folgende Satz: 

Satz 1. Es sei v, eine wachsende Folge positiver ganzer Zahlen, 

(1) V;,< M44. 

Dann besitzt die Menge M, (O<2<1) der Zallen z, fiir welche eine 
Gleichung 

(2) lim (v;7) = 0 (O<#<1) 
besteht, das Map Null. = 

Beweis. Es sei » irgend eine positive ganze Zahl, verschieden von 
Null. Eine Zahl « (O<2<1), fiir welche die Gleichung gilt 
(3) (nz) <e, 
wo « eine beliebig vorgegebene Zahl kleiner als 1 bedeutet, gehért in 
eines der m getrennten Intervalle 
> 4b +a dee 0ahtrted) 
welche die Lingen — besitzen. Die Menge der x, welche der Be- 
dingung (3) geniigen, fillt die » Intervalle (4) vollstiindig aus und besitzt 
daher den linearen Inhalt n— = &. 

Sei jetzt 2 so beschaffen, daB die Gleichung (2) erfiillt ist, so gibt 
es, bei vorgegebenen «<1, zu jedem « der Menge M, einen Kkleinsten 
Index j,, sodaB die Gleichung 
(5) (v,2) < « fiir alle i >j, 
gilt, wihrend noch 
(6) (v.24) > fir i=j,—1 
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ist. Der Wahl von « entsprechend zerfillt die Menge M, in soviel Be- 
standteile, als es Werte j, gibt, d. h. in eine abzihlbare Menge getrennter 
Teilmengen M,. Wir schreiben 


(7) M=SM,. 
() 


Um uns fiir die Mengen M, Majoranten zu verschaffen, wihlen wir 
zu einem j eine ganze Anzahl m >j und definieren eine Intervallmenge 
M,,,, durch die Bedingungen 


(8) (v,z) <« fiir alle i,j <i<m, 
wahrend 
(9) (v2) >e« fir i—j—1 


ist. Die Menge M,,,, umfaBt die Menge M;, wenn m > m ist, da die 
ihr auferlegten Bedingungen ein Teil der Bedingungen fiir M;;, sind, und 
jede Menge M,,,, umfabt M;. Zwei Mengen M;,, und M;,, fiir ver- 
schiedene j und j und dasselbe m kénnen keinen gemeinsamen Bestand- 
teil haben. Denn ist j >j, so ist 


(10) (v;_,2) Se, vermige j <j —1<m, 
fiir alle Punkte vom M,,, und 
(11) (y;_, 2) >« 


fiir alle Punkte von M;,,,. In der fiir ein hinreichend groBes m gebildeten 
Summe 
(12) SM: 

(i<m) 
erstreckt tiber alle 7 < m, sind daher alle Mengen M, ,, getrennt. Anderer- 
seits geniigen alle 2 der Summe (12) der Ungleichung 


(13) (v2) Se, 
daher liegen sie nach (3) und (4) in einer Intervallmenge des linearen 
Inhalts ¢. Bezeichnen wir also mit g,,, den linearen Inhalt der Intervall- 


menge M,,,; so ist einerseits der Inhalt von S M,,,, gleich der Summe 


(i<m) 
a @j,m, und andererseits 
G<m)” 
(14) ian £8. 

(jm) 
Da fir m>m M;,,, in M;,,, enthalten ist, so ist 
(15) 05,7% S Oj, m- 


Es existiert also fiir wachsendes m ein und nur ein unterer Limes 


(16) lim Q,, = @; 


m= 
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der monotonen Folge g,,,, und es ist fir beliehiges m 


(17) 0; SOjm- 

Also ist, vermége (14) 

(18) aoSé. 
(im) 


Es konvergiert daher die unendliche Summe = e, erstreckt tiber alle j 
und es ist 


(19) a0; Se. 


Wir kénnen jetzt leicht eine Intervallmenge von beliebig kleiner 
Summe der Intervalliingen angeben, welche die vorgelegte Menge M, ein- 
schlieBt. Wir wiahlen zu diesem Zweck eine Reihe positiver GréBen 4, 
so, daB dieselbe die konvergente beliebig klein vorzuschreibende Summe 


é = 0, besitze. Dann laBt sich auf Grund der Relationen (15) und (16) 
j 


zu jedem 0, ein zugehdriges n, bestimmen, soda 
(20) Chr SO;t+ 9, fiir n=—n, 
wird. Hieraus folgt dann mit Riicksicht auf die Ungleichung (19) die 


Konvergenz der Summe = Qj,» in der m=, genommen werde, und die 
Ungleichung 


(21) Pin aejtd5, 
_ <ée+0. 
Da M,, die Menge M, enthilt, so enthilt die Vereinigungsmenge 
{M,,} (n= a) die Menge M,= > M,. Die Summe der Lingen der 


Intervalle in der Menge { M,,} ws =n,) ist ferner genau gleich a Cin: 
v) 


Also kann vermége (20) die vorgelegte Menge M in eine abschiitzbare 
Intervallmenge {M,,,} (n =m,) eingeschlossen werden, in der die Summe 
der Intervallingen kleiner als die beliebig klein vorzuschreibende GriBe 
é+0 wird, q.e. d. 

Eine Menge, deren Komplementiirmenge das MaB Null besitzt, be- 
zeichnet man als vom Ma Eins. Wir heben folgende Folgerung des 
Satzes 1. hervor. 

Folgerung. Bedeutet v, eine wachsende Folge positiver ganzer Zahlen, 
so ist es méglich, fiir jedes x einer Menge M, vom MaB 1 (O<2<1) 
eine zu 2 passende unendliche Teilfolge .v, aus der Folge v, so heraus- 
zuheben, daB die Ungleichung 


(22) lim (,v,2z) > 0 bez. (,1;,2) > 9,>0 
inf. 
fiir alle v der Teilfolge .v, erfiillt ist. 
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In der Tat, schlieBen wir die Menge M, des Satzzs 1 aus, so muf 
fiir jedes andere x die unendliche Menge der positiven GréBen (v,7) min- 
destens eine von Null verschiedene Hiiufungsstelle ¢, besitzen. Wahlen 
wir also 7, zwischen €, und 0, so ist fiir eine unendliche Teilfolge ,v, 
der v, die Ungleichung (22) erfiillt. 

Der vorstehende Satz ist enthalten in dem folgenden Satz, der un- 
mittelbar aus einer allgemeinen Uberlegung von H. Lebesgue (Lecons sur 
les séries trigonométriques, Paris 1906, No. 9) zu entnehmen ist. 

»Hs sei f, eine unendliche Folge von meBbaren Funktionen und eben- 
falls f eine meBbare Funktion einer Variabeln. 

Es se? die Gleichung 
(23) If—falSe 
fiir eine Menge [,, erfiillt. Dann ist die Menge M, aller Punkte, fiir die 
von irgend einem m ab die Gleichung 


al If— fuel Se 
fiir alle p = 0, 1, 2,--- erfiillt ist, meBbar und man kann, wenn unendlich 


viele [,, ein MaB kleiner oder gleich 4 besitzen, sagen, daB auch M, ein 
MaB kleiner oder gleich 7 besitze.“ 


In der Tat, bezeichnet man mit D,, den Durchschnitt der Mengen 
(25) Faas ts 
so ist M, offenbar die Summe der vdéllig getrennten Mengen 


m? ‘m+19 °°"? 


(26) P= D,,— D1 
d. h. 

- = 

(27) M,= 2, P., 


m=1 


und, da nach bekannten Sitzen mit den [,, zugleich D,, und also P,, 
meBbar ist, so ist M, meBbar. Ferner ist, unter M das MaB der Menge M 
verstanden, vermége des Hauptsatzes der Theorie der MeBbarkeit 


(28) M,= (> P,) ee lim (> p, ) . 
: m=1 / m=1 a he / 


(29) =lim 9,,. 


Ferner ist, wie leicht ersichtlich, 

(30) Daas Cagis’) =liml,,,, (p=0,1,---). 
inf. 

Ist daher fiir unendlich viele m das MaB von [ kleiner oder gleich 7», so 

gilt dasselbe fiir alle D,. Daher ist vermége (29) 


(31) M, <7. 
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So schnell die vorstehende, von Lebesgue herriihrende SchluBweise zum 
Ziel fiihrt, so setzt doch dieselbe alle wesentlichen Siitze der Theorie von 
Lebesgue voraus, und daher glaubte ich den vorstehenden sehr einfachen 
Beweis, der nichts derart voraussetzt, nicht unterdriicken zu sollen. 


§ 2. 
Die geometrische Wahrscheinlichkeit fiir Approximation reeller 
Zahlen durch rationale Zahlen von stirkerer als Kettenbruchordnung 
und Verwandtes. 


Jede abziihlbare Menge, z. B. die der rationalen Zahlen, besitzt, wie 
leicht zu sehen, das MaB Null. Wir kénnen daher im folgenden die 
Menge der rationalen Zahlen auBer acht lassen. 


Es sei die Irrationalzahl «2 (0<a2< 1) durch einen unendlichen 
Kettenbruch 


(32) tm T tot te tte = (yay) 


dargestellt. Wir bezeichnen, wie tiblich, mit o den x” Naherungsbruch 


und erinnern an die bekannten Formeln 


Pi=a,P,_,+ Ps) 


(34) Y, = 4, Q,- 1+ Qn-2> 
P.@.-1— 0.F.-1= (—1). 


Es sei k eine ganze positive Zahl >2. Ist nun fiir feste Werte 


Gy, Ug, ***, Ay_y 
(35) a,, = k ’ 
dagegen a,,, fiir p= 1,2,--- variabel, so liegen die unendlichen Ketten- 
briiche 2 im Innern des Intervalles 
(36) { (yy °°*5 yi a)3 (Gis ++» Gna» *)} 
von der Linge 
Fa-s _ Fa| 1 _ 
(37) tn Qn-1 Gn | Qn-1 Qn 


1 
~ Qn—1 FQn—1 + Qn—2) ’ 





d. h. 


1 1 
) "iy Se 


a-l 
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also ist 
4 Qn- 2 
i. 
39 awk ami. 
( ) has k+ Qn- 2 
n-1 
Da ferner 
(40) 0<$ar<1 
ist, so ist 
1+ nk i+«z 
(41) Min Pps < tt < SS ite 


Da Era fir 0<2<1 die Werte eines Intervalles einfach bedeckt, so 


sind die Extremwerte die Werte in den Endpunkten, die z = 0 und z = 1 
entsprechen, d. h. es wird 


Lak 
(42) #< Ly wk ‘+ ¥ 
Dieselbe Betrachtung liefert fiir a, < k 


, k—1 . L,—k, ont 
(43) a. < 


Die Bedingung an a, > 1 ist stets erfillt; man kann daher ws als geo- 


metrische Wahrscheinlichkeit daftir auffassen, daB bei ant. - 7 
a,>k sei. Es liegt also diese Wahrscheinlichkeit in zwei von n unab- 
hiingigen Grenzen. Wir schalten eine Bemerkung iiber die geometrische 
Lage der Kettenbriiche ein. Den verschiedenen positiven ganzzahligen 
Werten des Teilnenners a, entspricht eine Einteilung des Intervalles 01 
in eine einfach unendliche in der Richtung von 1 nach 0 fortschreitende, 
gegen Null sich hiufende Menge von Teilintervallen. Jedes dieser Teil- 
intervalle wird entsprechend den Werten des zweiten Teilnenners a, wieder 
in eine einfach unendliche Reibe von Teilintervallen, aber in umgekehrter 
Richtung laufend, untergeteilt, usw. in stets wechselnder Richtung. Stimmen 
daher zwei Teilnennerreihen 


a 


auch nur in einer Ziffer nicht iiberein, so liegen alle mit der einen oder 
anderen dieser endlichen Teilnennerfolge beginnenden Kettenbriiche in 
getrennten Intervallen. 

Wir unterscheiden die endlich vielen verschiedenen méglichen Wert- 
systeme 
(44) G,°**, @ 
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durch den Index i und schreiben J,, fiir die Liinge des Intervalles J,,, 
welches dem i" der Systeme (44) entspricht. Aus (42) folgt dann 


Fa aS Dba <P bai 
EFI da < Dur d daa) <<“ das 


wobei die >” itiber irgend einen Teil der i erstreckt sei. Beachten wir, 
daB die Summe S'J,,, tiber alle Werte von i erstreckt, die Linge des 
(*) ‘ 


(45) 


Gesamtintervalls 01 bedeutet, so wird also, wenn wir 


(46) Pr — 1 — Bi=A,, 
einfiihren, 
; 1 =. 


Man kann A,, und B,, offenbar als one Wabrscheinlichkeiten 
dafiir definieren, daB a, "Sk bez. a,>k (bei beliebigen Werten der tibrigen 
Teilnenner) sei. 


Verwandeln wir jetzt erstens m in % > und erstrecken zweitens die 
Summe |” in (45) tiber alle méglichen Werte a;,---,az-1, aber a, < k, 
so ist die so erstreckte Summe = ‘dz,. offenbar identisch mit 


= 20 - tnx) 


Es ist also nach Division mit ai 


fn1~ 


_ k— ™ 
(48) i + Ant < Agi; 5,8 <= : : Ant, (i> n) 
wenn wir mit A, ;;<,. die Summe der Lingen aller der Intervalle be- 
zeichnen, in deren Innern die Bedingungen 


(49) an < k » ac k 
gleichzeitig erfiillt sind. 
Analog ist 

(48a) = Bur < Ba, naa <p y Ba ° (n>n) 
Es ist aber zufolge (47) 

; k—1\2 k—1\2 
(50) (; +3) < Ansa < (=) ° 
Analog wird , 
ir 1\? 2 
(51) (=z) < Bayeyaa< (ea) 
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und allgemein wird mit Riicksicht auf k > 2 
e— 1\r+3 k—i\r+1 
(3) < Ans;---i0irye < (FF ) 


(1) < Bas, ra <€ (4. 7" (, : ae 
Hieraus folgt, dab 


(53) lim Aya; n)k = 0; lim Bix: --327),k = 0. 


= 


(52) 


Es gilt der 

Satz 2. Die irrationalen Zahlen x (0<a%<1), fiir welche von irgend 
einem n =n") an die Bedingungen 

a,<k oder a,>k (n™ << ni"*) 
fiir alle r = 0,1, 2,--- erfiillt sind, bilden bez. Punktmengen N, und N, 
vom Map Null. 

Da, wie unmittelbar aus der Definition zu folgern ist, die Ver- 
einigungsmenge einer abzihlbar unendlichen Reihe von Punktmengen des 
Ma8es Null, wieder eine Punktmenge von Maf Null ausmacht, so ist z. B. 
die Vereinigungsmenge N = {N,} fiir k = 2, 3,--- vom Mab Null. 

Auf die Zahlen der Komplementiirmenge M, (die rationalen aus- 
geschlossen) bezieht sich nun der 

Satz 3. Es gibt im Intervall Null bis Eins eine Menge M, (x = Ir- 
rationalzahl) vom Ma 1, sodaB sich zu jedem x der Menge M, eine wn- 
endliche Reihe v = v, (i = 1, 2,---) von wachsenden natiirlichen Zahlen und 
eine zugehirige Reihe a, von wachsenden natiirlichen Zahlen so bestimmen 
lapt, daB 

‘ v;x 1 
- Tk 
fiir alle i= 1, 2,--+ wird. 

Denn fiir jedes x der Menge M, laBt sich aus der Reihe der Teil- 
nenner der Kettenbruchentwicklung mit ungeradem Index 


(55) ‘ a,’, as, Gs , = ile 
eine Teilreihe bestindig und iiber jede Grenze k wachsender Zahlen 
(56) Gy, By,***,Ay°*- 


‘herausheben. Hieraus folgt mit Riicksicht auf die fiir » — 2m + 1 gelten- 
den Formeln 


er er 

(57) ®— O° < 0a, 0.4 Oend Qr-1 <Q.» 
P. 1 

(68) et 
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Schreiben wir noch y, statt Q, und (v,7) statt 7Q,—P,, so folgt der 
obige Satz. 

Anmerkung. Betrachtet man die Mengen'N und M, so erhiilt 
man den Satz, daB fiir eine Menge vom Mab 1 unter den Teilnennern 
die Zahl 1 unendlich oft vorkommt. 

Wir kénnen das gewonnene Resultat so ausdriicken: Die Reihe der 
Teilnenner eines unendlichen Kettenbruchs, ist mit der geometrischen Wahr- 
scheinlichkeit eins weder nach oben noch nach unten beschriinkt. Dasselbe 
gilt auch von jeder unendlichen Teilreihe der Teilnenner. Etwas verall- 
gemeinert lautet die Formel (48) 


| 


—— k—1 
9 ee n n, n med 
(59) i440 <4 k; 8 < Ant 


wenn k einen von k verschiedenen Wert bedeutet und a- <i sein soll. 
Bedeutet daher g(m) einen positiven Wert, ist a, eine Teilreihe der 
Teilnennerreihe, und tritt 


(60) a, < p(n) 
anstatt der Bedingungen a, <i, so tritt an Stelle von (52) 


von+r vondtr 


(61) IT ri <. Ax, 9(s);:- “gntr, p(atr) <I] (1 — a)" 


Konvergiert 
Dae nian IT¢ ~~) 


verschieden von Null. Dann konvergiert auch > = cCE Sr +7 und es ist 


das Produkt IT¢- me cr) verschieden von Null. Ist andererseits A 


die Menge in Punkte, fiir deren Kettenbruchteil die Bedingung (60) 
erfiillt ist, so ist die Menge A im Sinne von Lebesgue meBbar und ihr 
MaB A ist der Limes von Ap,o(m),-.,n+r,g(n+7)- Es liegt daher zwischen 
von Null verschiedenen Grenzen. 

Nehmen wir z. B. p(») = (n+1)’, so wird 


[Te - =r) < ; 


und also liegt A zwischen Null und —- 
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Divergiert dagegen 


Zam * IT (\- Fa) 


gleich Null und also A = 0. 
Dasselbe gilt fiir die Bedingung a,>q(m). Wir fassen zusammen: 
Satz 4. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap g(n) 
eine Grenze fiir die Teilreihe a, der Teilnenner nach oben oder unten von 
einem gewissen n ab mit einer von Null ee Wahrscheinlichkeit 


bildet, besteht in der Konvergenz von >) a: 


Diwvergiert dagegen ax (my? 8 besteht die Wahrscheinlichkeit 1 dafiir, 


dap die beschriinkende Ungleichung unendlich oft durchbrochen ist. 

Machen wir endlich noch einige historische Bemerkungen. Gyldén*) 
scheint der erste gewesen zu sein, welcher die Frage nach der Wahr- 
scheinlichkeit aufgeworfen hat, dab a, =k fiir irgend ein m sei, und er 
hat diese Bestimmung bei Beantwortung einer stérungstheoretischen Frage 
benutzt. Danach hat Brodén**) diesen letzteren Gegenstand aufgenommen 
und schlieBlich hat A. Wiman***) die Prinzipien der Theorie der mengen- 
theoretischen Wahrscheinlichkeit auseinander gesetzt, und die von Gyldén 
aufgeworfene Frage beantwortet. Endlich hat E. Borel+) eine allgemeine 
Theorie der Wahrscheinlichkeit in abzihlbar unendlichen Fallen gegeben 
und beziiglich der Theorie der Kettenbriiche folgendes Resultat ab- 
geleitet (1. c. S. 269): Behalt man nur diejenigen Teilnenner bei, welche in 


lim a, eingehen, so ist das so definierte Wachstum mit der abzihlbaren 
sup. 


Wahrscheinlichkeit 1 geringer}+) als das der Funktion (nm), wenn 


>w @) konvergiert und gréBer}}7), wenn >) () divergiert. 


Was den letzteren Teil des Satzes angeht, so ist derselbe enthalten 
in dem zweiten Teil des Satzes 4. 


*) C. R. (1888) S. 1584, 1777. 
*) Ofversigt af K. Sv. Vet. Akad. Férh. (1900), S. 239—266. 
*) Ofversigt af K. Sv. Vet. Akad. Férh. (1900), S. 829—842; Bemerkungen iiber 
eine von Gyldén aufgeworfene Wahrscheinlichkeitsfrage, Lund 1901. 
+) Les Probabilités dénombrables et leurs applications arithmétiques. Rend. 
Cire. Mat. Palermo 27 (1909), S. 247—271. 
a 


)D. h. li ®_ os), 
W wun, 9 (0) 


a, 
th ke oo 
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Der erste Teil aber steht im Widerspruch mit dem von uns er- 
haltenen Resultat in Satz 4. 

Der Grund des Widerspruchs hat eine Ursache von prinzipieller 
Wichtigkeit, welche wir daher ausfiihrlich erliutern wollen. 

Es besteht die folgende Tatsache: 

Fiir unsere geometrischen Wahrscheinlichkeiten gilt nicht die Unab- 
hiingigkeit der Einzelfille. 

Um sich davon zu tiberzeugen, geniigt es, ein einfaches Beispiel zu 
bilden. Bezeichnen wir mit ,p, und ,p, die Wahrscheinlichkeit, daB 
a, =1 bez. =2 sei, mit ,p, die Wahrscheinlichkeit, daB a, = 1 sei und 
mit p,;, Pe, die Wahrscheinlichkeiten, daB zugleich a, = 1, a, = 1 bez. 
a,=2, a,=1 sei, so miibte, wenn Unabhiingigkeit der Einzelfille be- 
stiinde, p,, 22; = 47,2 9~, sein. Nun ist 





. 1 1 1 
dae Ok: Nigga Mies 
'traa PTE 
— 1 1 1 
21 . i. =<. oe 
at Fs *+i + 

1 1 3 il 
i140  TF1 ~ 9? 
pe 1 ~~ 
21-407 241 as 


Man kann in solchen Fiillen das Theorem der zusammengesetzten Wahr- 
scheinlichkeiteu nur in der verallgemeinerten Form 

(P. ’ Q) _ Pid 
zum Ansatz bringen, wo P= >'p, die eine Wahrscheinlichkeit und 4, 
immer den zugehérigen Wert von Q bedeutet (d. h. den Wert von Q im 


Falle des Eintreffens des Ereignisses, welches die Wahrscheinlichkeit p, 
besitzt.) 


Liegen dann fiir alle i die q, zwischen den Grenzen q und ], 80 gilt 
die Ungleichung 


(62) Pq <(P, Q) S PG. 


Auf diese Ungleichung lassen sich die voranstehenden Schliisse beziehen. 


§ 3. 
Approximationen mit Nebenbedingungen. 


Wir verbinden die Resultate der vorhergehenden Paragraphen, indem 
wir folgenden Satz beweisen. 
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Satz 5. Es sei 
O<e<1 wd OS<s<l, 
so gibt es eine Menge M von Werten x vom MafB 1 und zu jedem x der 
Menge M eine Menge S von Werten s vom Mae 1, sodaB zu jedem Werte- 


paar (x, 8) zwei Reihen positiver wachsender ganzer Zahlen v = v, und 
a =a, zugehiren derart, dap zugleich 


. (v2) 1 
(63) r < va, 
und 
(64) (vs) >7,,>0 fir alle v 


ist, wo ,, eine nur von dem Wertepaar (x, s) abhiingige Gripe bedeutet. 
In der Tat kénnen wir hier fiir die Menge M ohne weiteres die 
Menge M des Satzes 3 einsetzen, dann gilt 


~ 


Indem wir jetzt auf die Reihe der » die Folgerung 1 ($1) anwenden, 
erhalten wir zu jedem x eine Menge S von Werten s (0<s<1), sodab 
zu jedem Wertepaar (2, s) eine Teilmenge vy = vy, der » gehdrt derart, dab 
zugleich die eben angegebene Ungleichung und 
(vs) > 1,,,> 9 
fiir alle v besteht. 
Wir beweisen nunmehr den folgenden wichtigen 


Satz 6. Es sei L>O eine beliebig groB vorgegebene Zahl, dann gibt 
es eine x-Menge M vom Maf 1 und zu jedem x von M eine s-Menge S 
von MaB 1 (O<2<1, O<s<1) derart, daf fiir jedes Wertepaar (z, s) 
zwei positive ganze Zahlen v und N so wihlbar sind, daB einerseits die 
Beziehung 


(v2) 8 
(65) <a 


und andererseits die Beziehung 
(66) v©?5 1 
erfiillt sind. 
Wir wiihlen z und s aus den Mengen M und S des Satzes 5, sodaB 
die Ungleichungen (63) und (64) gelten. Andererseits wihlen wir zu dem 


vorgegebenen Werte von L und irgend einem v des Satzes 5. die ganze 
Zahl N beliebig in den Grenzen 


(67) St! wo >». 


Nz, 8 Nz, s 
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Wenn, was wir festsetzen kénnen, 7, ,< > ist, so ist & |> 2y und 


es stehen uns mindestens 2v ganzzahlige Werte zur Verfiigung. 
Es wird also mit Riicksicht auf (64) 


; 7 (vs) 
(68) N*, >. 
Andererseits ist fiir dasselbe » 

. (vx) 1 
(69) yp < N*a, ? 
wenn 
70 ) 4, = re a, 
gesetzt wird. Vermége (67) ist dann wieder 

. . "zs \* 
(71) a, > (75) a,. 


Da nun mit wachsendem v, a, iiber alle Grenzen wiichst, so wiichst auch 
wugleich @, iiber alle Grenzen und also lift sich ein v so groB bestim- 
men, daB 


\| 


(72) Ls 
wird. Aus (69) und (72) folgt also fiir dieses » 
(73) Ose 


womit der in Rede stehende Satz bewiesen ist. 


g 4. 


Die Definition der mittleren Bewegung. Die Funktion g(x, s; n) 
und die Siitze von P. Bohl und W. Sierpinski. 


Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns ‘zum eigentlichen Gegen- 
stand der Untersuchung. Wir schicken die folgende Definition voraus. 
Definition. Es sei f(a; ”) eine Funktion der positiv ganzzahligen 
Variablen » und des reellen Parameters « (O<2<1) derart, daB die 
Gleichung 
(74) lim £41 5 
fiir jedes x erfiillt sei, wo s eine von x unabhiingige Konstante bedeute. 
Wir sagen dann, f(x; ) besitzt eine mittlere Bewegung fiir den Wert 2, 
wenn es eine von x abhiingige Zahl G,> 0 gibt, sodaBb die Ungleichung 
(75) f(a; n) —ns| < G, 
fiir alle n >, erfillt ist. 
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Ebenso sagen wir, die Funktion f(a; ) besitze eine mittlere Bewegung 
fiir die Punkimenge M, wenn fiir jeden Punkt x der Menge M eine Un- 
gleichung (75) besteht. 

Hat insbesondere die Punktmenge WM der Punkte x (0< 4< 1) das 
MaB Null, so sagen wir, daB fiir das Intervall (0,1) die geometrische 
Wahrscheinlichkeit mittlerer Bewegung Null sei. 

Beiliufig bemerkt man: 

Damit die geometrische Wahrscheinlichkeit mittlerer Bewegung fiir 
das Intervall 0 bis 1 Null sei, ist es hinreichend, daB eine Ungleichung 


(76) |f(ajn)—ns|<G, 


wo G eine von x unabhiingige GréBe bedeute, nur fiir eine Nullmenge 
in «# erfiillt sei, wie groB auch G angenommen werde. 

Denn diejenigen x, fiir welche mittlere Bewegung existiert, sind in 
der abzihlbaren Zahl von Nullmengen enthalten, die den wachsenden 
Werten G,, G,, --- entsprechen, sie bilden eine Menge von MaB Null. 

Wir definieren jetzt eine Funktion g(z,s; ) folgendermaBen: Aus 
dem ebenen Zahlgitterquadranten, dessen Punkte durch die positiven ganzen 


as, 
[ 


/ 
[i 


I ots: 











b=m 









































0s 1 


Zahlen (a,b) bestimmt werden, schneiden wir mittels der parallelen Ge- 
raden I und II einen Parallelstreifen heraus. Wir legen zuniichst die 
Gerade I durch den Nullpunkt unter der Neigung @ gegen die positive 
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a-Achse und setzen a=ctg@. Die Parallele II schneide die positive 
a-Achse im Punkte (a = s, b= 0). 

Unter (a, s; ) verstehen wir die Anzahl der in dem Parallstreifen 
unterhalb der Ordinate b = n+ 1 gelegenen Gitterpunkte des Quadranten, 
wobei wir die auf der Abszissenachse und die auf der Geraden I ge- 
legenen Gitterpunkte von der Zahlung ausschlieBen. 

In analytischer Darstellung lautet der Ausdruck der Funktion 


(77) (x, 8; n) = ns +> {(am) — (s+am)}, 
m=1 
wobei wieder (a) = a — |[a| gesetzt ist. 

In der Tat ist ja die Anzahl der auf einer Geraden b=m (O<m<7n) 
gelegenen Gitterpunkte unseres Streifens, d. h. die Anzahl der auf der Strecke 
zwischen den Endpunkten 

(a=zm,b=m), (a=s+am, b=m) 
gelegenen Gitterpunkte gleich der Differenz der Anzahl der auf den Strecken 
(a=0,b=m), (a=s+am,b=m) und (a=0,b=m), (a=arm, b=m) 
gelegenen Gitterpunkte. Die diesbeziiglichen Anzahlen sind 
[s+am] und [rm], 


deren Differenz auch 
(am) — (s+a2m) +s 
geschrieben werden kann, sodaB in der Tat 


man 


p(x, 83”) = Za {(am) — (s+ am) + s} 


m=1 


wird. 
Ist ein irreduzibler Bruch und geht die Gerade I durch den Punkt 


(u, v), so geht sie durch alle Punkte mit den Koordinaten (gu, gv) und der 
Streifen zerfallt dann in lauter sich periodisch wiederholende Parallelo- 
gramme der Hihe v. Es ist also, wenn 


(78) n=vp+m O<m<y 
gesetzt wird, 

(79) 9 (~,8;n)—pe(“;8;r) + 9(%,;m)- 

Ferner ist 

(80) 7 (* » % v) =|[vs]. 


Denn es ist nach (77) 


9 (<, 8; v) —ve+ S (Sm) —(s+ *m)}; 
2 


8* 
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setzen wir 


(81) _ [vs] +9, 


so durchliuft 


(82) (“ m) und (eas s)+e ") 


fiir m = 1, 2,---,v, da . irreduzibel, alle echten Briiche mit dem Nenner v. 


Andererseits ist, vermége 
(83) CP 1 


v v 


(84) tem) ” (etes 4 fr) om (aires) + ©9 . 


? 


Daher reduziert sich die Summe in (77) auf 
©), = (vs) 
und es wird 


9" » 35 v) — [vs]. 
Hieraus folgt, in Verbindung mit (79), 


(85) @ (e » 83 n) — nl?) y(* » 83 ; m) —m 4, 
wenn 
(86) n= m(v) 
ist. 
Dividieren wir durch » und ersetzen wir, unter der Annahme 
(87) O<m<r-l, 


9 (X, 8; m) — m'*s ‘| durch seine Extremalwerte M und M fiir m= 0, 
1,---+,;»—1, so folgt 


re ; 


n = » n = n?’ 


(88) 


also, da M und M yon n unabhiingige endliche GréBen bezeichnen, 


ys 
(5-09) to, 


(89) lim a 


n=oe 


(Bohl 1. c. p. 226) 


Ist dagegen x irrational, so besteht die Gleichung 
(90) lim 25") _ 5 (Bohl Le. p. 226), 


deren Beweis von P. Bohl auf sehr sinnreiche Weise gefiihrt wird. 
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Einen allgemeineren Satz hat W. Sierpinski (Krakau Ak. Anz. Math.- 
Nat. Kl. A, Jan. 1910, p. 9) zugleich auf einfachere Weise bewiesen (vgl. 
auch ibid. Nov, 1909). 

Das Theorem von W. Sierpinski lautet: Es ist 


in | Ses +91- —— +)e—ny+% 3]-9, 


wo « irrational und y beliebig ist. Diese Formel folgt aus der leicht zu 
beweisenden Ungleichung 


SUG te] 0td Gals Seiad Oe, 


2¢ 
in der + einen irreduziblen Bruch bedeutet, indem man folgenden Appro- 


ximationssatz zuhilfe nimmt: 
Zu jeder reellen Zahl x lift sich eine unendliche Folge von Briichen 





= (n= 1,2,---) 


so finden, dap zugleich 
. a, 
mee 9 


und 
lim “* = 0 

ist. rg 

Dieser Satz ist unabhingig von H. Weyl in einer etwas spiter er- 
schienenen Arbeit: Uber die Gibbssche Erscheinung und verwandte Kon- 
vergenzphinomene (Rend. Cire. Mat. Palermo 30, 12. Juni 1910, p. 406) 
bewiesen worden. 

LiBt man bei gegebenem N in der Funktion 


p(x, 3; N) 
x von 0 bis 1 variieren, so iindert sich der Wert der Funktionen an den 
Stellen 


(90) —— s a+s 


b? b? 
wo a und b irgend welche ganze Zahlen 1, 2,---, N bedeuten, sprung- 
weise um 1. Der Abstand zweier Werte (91) ist gréBer oder gleich 


8 
N?? 
sodap in einem Intervall der Linge NT sich die Funktion o(a,s; N) um 
nicht mehr als 1 dindert. 








on. i a, 


Ce i te 
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§ 5. 
Nachweis des Hauptsatzes von der Unwahrscheinlichkeit 
der mittleren Bewegung der Funktion g(a, s; n). 


Wir beweisen nunmehr den Hauptsatz: 

Satz 7. Es gibt eine Menge M (0<2<1) vom Map Eins, und mu 
jedem x der Menge M eine s-Menge vom Ma Eins derart, da fiir jedes 
Wertepaar (a,s) die Funktion o(x,8;n) keine miitlere Bewegung besitet. 

Als ebene Menge betrachtet, hat die (x, s)-Menge das MaB 1. Wir 
kénnen also sagen: 

Es besteht fiir mittlere Bewegung der Funktion o (x, s;) die geometrische 
Wahrscheinlichkeit Null. 

Beweis: Wir nehmen als Mengen M und S die Mengen des Satzes 6. 
an. Infolge der Beziehung 


(92) OO <a 
ist fiir das dort bestimmte N 
(93) p(x, 3; N)=@ (7) $3 N) +2; 
wo z entweder © oder + 1 ist. 
Es sei 
(94) =. £.. 
v Vv 


r . . 
wo 5 irreduzibel sei und 


(95) v =v. yr, 


Fir N stehen alle Werte zur Verfiigung, welche im Intervalle (67) von 
der Liinge 2y liegen. Wir denken uns N so gewihlt, dab 


(96) N=0 (r*) 
wird. Es ist also nach (79) 
(97) g (%,s;N) — ie. 
Also ist 
(98) g(a, s;N)—Ns=N'™*!_ sy 
-—w)) +4- 
Nun ist aber N bei gegebenem ZL so bestimmt worden, dab 
(99) w&?> 1 
wird. Aus 


(100) vs — v**[y*s| > vs — [vs] 
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folgt durch Division mit v = v*- »** 


»— WI > yl), 


d. h. 
(v*s) ~ (v8) 
(101) yt = _ 
Es ist also zufolge (98) und (99) 
(102) 9 (a, 8; N)—Ns|>N@ — y, 
> L— q> 
>L—-1. 


Es laBt sich also, wie groB auch L—1 vorgegeben sei, zu jedem (z, s) 
der Menge ein N derart bestimmen, daB die Ungleichung (102) erfiillt ist. 
Damit ist der fragliche Satz vollstiindig bewiesen. 

Man verallgemeinert die vorstehenden Betrachtungen, indem man an- 
statt der Funktion (z, s,) die Funktion 

P(x, a, 83m) = H(a, a+8;m) — w(x, a; m) 
betrachtet, welche die Anzahl der Gitterpunkte in einem um a nach rechts 
verschobenen Streifen angibt. Da keine neuen Uberlegungen ins Spiel 
kommen, so verzichten wir auf eine Angabe der Beweise und formulieren 
lediglich das Ergebnis: — 

Es besteht die geometrische Walrscheinlichkeit Null fiir mittlere Be- 
wegung der Funktion (a, x,s;n), was auch a sei. 








ett ta i 
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Preisaufgabe der Firstlich Jablonowskischen Gesellschaft 
fir das Jahr 1913. 


Eine gegebene Ellipse wird durch die Methode der reziproken Radien 
in ein gewisses Oval verwandelt. Und eine von diesem Oval umgrenzte 
homogene materielle ebene Fliche wird, unter Zugrundelegung der Theorie 
des logarithmischen Potentials, was ihre Einwirkung auf fiuBere Punkte 
anbelangt, ersetzbar sein durch eine von zwei Massenpunkten begrenzte 
materielle Linie. 

Es diirfte nun wohl von Interesse sein, diesen von ©. Neumann in 
den Abh. d. Kgl. Siichs. Ges. d. Wiss. im Jahre 1909 aufgestellten Satz zu 
iibertragen auf die Theorie des Newtonschen Potentials. Die Gesellschaft 
stellt daher folgende Frage: 

Wie lautet, in der Theorie des Newtonschen Poten- 
tials, fiir das durch die Methode der reziproken Radien 
aus dem Ellipsoid entstehende Ovaloid derjenige Satz, 
der jenem C. Neumannschen Satze analog ist? 

Die Gesellschaft wiinscht, daB diese Frage, wenn auch nicht im all- 
gemeinen, so doch fiir irgendeinen speziellen Fall beantwortet werden 
méchte, so z. B. fiir den Fall, daB das gegebene Ellipsoid ein Rotations- 
ellipsoid ist, und iiberdies das Zentrum der (nach der Methode der rezi- 
proken Radien auszufiihrenden) Transformation im Mittelpunkt des Ellip- 
soides liegt. 


Kinlieferung bis zum 31. Oktober 1913; Preis 1500 Mark. 
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Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte linearer 
partieller Differentialgleichungen (mit einer Anwendung auf die 
Theorie der Hohlraumstrahlung). 


Von 


Hermann Wey in Gottingen. 
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EE ae ee ee ee eee Cn 441 
§ 1. Beziehungen der Eigenwerte zweier Kerne K’, K” zu den Eigenwerten der 
Summe K’-+ K”. Approximation eines Kerns durch bilineare Kombi- 
nation von endlichvielen Funktionen einer Variablen ........ 443 
§ 2. Invarianz der asymptotischen Eigenwertverteilung gegeniiber Addition von 
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§ 3. Asymptotisches Gesetz der Eigenwerte der gewdhnlichen Schwingungsglei- 


chung in der Ebene, fiir die Randbedingungen «= 0 und on =—0. . 456 
§ 4. Analoge Untersuchungen fiir die allgemeine sich selbst adjungierte Dif- 
Se ee ee ee ee ee ee 463 


§ 5. Modifikationen, die bei Ubertragung des Beweises auf den dreidimensio- 
nalen Raum vorgenommen werden miissen 
§ 6. Uber das Spektrum der Hohlraumstrahlung. .............-. 469 


Einleitung. 


Methoden von solcher Allgemeinheit wie die Theorie der Integral- 
gleichungen haben, wenn man sie auf physikalischeProbleme — die Integral- 
gleichungen auf Schwingungsvorgiinge — anwendet, ihre Aufgabe damit 
nicht erschépft, daB sie erméglichen, in jedem konkreten Einzelfall die Er- 
scheinungen bis in ihre letzten Details rechnerisch zu verfolgen — nur 
die einfachsten und am einfachsten zu realisierenden solcher Einzelfille 
diirfen ja vom physikalischen Standpunkt ein besonderes Interesse bean- 
spruchen, und die erweisen sich oft speziellen Ansitzen direkter zugiing- 
lich —; vielmehr sollen diese Methoden, wenn ich nicht irre, vor allem 
das leisten — was kein spezieller Ansatz zu leisten vermag —: die einem 
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groBen Komplex von Erscheinungen gemeinsamen Ziige ausfindig zu machen. 
In diesem Sinne habe ich mir in der vorliegenden Arbeit die Aufgabe 
gestellt, mit den Methoden der Integralgleichungstheorie folgenden Satz zu 
beweisen: Schwingungsvorginge, deren Gesetamifigkeit sich in einer linearen 
Differentialgleichung vom Typus der gewohnlichen Schwingungsgleichung aus- 
spricht, besitzen, unabhiingig von der geometrischen Gestalt und physikalischen 
Beschaffenheit der (als endlich ausgedehnt vorausgesetzten) Rédwme, in denen 
sie sich abspielen, im Gebiet der hohen Schwingungszahlen alle wesentlich 
ein und dasselbe ,,Spektrum“. AuBer den mathematisch einfachsten Rand- 
bedingungen (welche das Verschwinden der Amplitude oder ihrer normalen 
Ableitung am Rande verlangen) betrachte ich wegen ihres physikalischen 
Interesses als weiteres Beispiel (§ 6) die Hohlraumstrahlung, die sich in 
einem beliebig gestalteten, von einer vollkommen spiegelnden Hiille ein- 
geschlossenen Vakuum ausbildet, und weise nach, daB die Dichtigkeit, 
mit der die Spektrallinien hier im Gebiet der hohen Frequenzen auf- 
einanderfolgen, dem Volumen des Hohlraums proportional, im tibrigen 
aber (asymptotisch gesprochen) von der Gestalt der begrenzenden Hiille 
unabhingig ist. Dieser Satz ist erforderlich, um die Jeanssche Strahlungs- 
theorie (bei deren Begriindung sich ihr Urheber auf einen parallelepipe- 
dischen Hohlraum beschriinkte) allgemein durchfiihren zu kénnen.*) 

Die einfachen, fiir alle Kerne giiltigen Resultate des § 1 sind es, 
welche die Inangriffnahme der bezeichneten Untersuchungen erméglichen; 
sie bestimmen eindeutig den Weg, auf welchem der Beweis zu fiihren ist. 
Im § 2 werden jene Siitze dazu verwendet, die asymptotische Verteilung der 
Eigenwerte solcher Kerne festzustellen, wie sie in den folgenden Ab- 
schnitten eine Rolle spielen werden. §§ 3—6 enthalten die Anwendungen 
auf partielle Differentialgleichungen, namentlich auf die gewdéhnliche 
Schwingungsgleichung Au + 4u = 0, fiir den Fall von zwei und drei un- 
abhingigen Variablen.**) 





*) AuBer der Originalarbeit von Jeans (Phil. Mag. 1905, 6. Ser., 10, p. 91—98) 
vgl. den Vortrag von H. A. Lorentz auf dem Internationalen Mathematiker-Kongresse 
in Rom 1908. Lorentz hat auch (in dem vierten seiner Géttinger Vortriige ,,Uber 
alte und neue Fragen der Physik“) den hier in § 6 bewiesenen Satz als eine aus 
physikalischen Griinden plausible Vermutung ausgesprochen. Uber die einfachsten 
Falle, in denen sich der Beweis durch direkte Berechnung der Eigenwerte erbringen 
14Bt, handelt die Leidener Dissertation von Fraulein Reudler. Das analoge Problem 
im Gebiet der Akustik (das in der vorliegenden Arbeit gleichfalls seine Erledigung 
findet) hat A. Sommerfeld auf der Naturforscher-Versammlung zu Kénigsberg 1910 
[Physikalische Zeitschrift 11 (1910), 8. 1061] aufgeworfen. 

**) Eine kurze Note tiber den Gegenstand dieser Arbeit habe ich bereits in den 
Géttinger Nachrichten (math.-phys. Klasse, Sitzung vom 26. Febr. 1911) verdffentlicht. 
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§,1. 
Beziehungen der Eigenwerte zweier Kerne K’, K” zu den Eigen- 
werten der Summe K’+ K”. Approximation eines Kerns durch 
bilineare Kombination von endlichvielen Funktionen einer Variablen. 


Die Betrachtungen dieses und des niichsten Paragraphen beziehen sich 
auf lineare Integralgleichungen, deren Kerne symmetrisch sind und von 
solcher Art, daB fiir sie die gewéhnliche Fredholm-Hilbertsche Theorie 
giiltig ist. Wir machen also fiir den symmetrischen Kern 


K(s, t) = K(t,) (a<}<b) 
etwa die Voraussetzung, daB das Integral 


{masa 


endlich sein soll. An Stelle der einen Variablen s und der einen Variablen ¢ 
kann auch je eine Reihe von Variablen s,s,---s,, bez. ¢,,---t,, d. h. je 
ein Punkt (s) bez. (¢) in einem Raum von / Dimensionen treten. Beide 
Punkte (s) und (¢) variieren dann in demselben Gebiet J des h-dimensio- 
nalen Raumes; fiir ds oder dt hat das Volumelement dieses Raumes ein- 
zutreten, und die Integrationen erstrecken sich, statt tiber das Intervall (ab), 
immer tiber das gegebene Gebiet J. Der Einfachheit des Ausdrucks halber 
operieren wir aber im folgenden zuniichst nur mit einer Variablen s und 
einer Variablen ¢. 

Die Eigenwerte von K(s,¢) bezeichne ich, indem ich sie nach der 
GréBe ihres absoluten Betrages anordne, mit*) 

waa Ual2lbsl2bsl2--)5 
in dieser Reihe soll jeder Eigenwert so oft vertreten sein, als seine Viel- 
fachheit angibt. 
9,(8), (8); 93(8), at 

mége das System der zugehdrigen normierten Eigenfunktionen sein (die 
nur soweit vorhanden sind, als noch x,+ 0 ist); es bestehen also die 
Gleichungen 


x9r(8) — f K(s, t) p(t) dt = 0 
b % b 
Sotds=1, J vmds 0 (h+7), 
*) Besitzt K nur endlichviele, etwa m Eigenwerte — — i my - , 80 setzen 
Wi 241 =%_42=°°°= 0; eine entsprechende Fostectauny ah fiir ate auf 8, 444 


eingefiihrten GréBenreihen x, x. 


29* 
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und jede Eigenfunktion des Kerns K setzt sich aus endlichvielen der 
Funktionen g,(s) linear zusammen. Ferner ist 


bb 
Sf Bidsdt = x2 + xe + x24 +++ in inf. 


Die nicht-negativen unter den Zahlen x,, x,,--- bezeichne ich in der 
Reihenfolge, wie sie in dieser Reihe auftreten, mit 
a (%,>%>--) 


und die zugehérigen Eigenfunktionen mit 
#1(8), Fa(5), >> 
Die nicht-positiven unter den x,, x,,--- heiBen %,, %,-+-- und die zu- 
gehérigen Eigenfunktionen g,(s), g,(s), ---. Auf die hier festgesetzte 
Numerierung beziehen sich auch Ausdriicke wie diese: erster Eigen- 
wert (<) , reziproker n**™ positiver Eigenwert (x,) usf. 
Ferner setze ich 


[Ky = % G1 (8) G1(f) + He Pa(8) G2) +--+ %,Ga(9) PO), (KI = 9). 


b 


Fir alle Funktionen 2(s), fiir welche | f ads < 1 ist, erfiillt die zu K(s,¢) 
gehérige quadratische Integralform . 


bb 
K<a) =| { K(s, t)2(s) x(t) dsat 
die Ungleichung _ 
K<a> < %. 

Das Reziproke des ersten positiven Eigenwertes von K —[K]t ist = %,,,. 

Haben wir es mit verschiedenen Kernen zu tun, so unterscheiden wir 
sie durch obere Indizes: K’, K”, K* usw. Die GréBen x, /(s), usw., 
welche zu diesen Kernen gehéren, werden dann durch dieselben, oben an- 
gehingten Kennzeichen unterschieden. 

Die Resultate dieses Paragraphen beruhen auf dem folgenden einfachen 

Lemma. Ist k,(s, t) irgendeine bilineare symmetrische Kombination 


> k,, %, (8), (8) (k, =k») 


P,g=1 


aus  beliebigen quadratisch integrierbaren*) Funktionen ®,(s), so ist der 


P 
*) D. h. f 3ds soll endlich sein. 
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erste positive Eigenwert von K—k, nicht grifer als der (n+ 1)" positive 
Eigenwert von K. 
Beweis. Ich bilde durch lineare Kombination der Eigenfunktionen 


$,(8)) Pa(8), -**> Pagx(8) von K eine Funktion 2(s): 
x(8) = 2, G, (8) + 25 G2(8) +--+ + oes! Pn41(8), 
welche die » linearen Gleichungen 


) 


'2(s) ©, (s)ds = 0 (p=1,2,---,n) 
J 28) ®, 


erfiillt; dabei kann ich eine solche Normierung vornehmen, dab 


6 


fodssat+a,2+---+23,,= 1 


wird. Fiir diese spezielle Funktion z(s) kommt 


J kq(s,t)(t) dt =0, 
also y 


Sf KG,0 —kn(s,0)} 2(s) a(t) dsdt = [ [K(s,0) 2(0) a(t) dsdt 


+ 2 + 2 + 2 + 
Hy Dy hg My® s+ + Hyg Uys = %n41° 


Damit ist das Lemma bereits bewiesen. 
Eine erste wichtige Folgerung formulieren wir als 
Satz L Fiir die Summe K zweier Kerne K’, K” ist 


(1) dn + +1 S ¥n+1t %a41) (2) %m+n+1 2 %m+1$ Xn 41, 
(3) | m+n +1 < | im +1 | + | tn +1. 
Beweis. Aus den fiir alle x(s), deren Quadratintegral < 1 ist, giil- 


tigen Beziehungen 


Sf[® (s,t) a(s) x(t)dsdt < x,', 


S[R'(st)2(s) a(t) dsat < i,” 


aa 


folgt durch Addition 


6b 
Sf Ks) 2(s)a(t) dsdt < t+ %,”, 
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also insbesondere fir x(s) = @,(s): 

ity Sy + %,". 
Wenden wir diesen SchluB, statt auf K’ und K”, auf 

K’—[K}, und K”—[K"}; 
an, so erhalten wir fiir den ersten positiven Eigenwert von 
K*— K— {(K’}, + (KT, 
die Ungleichung 
x,*< King + Hus: 

Da aber nach unserem Lemma 

n* = Ricans 
ist, ergibt sich daraus (1). 

Die Ungleichung (2) folgt aus (1), wenn wir diese auf den Kern 
— K=(—K’') + (— K”) anwenden. 

(3) ist eine Folgerung aus (1) und (2). Sind unter den Zahlen 
x,',-+ ,%,, namlich m* positive, m™ negative enthalten und unter den 
Zahlen x,”,---, x,” im ganzen n* positive und n™ negative, so gibt es nach 
(1) und (2) héchstens m*+ n* Zahlen x, welche > |xm+41| + |x4:] sind, 
und unter den Zahlen x finden sich héchstens m~+ n~, deren absoluter 
Betrag oberhalb dieser Grenze liegt. Insgesamt kommen unter den abso- 
luten Betriigen der x also héchstens (m*+n*) + (m~+ n°), di. héchstens 
m-+-n vor, die diese Grenze iibersteigen. Daraus folgt (3). 

Wahlt man insbesondere K’= K—k,, K” =k, und beachtet, dab 
der (n+ 1)* reziproke Eigenwert von k, gewib = 0 ist, so schlieBt man 
aus I. den (das Lemma, von welchem wir ausgingen, verallgemeinernden) 

Satz Il. Der m* positive Eigenwert von K —k, ist nicht grifer als 
der (n+ m)* positive Eigenwert von K; der m* negative Eigenwert von 
K—k, ist nicht Kleiner als der (n+ m)* negative Eigenwert von K; der 
absolute Betrag des m™ Eigenwerts von K —k,, ist nicht grifer als der 
absolute Betrag des (n+ m)*" Eigenwerts von K. 

Der letzte Teil dieses Satzes liefert insbesondere das Resultat, daB die 
Quadratsumme der reziproken Eigenwerte von K —k, 


> w2art+ eiget--- 


ist, und damit den auf anderem Wege schon von E. Schmidt bewiesenen*) 


*) Math. Ann. 68 (1907), S. 467ff. Man darf wohl behaupten, daB der hier ge- 
gebene Beweis tiefer in das Wesen der Sache eindringt als der Schmidtsche; hier 
zeigt sich niamlich: der wahre Grund dafir, da8 die Quadratsumme der reziproken 
Eigenwerte von K—k,, gréBer ist als die Quadratsumme x? ,, + x%.,,+---, ist der, dab 
jedes einzelne Glied jener ersten Quadratsumme gréBer ist als das entsprechende Glied 
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Satz Ill Sucht man K(s,t) mittels solcher Kerne k,(s,t), welche durch 
bilineare Kombination von hichstens n Funktionen ©,(s) entstehen, zu approxi- 
mieren, so laBt sich der Wert des Fehlerintegrals 


If K(s,t) — k,(s,t)}*ds dt 
nicht unter sis 


Mesitxeipet--- 
herabdriicken. 


Aus I. ergeben sich auch solche Siitze wie dieser: da’, wenn der 
Kern K, um den es sich handelt, noch in stetiger Weise von einem Para- 
meter « abhiingt, x und x stetig mit « variieren. Dabei geniigt es, die 
stetige Abhiingigkeit des Kernes K = K(s,t\@) = Ka von @ lediglich in 
dem Sinne zu verlangen, dab 


lim {ae Ku) dsdt =0 


sein soll. Um den Beweis zu fiihren, nehme man in den Ungleichungen 
von Satz J. fir K’ den Kern Ka, fir K” dagegen Ke’— Ka, und 
setze n = 0. 


Satz IV. Bildet man aus K wmittels einer abteilungsweise stetigen 
Funktion p(s), die den Bedingungen 
0< Mm <\p(s)| SP, (Po, Py Konstante) 
geniigt, den Kern K' = K(s,t) p(s) p(t), so gilt 
iy Do? S%S %, Py 
Zum Beweise reicht es offenbar aus, die zweite dieser Ungleichungen, 
und zwar unter der Annahme P, = 1, darzutun. Ist x(s) irgendeine stetige 
Funktion, deren Quadratintegral <1 ist, so tibersteigt unter dieser An- 
nahme auch das Quadratintegral von p(s)a(s) niemals den Wert 1, und 


also ist 


SS) Kt) — % 6:09) AAO — +++ — %, Pal) PaO} V(8) 2(s)-v( a(t)-ds at 
vs a 


Der reziproke erste positive Eigenwert von 


n+1° 


K(s, t) p(s) p(t) — >) iy: v(s) G(8) - PO Pr) 


der zweiten Summe. E. Schmidts Satz bezieht sich tibrigens auf beliebige (unsym- 
metrische) Kerne; aber auch unser Beweis liBt sich auf diesen allgemeineren Fall so- 
gleich tibertragen. 
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ist also <x,,,, und daraus gestattet das Lemma, die zu beweisende Un- 
gleichung zu erschlie8en. 

Satz V. Ist (a,b,) ein in (ab) enthaltenes Intervall, so ist der n* positive, 
zu dem Kern 


K(s,t) (a, <}<b) 
gehirige Eigenwert nicht kleiner als der n® positive, zu 
K(s,t) (a</<b) 


gehirige, und der n* negative zum Intervall (a,b,) gchdrige Eigenwert nicht 
grifer als der n* negative zum Intervall (ab) gehirige. 

Diese Behauptung ist ein spezieller Fall von Satz IV. Um das zu 
erkennen, braucht man nur diejenige Funktion p(s) zu bilden, die im 
Intervall (a,b,) den Wert 1, auBerhalb dieses Intervalls den Wert 0 be- 
sitzt. — Lassen wir also das zugrunde gelegte Intervall, das bisher (ab) 
war, kontinuierlich zusammenschrumpfen, so fliehen die Eigenwerte 4 vom 
Punkte 40 fort. DaB dieser ProzeB stetig vor sich geht, ist durch die 
Bemerkungen auf S. 447 gewiihrleistet. Zieht das Intervall sich schlieB- 
lich auf einen Punkt zusammen, so konvergieren alle Eigenwerte gegen 
(+ oder —) co. 


§ 2. 
Invarianz der asymptotischen Eigenwertverteilung gegeniiber 
Addition von Kernen mit diinnerer Eigenwertverteilung. 
Eigenwerte eines stetig differenzierbaren Kerns. 


Aus den eben hergeleiteten Siitzen ergeben sich mannigfache Folge- 
rungen iiber die asymptotische Verteilung der Eigenwerte, wie hier an 
einem zwar speziellen, aber fiir die nachfolgenden Untersuchungen iiber 
Differentialgleichungen sehr wichtigen Beispiel gezeigt werden soll. 

Satz VI. Gilt fiir die positiven Figenwerte von K' das Gesetz 

lim nx’, = 1, 


hingegen fiir die positiven wie negativen Eigenwerte von K” 
lim nx” =0, 


so haben die positiven Eigenwerte von K = K’ + K” asymptotisch die gleiche 
Verteilung wie die von K’, d. h. es ist 


. + 
lim nz,=1. 
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Beweis. Es sei h eine feste ganze positive Zahl. Aus Satz I. folgt 
Xas1asjS Kant + kno Caen : 
Die Voraussetzungen ergeben demnach me 
lim sup nx, < ats 
Wenden wir andererseits Satz L auf K’= K + (—K”) an, so kommt 


+, < + “~~, 
H(h+1)n+j S 4in+yj — 4n4+1) 


lim inf n - %, > ra 


Da h jede noch so groBe ganze Zahl bedeuten kann, muB in der Tat 


und daraus folgt 


lim nz, =] 

Falls man durch irgendwelche einfache Reihenentwicklungen (Taylorsche 
Reihe, Fouriersche Reihe oder dergl.) eine gute Anniiherung an den ge- 
gebenen Kern K(s,#) mit Hilfe eines Kernes von der Art k,(s,¢) erlangt 
hat, liefert der Schmidtsche Satz eine Abschiitzung der Quadratsumme 
%e41+ 42+ ++ und damit auch von |x,| nach oben. Wir beweisen z. B. 

Satz VII Ist K(s,t) im ganzen Quadrat a <s,t<b (einschlieBlich 
des Randes) stetig nach t differenzierbar, so ist 


lim n*2x, = 0. 


Wir teilen das Intervall a < s < b ebenso wie a < ¢ < b je in n gleiche 
Teile. Dadurch zerfillt das Quadrat a<s,t<b in n® gleiche Quadrate. 
Die Wertunterschiede von a in jedem einzelnen dieser Quadrate seien 
dem absoluten Betrage nach < ¢,; nach Voraussetzung kénnen wir diese 
Zahl «, fiir jedes » so wihlen, daB lim ¢,= 0 wird. In jedem der n? kleinen 


sein 


Quadrate wiihlen wir einen Punkt, doch so, daB in zwei Quadraten, die 
symmetrisch in bezug auf die Diagonale s=¢ zueinander liegen, sym- 
metrische Punkte gewahlt sind; insbesondere miissen wir also in einem von 
dieser Diagonale durchschnittenen Quadrat den zu wihlenden Punkt auf 
der Diagonale annehmen. Ist q eines der n* Quadrate und s,,¢, der in 
ihm gewihlte Punkt, so entwickeln wir K(s,?) im Bereich dieses Quadrates 
nach Potenzen von s — s,, ¢ —t,, wobei wir freilich die Taylorreihe schon 
mit den linearen Gliedern abbrechen. Wir bekommen dann, wenn A, B, C 


die Werte von K, x . ox im Punkte s,, ¢, bedeuten, in q: 
buss 
(4) |K(s,t) — [A+ Bs—m) + C¢—%)]| S26, =: 





n 


Wir bezeichnen mit ,(s) (h = 1,2,---,) die m Funktionen, welche in je 
einem der nm gleichen Teilintervalle von (ab) den Wert 1, in den tibrigen 
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den Wert 0 haben, und mit %,,,(s) (h=1,2,--.,m) die » Funktionen, 
welche in je einem der nm Teilintervalle =s, in den tibrigen = 0 sind. 
(4) laBt sich dann so deuten, daB wir K(s,¢#) durch einen aus den 
2n Funktionen ,(s) (h =1,---,2n”) in symmetrischer Weise bilinear kom- 
binierten Kern k,,,(s,¢) soweit angenahert haben, daB (abgesehen vielleicht 
von denjenigen Punkten (s, f), die auf den Teilungslinien liegen) iiberall 


| K(s,t) — hy,(s,¢)| < =*"(6—a), 
also jedenfalls 


Sf(@- k,, Pdsdt < ‘ (b—a)* 


ist. Mithin liefert Satz IIL 
lim n* (x2. + ha+s +-:: ) = 0. 


n= 


Nun ist aber 
Mee. + #29 +--- in inf. >"*2,,+4+--- +42, > nx?,, 
folglich 


lim n*x? = 0. 


Man kann die Voraussetzungen dieses Satzes dahin erweitern, daB 
man stetige Differenzierarbeit des Kernes nur im Innern des Quadrates 
verlangt, auBerdem aber die Konvergenz des iiber das ganze Quadrat zu 
erstreckenden Integrals von (St) fordert. Wir benutzen dabei den 

Hilfssatz*): Ist u(s, ¢) irgendeine im Innern des Quadrates 0 <s, t<c 
nach beiden Argumenten stetig differenzierbare Funktion, fiir welche 


—. 
Sfvasas: L(G) ot)'| dsat. 


Dieser Hilfesatz gibt darter hy wie weit sich in einem 
Quadrat eine willkiirliche, stetig differenzierbare Funktion v mittels einer 
Konstanten v, annihern laBt, wenn als Ma der Anniherung das Quadrat- 
integral des Fehlers benutzt wird. Die beste derartige Anniherung erhiit 
man nimlich, falls man fiir die Konstante », den Mittelwert von v an- 
nimmt. Dann erfiillt «=v —v, die Voraussetzung des Hilfssatzes, und 


es kommt 
Sfo-wraas: SG) nd oe)"| dsdt. 


ist, so ist 


» ” ® e ist ist die Verallgemeinerung einer von Scheeffer fiir Funktionen u von einer 
Variablen aufgestellten Ungleichung. 
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DaB der Grad der erreichbaren Anniiherung von den Werten der 1. Diffe- 
rentialquotienten abhingig ist, ist selbstverstindlich; das Wesentliche des 
Hilfssatzes liegt darin, daB lediglich das Integral iiber die Quadratsumme 
der beiden 1. Differentialquotienten auftritt. 

Um den Beweis zu fihren, stellt man sich das Variationsproblem, 
das Dirichletsche Integral 


SiG | ds sdt 


unter den Nebenbedingungen 


[fwasat— 1, {{uasat- 0 
00 00 


zu einem Minimum zu machen. Wenn dieses Variationsproblem eine 
Lésung besitzt (Dirichletsches Prinzip), so muB die Lésung w einer Diffe- 
rentialgleichung von der Form 


(5) ~ - m ~+yu=0 (y konstant) 
geniigen und die normale Ableitung von u am Rande des Quadrates ver- 
schwinden. Der kleinste, von 0 verschiedene, zu dieser Randbedingung 
gehérige Eigenwert y von (5) ist aber y = 5 - Indem man die willkiir- 
liche Funktion u in eine Fouriersche Cosinusreihe*) 


ma nn 
u= > An, cos —— s cos——t (Ago = 0) 
mn=0 
entwickelt, kann man diesen Gedankengang vom Dirichletschen Prinzip 
(dessen Zulissigkeit hier vielleicht zu Zweifeln AnlaB giibe) unabhingig 
machen. Man erhiilt dann nimlich die Identitiiten 


[fda SD 4.45 D445 D> Me 


m=+0 n+=0 m0 
n=+=0 


{ery i) Janae 5 sem tnt) + FD) Ain? 
n+0 
+ 2 oSa,e 


m+0 


*) D.h. nach den zu der angegebenen Randbedingung gehérigen Eigenfunktionen 
von (5). 
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Ein analoger Satz gilt auch, wenn wir das Quadrat von der Seiten- 
linge ¢ durch ein a Rechteck ersetzen. In dem in der Ungleichung 
auftretenden F aktor * —, hat man dann unter ¢ die gréBere der beiden 
Seitenlingen des Rechtecks zu verstehen. 

Um den Hilfssatz auf K(s,¢) anzuwenden, teilen wir wieder das 
Quadrat O:a<s,t<b in n’® gleiche Quadrate. In jedem einzelnen dieser 


Quadrate q kénnen wir K(s,¢) durch seinen Mittelwert C, so gut an- 
naihern, dab 


J (Kis, t) — O,)*ds dt < OF IG) “+ (F)"\ asat 


wird. Dadurch ist K(s,¢) in ganz 0 durch symmetrisch-bilineare Kom- 
bination der oben eingefiihrten » Funktionen ®,(s) (h=1,2,---,m) soweit 
approximiert, daB das OP) ver des Fehlers 


<a [Na on)" \ as sdt=-+,. MO VG aoa 


ausfillt. Daraus wiirde zuniichst nur 

n*(%i+1+ te+2t--:) 2A 
folgen. Man kann aber in © ein kleineres konzentrisches Quadrat O* 
zeichnen, sodaB © in O* und einen schmalen Rahmen R = 0 — O* zer- 
fallt. Wihrend » iiber alle Grenzen wiichst, soll O* nicht geiindert werden. 
Fiir diejenigen Quadrate q, welche in 0* liegen, kénnen wir dann wie 
friiher die Anniiherung weiter treiben, indem wir auBer der Konstanten 


auch noch die linearen Glieder der Taylorreihe beriicksichtigen. Wir er- 
halten dann 


lim sup n*(xPn41+ *2nge4+-°°) < 2058" {Bas dt, 
® 


und da der Rahmen ® von vornherein beliebig schmal genommen werden 
konnte, muB in der Tat 


lim ree +*ise+-+-:)=0 und folglich lim n%*z,=—0 


sein. *) 
Analoge Untersuchungen lassen sich im zweidimensionalen Falle an- 


stellen. Es sei 
(s,8,) in J 
K(8s, 8, t, ty) hs ty) in 7 


*) Wir wiren hier durch Benutzung der Fourierschen an Stelle der Taylorschen 
Reihe etwas rascher zum Ziele gekommen. Wir brauchen aber die im Text gewiihlte 
Beweisfiihrung zur Erledigung des zweidimensionslen Falls. 
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ein symmetrischer Kern, fir den in ganz JJ die Differentialquotienten 
ox , stetig sind. JJ bedeutet denjenigen abgeschlossenen Bereich im 
1 2 


vierdimensionalen 5, s,, ¢,f-Raum, der durch die Bedingungen 
(8,8,) in J, (é¢) in J 
definiert ist. Wir wollen zuniichst voraussetzen, dab J aus endlichvielen, 
etwa A, kongruenten Quadraten zusammengesetzt ist. Indem wir jedes 
dieser Quadrate in n* gleiche kleinere Quadrate einteilen und diese Teilung 
sowohl in der (s,s,)-, als auch in der (¢,/,)-Ebene ausfiihren, geht daraus 
eine Einteilung von JJ in A*n* kongruente (vierdimensionale) Wiirfel 
hervor. In jedem dieser Wiirfel wihlen wir unter Wahrung der Symmetrie 
in bezug auf die ,,Diagonale“ (s,s,) = (#,¢,) einen Punkt (s,°s,°t,°¢,°) und 
entwickeln K im Bereiche dieses Wiirfels nach Potenzen von s,— s,°, s,— 8,°, 
t, — t,°, t, — #,°, brechen diese Entwicklung aber bereits mit den linearen 
Gliedern ab. Dadurch gelingt es, K durch symmetrisch-bilineare Kombi- 
nation von 3A n* Funktionen soweit zu approximieren, daB das iiber ganz 
JJ erstreckte Quadratintegral des Fehlers < $5 (him é, = 0) wird. Es 
ist also ee 
lim m(x24.+ #i42+---)=0, limnzx,=0. 


Indem wir unsern Hilfssatz auf vier Dimensionen tibertragen, gelangen 


wir zu dem Ergebnis, daB fiir das Bestehen dieser Limesgleichung nur 


erforderlich ist, daB die Differentialquotienten x ; ox im Innern von JJ 
1 z 


stetig sind, wenn auBerdem das iiber ganz JJ zu erstreckende Integral 
von (e)'+ (6%) konvergiert. 

Ist die Begrenzung von J kein ,,Treppenpolygon“, so miissen wir J 
durch Quadrate auszuschépfen und uns mit dem Exhaustionsrest durch 
irgendwelche Schiitzungen abzufinden suchen. Ich nehme an, daB die Be- 
grenzung von J aus einer rektifizierbaren Kurve von der Linge L besteht. 
Wir tiberdecken die ganze s,s,-Ebene in der bekannten Weise mit einem 


Quadratnetz von der Seitenlinge +. Den ,,Exhaustionsrest* R,, welcher 
von J nachbleibt, wenn man alle ganz im Innern von J gelegenen Qua- 
drate des Quadratnetzes entfernt, hat einen Flicheninhalt < = -*) Wenn 
der Kern K in ganz JJ zwischen endlichen Grenzen liige, wiirde also 


n?. J. [- [fm ds, ds, dt, dt, 


*) Vgl. C. Jordan, Cours d’Analyse (2° éd., Paris 1893), I, 8. 107, oder 8. 455 
dieser Arbeit. 
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absolut fiir alle » unterhalb einer festen Schranke bleiben. Ich will hier 
nur voraussetzen, dab 


(6) im » ff [Je ds, ds, dt, dt, = 0 
ist. 
Statt eines Quadratnetzes von der Seitenliinge + bediene ich mich 


jetzt eines solchen von der Linge +: Die ganz innerhalb J gelegenen 


Quadrate dieser Einteilung, deren Anzahl héchstens J- n* ist, lassen sich, 
wie sogleich niher ausgefiihrt werden wird, derart zu Rechtecken mit 
lauter Seitenliingen <= zusammenfassen, daB sich die Anzahl solcher 
Rechtecke héchstens auf (J + 8L)n* beliuft. Diese Rechtecke bezeichne 
ich in irgendwelcher Numerierung mit q, (i = 1, 2,---). Zur Vereinfachung 
der Schreibweise denke ich mir J+82<1. Nunmehr spalte ich K in 
einer von dem Index » abhingigen Weise in zwei Teile 


K=- K+ Ko; 


* 

K™ soll, wenn (s,s), (¢,4,) beide in dem Exhaustionsrest R» gelegen 
sind, mit K tibereinstimmen, fiir alle andern Wertequadrupel (s,s, , ¢,t,) 
aber = 0 sein. Es ist also 


(em)? + Gm)? + tefl f fads, deat dt,, 


nt (x9) < wtf JS | [Kds, ds, dt, dt, 


“Ras 


folglich 


und zufolge der Voraussetzung (6), in der wir » durch n? ersetzen, 
(7) lim n?xn) = 0. 

Um K) anzunihern, bedienen wir uns der Funktion ,(s,s,), die in 
q, gleich 1, im tibrigen = 0 ist, und einer Funktion Y;,(s,s,), die, falls 
(8,8) in Ry» gelegen ist, durch den Mittelwert 


S[K«, 8, t, t,) dt, dt, 


4% 





[fat, dt, 
A 


erklirt wird und fiir andere Punkte (s,s,) gleich Null ist. Dann wird 
nach unserm (auf Rechtecke tibertragenen) Hilfssatz fiir alle a s,) in Ry: 


[fe 6%59)- W, (8,8) } *dt, dt, < 5 ol) (Cee oe) | dt dt,, 
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JL K (8,59, t,t) — ¥;(S, 89) } *dt, dt, ds, ds, 
Se “fh LP (Gi) + Gay} # Aetna 


Wenden wir die hinliniminaiie Verallgemeinerung jenes Hilfssatzes auf 
die Parallelepipede g,q, im Raum von vier Dimensionen an, so stellt sich 
heraus, daB wir durch symmetrisch-bilineare Kombination der héchstens 
2n* Funktionen ®,(s,s,), Y;,(s,s,) den Kern K® soweit anniahern kénnen, 
daB das Integral des “ery 


sel MG) t) jdt dt, ds, ds, = . 


wird. Demnach ist 


(8) ant (uit)? < 28, xin) < VA. 


mithin 


Durch die gleiche SchluBweise, wie sie uns zum Beweis von Satz VI 
diente, erhalten wir aus (7) und (8) die Ungleichung 
lim sup n x, | <4YVA. 
Es braucht nicht noch einmal auseinandergesetzt zu werden, wie man 
daraus auch die schiirfere Beziehung 
lim nx, = O 


ra=o 


gewinnen kann. 
Wohl aber bleibt noch die Konstruktion der Rechtecke q,; zu be- 
schreiben. Zunichst nehme man eine Einteilung in Quadrate von der 


Seitenlinge = vor; die ganz im Innern von J gelegenen dieser Quadrate 
rechne man zu den Rechtecken q,; ihre Anzahl ist héchstens Jn*. Die 
Anzahl derjenigen Quadrate der ~ -Teilung aber, welche Punkte mit der 
Randkurve © von J gemein haben, ist héchstens 4Lm (wir setzen dabei 
n> r voraus). Bildet man niimlich die ganze Zahl 

m=[Ln}+1 
und teilt © in m gleiche Bogen (deren Linge also = 2 < = ist), so kann 


ein einzelner dieser Bogen héchstens mit je vier Quadraten Punkte gemein 
haben. Da ferner von den héchstens vier Quadraten, in die ein solcher 
Teilbogen eintritt, mindestens eines mit einem derjenigen Quadrate identisch 
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ist, in die der niachstfolgende Teilbogen eintritt, brauchen wir pro Teil- 
bogen auf héchstens drei Quadrate zu rechnen. Die gesuchte Anzahl der 
an © anstoBenden Quadrate ist also 


<3m<3Ln+3<4LIn.*) 
Wir betrachten jetzt ein einzelnes der Quadrate Q von der Seiten- 
linge =, das Punkte mit © gemein hat, und nehmen mit ihm eine feinere 


Teilung in Quadrate von der Seitenliinge “ vor, die in » Schichten von 


je » Quadraten iibereinander liegen. Ich entferne von diesen kleineren 
Quadraten alle diejenigen — ihre Anzahl heiBe H —, welche an © stoBen. 
Dadurch, daB aus einer einzelnen Schicht h Quadrate entfernt werden, 
zerfallt diese Schicht in héchstens h+ 1 Rechtecke. Der Rest, der von Q 
nach Entfernung der H kleinen Quadrate nachbleibt, besteht daher aus 
héchstens H+ m Rechtecken, von denen wir jetzt nur diejenigen als Recht- 
ecke gq, beibehalten, die im Innern von J liegen. Fiihren wir diesen ProzeB 


fiir alle Randquadrate Q der * -Teilung aus, so bekommen wir aus diesen 
héchstens 


D> H+ ne >1 SAL + n-4Ln = 8Ln! 
Q 


Rechtecke q,. 

Es aindert an unseren Betrachtungen nichts, wenn J nicht von einer 
einzigen Kurve begrenzt, sondern ein von endlichvielen rektifizierbaren 
geschlossenen Linien berandeter mehrfach zusammenhiingender Bereich ist. 

Auch kann man untersuchen, welche schirferen Aussagen sich iiber 
die Verteilung der Eigenwerte machen lassen, falls der Kern nicht nur 
einmal, sondern zweimal, dreimal usf. differenzierbar ist.**) Ich beschriinke 
mich jedoch hier auf dasjenige, was zum Studium der Eigenwertverteilung 
von Differentialgleichungen 2. Ordnung erforderlich ist. 


§ 3. 
Asymptotisches Gesetz der Eigenwerte der gewéhnlichen 
Schwingungsgleichung in der Ebene, fiir die Randbedingungen 
u=0 und ono = 0. 


Satz VIII. Es sei J ein von endlichvielen geschlossenen rektifizierbaren 
Kurven — ebenes Gebiet vom Flicheninhalt J. Die zu diesem Ge- 


*) Diese Uberlegung riihrt von Herrn C. Jordan her, 1. c. S. 107. 
**) Vgl. meine oben zitierte Note in den Géttinger Nachrichten. 
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biet J und der Randbedingung u=0 gehirigen Eigenwerte i, der Dif- 
ferentialgleichung 


Au+iu=0 


wachsen, wenn man sie ihrer Grife nach anordnet, mit dem Index n so 
ins Unendliche, dap 


1s 


° n 
lim = 
A 


n=0o “RA 


—= 


a 
wird. 


Ks sei gestattet, in diesem Paragraphen die innerhalb J variierenden 
Punkte nicht mit (s,s,), (¢,4,) wie bisher, page a (xy), (Ey) zu be- 
zeichnen. Au ist der Differentialausdruck i ++ yt 3: Die Eigenwerte 4,, 


welche simtlich positiv sind, sind zugleich Eigenwefte eines symmetrischen 
Kerns 

_ : : 

aq 2 (ry, 1) [(zy) in J, (€m) in J], 
der zu J gehérigen ,,Greenschen Funktion 1. Art“. Dieselbe existiert fiir 
jedes beliebige, ganz im Endlichen gelegene Gebiet J, wie man in bekannter 
Weise zeigt, indem man J etwa durch Bereiche J“(n—1,2,---, in inf.), 
deren jeder nur aus endlichvielen Quadraten besteht, ausschépft. Schreiben wir 


1 + 
=-ig—-—44, r=V(c—§)? + (y—n), 
so ist fiir jeden festen, innerhalb J gelegenen Punkt (xy) A hinsichtlich 
(Em) eine in J regulire Potentialfunktion, deren Randwerte mit denen 
von lg. iibereinstimmen. Nehmen wir an (was ja offenbar keine Kin- 


schrinkung ist), daB die Entfernung irgend zweier Punkte von J stets 
<1 ist, so muB lg =. eine Majorante von G, d. h. 


(9) O<G<lg', O0<A<]g* 


sein. Beschreibt man um den festen Punkt (zy) einen Kreis f vom 
Radius @,, dessen Peripherie noch ganz innerhalb J liegt, so ist diejenige 
Funktion w von (&%), welche auBerhalb dieses Kreises = lg =, im Innern 


von f aber konstant, nimlich = lg . ist, eine in J iiberall stetige, mit 


abteilungsweise stetigen ersten Differentialquotienten versehene Funktion, 
welche dieselben Randwerte wie A besitzt. Folglich ist nach dem Dirich- 
letschen Prinzip 


[I UCa + CaP) acer fF Ul + CaP ane 
See nig? 


Mathematische Annalen. LXXI 30 
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Bezeichnet @ = e(xy) die kiirzeste Entfernung des Punktes (xy) vom Rande 
des Gebietes J, so haben wir damit die Ungleichung 


(10) IG oA)"| ae dn <2a Ig = kd 


Wenn man Bedenken triigt, diese Schlubweise auf das Gebiet J selbst 
anzuwenden, so ist sie doch fiir Bereiche von der Art J sicher zulissig, 
und das gentigt bereits, um die Ungleichung (10) herzuleiten. 

Sie lehrt, daB die wesentliche Voraussetzung, um aus § 2 fiir die 
reziproken Eigenwerte «, von A die Limesgleichung 


(11) lim na, = 0 
erschlieBen zu kénnen, — niimlich die Voraussetzung, daB das Integral 


SIGE) 5) } day dx dy ( (<22ffis; -dady) 


konvergiert, — hier erfiillt ist. Aber auch die akzessorische Bedingung (6) 
trifft fiir den Kern A zu. Spaltet man nimlich das tiber den Exhaustions- 
rest R, erstreckte Integral 


Jf Adtan s/f Ug nak ay 


so in zwei Teile, daB man zuerst iiber den innerhalb des Kreises |r| < k : 
darauf iiber den auBerhalb dieses Kreises gelegenen Teil von R, integriert, 
so ergibt sich 


[[Adtan <3 [e+e m)] + (gn fatan< ue”, 
Rn rm 


wo die Konstante M weder von m noch von der Lage des Punktes (xy) 
abhingt. Folglich wird 


SJ AW A? dé dy da dy < 4L.M (‘8% 


Um also Satz VIII zu beweisen, kinnen wir zufolge der oben be- 
wiesenen Limesgleichung (11) und dem Wortlaut des Satzes VI den Kern 
1 
2a 


G(ay, &m) durch den einfacheren 


slg —[(xy) in J, (En) in J] 


ersetzen. Die reziproken positiven Eigenwerte dieses Kerns bezeichne ich 
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mit x,, oder, wo die Abhiingigkeit vom Gebiete J zum Ausdruck kommen 
soll, mit x,(J). Wir haben zu zeigen, daB 
(12) lim nz, = = 
ist. : 

Sind J’, J” zwei je aus endlichvielen kongruenten Quadraten be- 
stehende Gebiete, von denen das eine, J’, in J enthalten ist, waihrend 
das andere, J”, J umfaBt, so ist nach Satz V. 


t,(J') S%,(J) <%,(9"). 
Wenn nun die Tatsache (12) fiir Gebiete J, die aus endlichvielen kon- 
gruenten Quadraten bestehen, erwiesen ist, so wird 


mn Ais lim m «i WJ =27, 
also 
lim inf. n- x M2 lim sup. n-%,(J) <7 


"Da wir aber dafiir Sorge tragen kénnen, daB sich die Flicheninhalte J’, J” 
um beliebig wenig von J unterscheiden, so muB dann auch 
lim n-%,(0) = 7 


sein. Wir diirfen also beim Beweise von (12) annehmen, daB J aus 
endlichvielen kongruenten Quadraten gq, besteht. Die Seitenliinge der gq, 
kénnen wir dabei = 1 setzen; dann bedeutet J ihre Anzahl. 


Wir spalten jetzt = Ig . in mehrere Teile: ; 


1 1 0 YJ i 
Aig t = K+ SK, 


K® ist = = Ig =, wenn (xy), (Ey) in einem und demselben der J Quadrate g 
gelegen sind, sonst =0. K“) (lL<h<igJ) ist - lg . , wenn (xy) in 


%, (&y) in gq, oder (xy) in g,, (Ey) in g, liegt, sonst =O. Wenn die 
Quadrate q, und qg, nicht aneinanderstoBen, ist selbstverstiindlich 


lim n-x%,“) = 0 


(die x, nehmen mit wachsendem n dann sogar stirker ab als jede noch 
so hohe Potenz von =). Diese Limesgleichung besteht aber auch, wenn 


4» 4, aneinandergrenzen. Dazu ist nur die Feststellung nétig, dab das 
Integral 


LI Gey + (hr) aeandeay — ff dtan dedy 


30* 
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konvergiert. Kénnen wir fir K die Gleichung 


, - J 
4%, = 
lim n - x, — 


erweisen, so wire damit auch die Richtigkeit von Satz VIII. dargetan. 
Nun ist aber klar: wenn 


= + + 
00, 00 0 
4°), Hg), i509, - - « 


die Reihe der reziproken positiven Eigenwerte des Kernes 











2 1 1 x,y 

as Let 0<$%<1) 
ist, so lautet die Reihe %,, %,,---, so: 

+ od + 0 + (99) + ‘00 + 'o + + + + 

%,' ), %,' %), tes %,' ), a! ), zy! °), er x4, %4, x%4°°°), vee 4°, eee, 

J mal J mal J mal 

Daher kommt alles darauf an, einzusehen, dab 
(14) lim n-%,09 =. 
F n= =: kad 


Bezeichnet g die zu dem Einheitsquadrat und der Randbedingung 
u=(O gehérige Greensche Funktion, so werden die Kigenwerte von - g, jeder 
in seiner richtigen Vielfachheit, durch die Formel 

- m = 1,2,3,--- 
ac*(m* + n®) | 
n= 1,2,3,--- 
geliefert. Wiirde x,°% den reziproken n'™ (positiven) Eigenwert von —9 
bedeuten, so ergiibe sich aus dieser Darstellung auf Grund einer bekannten 


einfachen ,,zahlengeometrischen“ Betrachtung das asymptotische Gesetz (14). 
Da aber die Differenz 


lg - —g=a 


die Eigenschaft besitzt, daB das sowohl nach —y als nach vy iiber das Ein- 
heitsquadrat erstreckte Integral von 


7 Gi Gy 


konvergiert, so andert der Umstand, daB in Wahrheit %,°% die reziproken 
positiven Eigenwerte von (13) bedeutet, nichts an dieser Tatsache (14). 
Damit ist Satz VIII. bewiesen. 


Von anderen Randbedingungen will ich hier noch diejenige be- 
sprechen, welche verlangt, daB die normale Ableitung am Rande os =0 
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ist, und dabei annehmen, daB die Randkurve © des Gebietes J stetige 
Kriimmung besitzt. Die zugehérige Greensche Funktion zweiter Art 


H=|\g-+B 


wird bestimmt, indem man fiir ein festes (xy) B als eine solche reguliire 
Potentialfunktion der Variablen (£7) in J wahlt, da® die nach der (inneren) 


Normalen » genommene Ableitung von B gleich der um > vermehrten 


normalen Ableitung von lgr ist, und eine dabei zur Verfiigung bleibende 
additive Konstante so nimmt, daB das um © erstreckte Randintegral von 


H, [ H(2y; s)ds, =O wird. Dann ist B symmetrisch, und man findet 
e 


Sf {( 32) + ( "| dé dn —— fren; 8) On, B ay; s)ds 
nis fer 8) (F+ oe (xy; s) | ds. 


{iF e xy; 8) ds, 
€ 


die totale Schwankung (,,variation totale“) des zum Punkt (ay) als Pol 
gehérigen Azimuts auf ©, fiir alle (vy) unterhalb einer endlichen Grenze 
liegt, und fiir Punkte (7) —s auf dem Rande 


Bay; s) = Ig — ~ (ay; 8) + E(ay; 8) 


gilt, wo E fiir alle s und alle (ry) endlich bleibt*), ergibt sich hieraus 
eine Ungleichung 


SIG) 2) | dé dy < M- Ig, 


in der g wieder der ktirzesten Abstand des Punktes (xy) von © und M 
eine von (zy) unabhiingige Konstante ist. Ferner gilt*) 


Bley; ty) = 2 sf Ig r(ay; s) 2 (bn; s)ds + By(ey; &n) 


— + fig rin; s) JE" (wy; s)ds + E,(2y; §n), 
iy 


wo E,(xy; &) in ganz JJ beschrinkt bleibt. Da sich unser friiheres A 





*) E. E. Levi, Gott. Nachr., 16. Mai 1908. 
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in derselben Weise darstellen laBt, schlieBen wir hieraus fiir B eine Un- 
gleichung der Form 
1 
|BJ}< M,+lg—-, 
wo M, weder von (xy) noch von (7) abhiingt. Diese Abschiitzungen ge- 


niigen, um zu erkennen, da8 die Eigenwerte von H in ihrer asymptotischen 
Verteilung mit denjenigen von 


Ig ~ ((wy) in J, (€m) in J] 


iibereinstimmen, und der Satz VIII. bleibt also unveriindert giiltig, wenn 
die Randbedingung u = 0 durch oe = 0 ersetzt wird. 
Von diesem Resultat machen wir noch eine Anwendung auf die 
Fragestellung des § 2. Sind 
' 1 
Wo (S152) = ya’ Wy (8,59), Wy (S59), °° 


die zu Au+uu—0, dem Gebiet J der (s,s,)-Ebene und der Randbe- 
dingung —~=0 gehérigen normierten Eigenfunktionen, in derjenigen 
Reihenfolge geschrieben, wie sie zu den wachsend geordneten Eigenwerten 
My = 9, My, Mg, --* gehdren, so werden die siimtlichen, zu der analogen 
Diffentialgleichung und der analogen Randbedingung fiir das Gebiet JJ 


des vierdimensionalen s,s, ¢,¢,-Raumes berechneten Eigenwerte und Eigen- 
funktionen durch die Formeln 


Hy + My (8; 5g) ¥,(t, fy) [h, i =0, 1, 2,---] 
geliefert. Bilden wir 


Chi - K (8, 8 t, ty) ¥, (8, 82) Y(t, ty) ds, ds, dt, dt, , 


so wird 


8) SPL (Cae) + Ga) + (aa) + (Fa) seen ana 


“ > ilu +4); 


(A, #) 


(16) J if S| [ KDewviles) wl ty)|*ds,ds, dt, dt, ->4, -34 ' 


4,i=0 h,i=0 hiz= 





Indem wir die Konvergenz von (15) beriicksichtigen, folgt darans, dab 
die mit w,,, multiplizierte linke Seite von (16) mit wachsendem m gegen 
Null konvergiert, und da 
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ey Oe a F 


n=e Hy 
ist, ergibt sich fiir die reziproken Eigenwerte x, von K: 


lim W(xR41+eget+---) = 0. 


Dieser Beweis, der die Voraussetzung (6) von § 2 als iiberfliissig 
erscheinen JaBt, ist jedoch nur unter der Voraussetzung einer Randkurve © 
mit stetiger Kriimmung stringent und macht iibrigens von den Resultaten 
des § 2 fiir den besonderen Kern B(ay; &y) Gebrauch. 


§ 4. 


Analoge Untersuchungen fiir die allgemeine sich selbst adjungierte 
Differentialgleichung. 


Wir wenden uns zum Studium der Eigenwerte der allgemeinen sich 

selbst adjungierten linearen Differentialgleichung vom elliptischen Typus: 
0 ou a au pol 
p,q, & sind Funktionen, die in ganz J einschlieBlich des Randes stetig 
sind und auBerdem soll p>0O, k >0 sein.*) Wir wollen p als zweimal 
stetig differenzierbar voraussetzen. Als Randbedingung nehmen wir u = 0. 
Die zweckmiBigste Art, die Greensche Funktion des Differentialausdrucks 
_ @ Ou 7 Ou 
L(u) = sa (P oa) + ay (p 55) —qu 

zu bestimmen, besteht in der Einfiihrung von v = u Vp. So erhiilt man 
naimlich 


- L(u) = Av-v (5 +*¥8), 


V VP 
und der rechts stehende Differentialausdruck ist dadurch, daB die ersten 
Differentialquotienten _ nicht vorkommen, besonders bequem. Ich 
setze zur Abkiirzung 
qa, AVP_ yy» 
+-'* =U(ry). 
p Vp y) 


Hat G(axy, &y) die friihere Bedeutung als Greensche Funktion von 
Au, so lésen wir jetzt die folgende Integralgleichung fiir die Unbekannte 
F(ay, &y): 


*) Ohne Einschriinkung der Allgemeinheit darf dann auch q>0 angenommen 
werden; dann sind die Eigenwerte von (17) alle positiv. 
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(18) F(eytn) +2 f [@(ey, rv) xv) F(ey, n) dz dy — G(xy, En). 


Dann ist 


1 k(xy) k(&n) , : 
(19) ag (yt) Voy ney (ey) ind, (En) in J] 


ein Kern, der die gleichen Eigenwerte 1 = i, besitzt wie die Differential- 
gleichung (17). Fiir diese wollen wir das asymptotische Gesetz 


. dan *(*k(ay) 
0 ——- == 
(20) lim i, Wray 4 
J 
beweisen. 
Aus der Gleichung (18) folgt — was weiter unten noch genauer 


ausgefiihrt werden soll —, da$ der mit » multiplizierte n'* reziproke Eigen- 
wert von [ —G und also auch (s. Satz IV) das n-fache des n*™ reziproken 
Eigenwerts von 
ry 1 / Rey) k(En) 

O~ ©) V p(y) pen) 
mit m= oo gegen Null konvergiert, sodaB beim Beweis von (20) der 
Kern (19) durch 
1 gq. /ey . ken) 


sere 2a p(zy) p(én) 
und schlieBlich durch 


‘ 1 1 k(wy) k(&n) 
(21) 2a (Ig rey, i) p(zy) p(én) 
ersetzt werden darf. Die reziproken positiven Eigenwerte dieses Kerns (21) 
will ich hier mit %, bezeichnen. 

Um das asymptotische Gesetz der x, abzuleiten, stiitzen wir uns auf 
Satz IV. Wir teilen J in eine endliche Anzahl kleiner Bereiche J. 


m, und M, mégen das Minimum bez. Maximum der Funktion * in J, be- 


deuten. K bezeichne denjenigen Kern, der mit (21) iibereinstimmt, falls 
(xy), (Em) beide in J; liegen, der sonst aber = 0 ist. Die Summe 2K" 


bezeichne ich mit K*. Das n-fache des n“" reziproken Eigenwerts von 
K — K* konvergiert gegen Null. Nach den Untersuchungen von § 3 und 
Satz 1V. ist anderseits 

lim sup 42n-%, < MJ, lim inf 4an-%, > m,/J,. 
Die Reihe der reziproken positiven Eigenwerte x* von K* kommt zu 
i=1,2,--- 


Stande, indem wir die séimtlichen x ( 
" \n=1,2,--- 


' ihrer GréBe uach an- 


ordnen. Infolgedessen ist 
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lim ‘sup. 4an- HS DMI. lim inf. 42n- HS Dims 


und, gemai® der Bemerkung iiber die Eigenwerte von K — K*, auch 


lim sup. 4an-i,< > MJ, lim inf. 42n-z, 22 J;. 


Diese Ungleichungen gelten fiir jede noch so feine Teilung in Bereiche J, 
obwohl x, von einer solchen Teilung giinzlich unabhingig ist, und folg- 


lich muB 
k(xy) 
lim dani, — [fren dzdy 


sein. Wir haben damit das Resultat: 


Satz IX. Die zu dem Gebict J und der Randbedingung u = 0 ge- 
horigen Eigenwerte 1, der Differentialgleichung (17) vom elliptischen Typus 
geniigen, ihrer Gripe nach angeordnet, der Limesgleichung 


“s* k(vy) 2. 
lim effres dady. 


Der Nachweis dafiir, daB der n“ reziproke Eigenwert von [ — G 
stiirker gegen Null geht als -, liBt sich sehr schén so erbringen. Sind 


A1°, Ag’, +++ die zu Au, dem Gebiet J und der Randbedingung u = 0 ge- 
hérigen Eigenwerte und 9, (xy), g.(ry), --- die zugehérigen normierten 
Eigenfunktionen, bilden wir ferner 


—v,(ay) = ff o,(€u) Ubu) F En, wy) dé dn, 
J 


oO 
(vy) ( 
Pn en > SPY) te (Sn) | 
an=1 ' 


Wir approximieren [ — G durch 


Y py (ey) v.(En) , 
> 2 ; 
v=1 


das Quadratintegral des Restes ist dann gleich 


so ist 


S[videan 


(22) (4° (42)? ? 


ronrtl 
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und weil 
> v; <> v = JJ (een) (xy, &y))*drdy 
ist, fallt hei ‘ines ‘i 
<a [MSS JS een) r(ry, En))*drdy- dé dy] 


aus, konvergiert also mit wachsendem m mindestens so stark gegen Null 


wie , und der x reziproke Eigenwert von [— G@ geht demnach min- 
destens so stark wie - gegen Null. 
n- 


Statt Differentialausdriicke in einem ebenen Gebiet J kann man auch 
solche auf einer geschlossenen Flaiche definierten Differentialausdriicke 
untersuchen*). Die Uberlegungen werden dann sogar in gewisser Be- 
ziehung, da die vom Rand des Gebietes J herriihrenden Schwierigkeiten 
zum Fortfall kommen, noch vereinfacht. 


= 


§ 5. 


Modifikationen, die bei Ubertragung des Beweises auf den 
dreidimensionalen Raum vyorgenommen werden miissen. 


Wenn auch im Vorhergehenden darauf Bedacht genommen ist, nur 
solche Methoden zu verwenden, die sich auf drei Dimensionen iibertragen 
lassen, so miissen doch, wenn wir jetzt zum Raum iibergehen, an einigen 
Punkten des Beweisganges Modifikationen vorgenommen werden, die der 
Erwahnung wert scheinen. Die wichtigste ist diese: Im dreidimensionalen 
Fall hat die zu Aw, einem Gebiet J des xyz-Raumes und der Rand- 
bedingung u = 0 gehdrige Greensche Funktion G die Form: 


G(xys, Ent) = — Alzys, tnt) [r= V(@—8)* + V—0)" +O, 
aber das Integral 


STL LUS (GB + GAY + GEN | ab anat- ae aya: 


konvergiert jetzt nicht. Freilich laéBt sich auch hier noch die innere Inte- 
gration nach ££ ausfiihren und ergibt einen Wert**) 


*) Vgl. R. Konig, Math. Ann. 71 (1911), S. 184 ff. (Habilitationsschrift); Hilbert, 
Gétt. Nachr., math.-phys. Klasse, 1910, 8. 362¢f. 

**) Bei dieser Abschiitzung ist wieder angenommen, da die Entfernung irgend 
zweier in J gelegener Punkte <1 ist. 
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<4a-+, 
_ e 


wo @= (xyz) die kiirzeste Entfernung des inneren Punktes (xyz) vom 
Rande des Gebietes J bedeutet. Von der Berandung von J wollen wir 
voraussetzen, daB sie in dem folgenden Sinne eine endliche Oberfliche be- 


sitzt*): bedeutet J, die Menge derjenigen Punkte von J, fiir die 9 > - 


ist, so soll das Volumen von J — J, = o(*) sein**), Daraus kann man 
schlieBen, dab 


n 


ist. Denn zerlegt man J in lauter diinne Schalen: 
Si = dx, S:= Jn — Ju, S; = Ja — Ju, ‘+ 


so gilt fiir deren Volumina 


Si41 <I —Jm = O( 52), 


9 


und da in S,,,;:9> = ist, wird 


= grti 
{fea -ow, [[fEs% ->ff{f-ow. 
Sn+1 J" — 


Umsomehr gilt also 


8, WS IN Gy* (54)'+ (F)'| ag ands. dzdyds = Ogn). 


Die Exhaustion mittels kleiner Wiirfel mu8 etwas anders vorgenommen 
werden als im zweidimensionalen Fall. Bei irgendeiner Wiirfeleinteilung 
betrachten wir jetzt nur einen solchen Wiirfel, der samt den 26 an ihn 
anstoBenden ganz im Innern von J liegt, als einen ,nicht am Rande 


liegenden“. Als Kantenlinge legen wir zuniichst + zugrunde. Die An- 


zahl der nicht am Rande liegenden inneren Wiirfel ist dann <Jn*, die 
Anzahl der am Rande liegenden (soweit sie tiberhaupt Punkte mit J ge- 
mein haben) = O(n‘). Mit jedem dieser am Rande liegenden Wiirfel 


*) Vgl. Minkowski, Uber die Begriffe Linge, Oberfliche, Volumen; Jahresber. 
D. Math.-Ver. 9, 8. 115; Gesammelte Abhandlungen II, 8. 122. 


**) Man sagt nach Landau, eine von n abhingige GréBe sei = o(-), wenn 


ihr absoluter Betrag < Const. ~ ist. 
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nehmen wir eine feinere Teilung in Wiirfel von der Kantenlinge - vor. 
Diejenigen der so erhaltenen Wiirfel einer ~,-Teilung, die nicht am Rande 
liegen, lassen sich (analog wie in § 2) zu O(m*) Parallelepipeden mit 
Kantenlingen < a zusammenfassen. Zum Exhaustionsrest Rf,» rechnen wir 
alle Punkte von J, die einem am Rande liegenden Wiirfel der “,- Teilung 


angehéren; das Volumen dieses Restes ist also = 0(7:): J — R,» ist ganz 
in J,» und a fortiori ganz in J,» enthalten. 
Wir spalten A in einer von » abhingigen Weise in drei Teile 


* “tok 
A= AM + AM 4 AM: 
ee 
A™ ist = A, wenn einer der Punkte (xyz), (Ey) oder beide zugleich in 
K 

J—J,» gelegen sind, sonst =—0; A™ ist =A, wenn beide Punkte 
(xyz), (En€) sowohl in J,» als auch in FR,» gelegen sind, sonst = 0. 
Nach der Methode, die wir in § 2 auf den Teil K™ des Kernes K an- 


gewendet haben, bekommen wir fiir die reziproken Eigenwerte «”) von A” 
eine Ungleichung der Form 
(x) \2 (x) \3 2 Ign 
(ay. 1) + (a2) lee x*n* Onn = o( n* ); 


N ist zur Abkiirzung fiir Cn® geschrieben, wo C eine gewisse ganze posi- 
tive, von » unabhiingige Zahl bedeutet. Mithin wird 


a”) = O (rs *). 


SS. A’ dé dy dé < fj [fiaean dg 


zu berechnen, zerlegen wir R,» so in zwei Teile, daB in dem einen be- 


Um 


a Ss co. 
stindig r < _? im dem andern r > = ist: 


fff acanass +e ff faeanas = 0(=): 


Rys 


Ersetzen wir » durch n‘, so kommt 


Aff #atanas s [ff eatanas— of). 


Aus diesen Ungleichungen folgt fiir die Quadratsummen der reziproken 


* eK 
Eigenwerte &”) und “e™ yon A® bez. A”: 
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(#,) 4. (% so) + fff ff[fG Aw) d& dn dt. dxdydz = 0 (<=), 
(co) 4 (4 Fo)" + ff [ff &) (n) “dé dn dé. dx dydz = 0 (5): 


Die beiden Quadratsummen sind gréfer als N- (am)*, bez. NV (EM), 
und wir kénnen daher schlieBen: 


a= 0(), ~ o(2). 


Im ganzen ergibt sich fiir die reziproken Eigenwerte « des Kernes A die 
Abschitzung 

n *(n | RAE(n lg n 
4v| => wy + ay + dy | = o(Vs*), 


«, = 0(V'8"). 


n ‘6 





Also ist jedenfalls 

lim n*s a, = 0. 
Auf diese Limesgleichung gestiitzt, kénnen wir jetzt das in § 3 geschilderte 
Verfahren ohne wesentliche Abiinderung wiederholen und bekommen den 

Satz XI: Die zu der Randbedingung u = 0 in einem Gebiet J des drei- 
dimensionalen Raumes vom Volumen J gehirigen Ligenwerte 4 =i, der 
Schwingungsgleichung Au + iu—=0 erfiilien, der Gripe nach angeordnet, 
die Beziehung 
62*n\2 3 
( J ) tn 


[in dem Sinne, daB der Quotient der rechten und linken Seite mit wachsen- 
dem » gegen 1 konvergiert]; dabei ist angenommen, daB J von einer end- 
lichen Anzahl geschlossener F lichen mit endlicher Oberfliiche begrenzt wird. 

Bei der Randbedingung c = 0 gilt, wenigstens fiir einen von stetig 


gekriimmten Oberflachen begrenzten Raum J, derselbe Satz. 


§ 6. 
Uber das Spektrum der Hohlraumstrahlung. 


Das Problem der Strahlungstheorie, von dem in der Einleitung die 
Rede war, fiihrt auf eine kompliziertere Randwertaufgabe, als wir sie bisher 
behandelt haben. Es sei J das Innere einer geschlossenen Oberfliiche, von 
der wir der Einfachheit halber annehmen, da sie ausnahmslos dreimal 
stetig differenzierbar ist; d. h. die Umgebung jedes Punktes der Oberfliche 
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1aBt sich mit einem Isothermensystem u, v bedecken, sodaB in dieser Um- 
gebung die rechtwinkligen Koordinaten x, y, 2 des variablen Punktes auf 
der Oberfliche dreimal stetig differenzierbare Funktionen von u,v werden 
und im Ausdruck des Linienelements ds* = e(du*+ dv*) daselbst e+ 0 ist*). 
Wir denken uns jetzt J als einen von Materie entbléBten Hohlraum, die 
begrenzende Oberfliche als einen vollkommenen Spiegel; wir wollen die 
spektralen Bestandteile derjenigen Strahlungen, die in einem solchen Hohl- 
raum moglich sind, berechnen. 
Die elektrische Feldstirke © wird im Innern J den Gleichungen 
AE — a = 0, div €=0 


[¢ = Zeit; Lichtgeschwindigkeit = 1} 
gentigen. Am Rande ist © normal und folglich (wegen div € = e= - 


tangential gerichtet. Um einfache Schwingungen zu ermitteln, machen 
wir unter Verwendung eiv-cr Konstanten v (der zu bestimmenden Frequenz) 
den Ansatz © = ¢”'- U(xyz). Dann gelten fiir den von ¢ unabhingigen 
Vektor 11 mit den Komponenten U, V, W die Beziehungen: 


ANuU+vu=0, div&=—O0: innerhalb J, 


®) UW normal (= tangential) : an der Oberfliche. 
Die positiven Eigenwerte 4 = v* dieses Problems (es gibt iibrigens keine 
andern als positive; vgl. die Anm. auf 8. re bezeichne ich mit 4, = v?, 
wobei natiirlich wieder in der Reihe i,, 4,, 4,, --- jeder Kigenwert so oft 
anzufiihren ist, als die Anzahl der zu ihm aiid linear unabhingigen 
vektoriellen Eigenfunktionen (,,Eigenvektoren“) UW betriigt. 
Vernachliissigen wir zuniichst die Relation div 1 = 0, so haben wir 
das folgende Problem vor uns [«, 6, y bedeuten die Richtungskosinus der 
inneren Normalen]: 


4U+2a*U0U=0, AV+HPV=0, AW+s*W=0: in J,—z 
If) aU , ,0V , aw 
( U:V:W=a:8:y, a= +85 +75, = 0: am Rande. 
Die Eigenwerte dieses Problems wollen wir mit 4* bezeichnen. Die Eigen- 
werte von 


(IIT) 4u+du=0 in J, u=0 am Rande 


*) Diese Definition ist offenbar von der Wahl des Isothermensystems unab- 
hingig. — Statt des Inneren J einer solchen Oberfliiche kiénnten wir auch einen 
mehrfach zusammenhiingenden Bereich betrachten, der von einer endlichen Anzahl 
geschlossener Flichen begrenzt wird. 
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mégen an dieser Stelle 1, heiBen. Ich behaupte: die Reihe der 4* besteht 
aus den 4, und 2, zusammengenommen; umgekehrt erhalte ich also die 
4, aus der Reihe 4%, indem ich aus dieser die 2, (die darin sicher alle 
vorkommen) fortstreiche. In der Tat: Ist 4* kein Eigenwert von (III), 
so folgt aus (II), daB m = div WU identisch verschwindet; denn  geniigt 
der Gleichung Ag + 4*m = 0 und hat am Rande von J zufolge der fir 0 
giiltigen Randbedingungen die Werte 0. War hingegen 4* etwa ein 
h-facher Eigenwert von (III) und sind «= 4g,,---, go, die zugehérigen 
Eigenfunktionen, so definieren die Gleichungen 


u, = — grad g,, ---, U,— — grad g,, 
aus denen 


div U, = 4*- m,, ---, div U, = d*- y, 

folgt, h linear unabhiingige zu 4* gehérige Eigenvektoren des Problems (II). 
Ist j(>h) die Vielfachheit des Eigenwertes 4* von (II), so kénnen wir 
U,,---, U, durch j —h weitere Eigenvektoren U,,,,---, U,, die den Be- 
dingungen div U = 0 geniigen, zu einem vollen System der dem Eigen- 
wert 4* entsprechenden Eigenvektoren von (Il) ergiinzen. Eine lineare 
Kombination derselben ist offenbar dann und nur dann ein Eigenvektor 
von (I), falls U,,---, WU, gar nicht vorkommen. 4* ist demnach ein 
(j —h)-facher Eigenwert des Problems (I). 

Wir werden beweisen, dab (II) dreimal so viel, mithin (I) doppelt 
so viel Eigenwerte wie (III) besitzt. Man kénnte deshalb sagen, dab die 
Gleichung div 1 = 0 von den iibrigen unter (1) verzeichneten Bedingungen 
nicht unabhiingig, sondern ,,zu */,“ eine Folgerung aus diesen ist. 

Von nun an beschiftigen wir uns also nur noch mit dem Problem (Il). 
Mit p, p’ bezeichne ich variable Punkte in J, mit dp, dp’ die an den 
Stellen p, p’ befindlichen Volumelemente. 0, 0’ bedeuten stets Punkte der 
J begrenzenden Oberfliiche, do, do’ die zugehérigen Oberflichenelemente, 
m, ny die zugehérigen (inneren) Normalen. Das einfache / dient zur Be- 
zeichnung von Integrationen, die sich itiber den ganzen Hohlraum J, bez. 
iiber die ganze Oberfliiche erstrecken sollen. Wir fiihren (Il) auf eine 
Integralgleichung zuriick, indem wir zuniichst die inhomogenen Gleichungen 


AU=—4xA, AV=—4xB, AW=—42C 


bei gegebenem, in J stetigem Vektorfeld (A, B, C) unter den in (II) ge- 
forderten Randbedingungen in der folgenden Form zu integrieren suchen: 


U(p) = G,_(pp') A(p)) dp’ +f G,,(pp') By’) dp’ +f G,,(pp’) C(v’) ar’, 
V(p) = {G,.(pp') A(p’) dp’ +f G,, (pp) B(p) dp’ +f G,, (vp) Cl’) dp’, 
W(p) = {G,.(pp') A(p) dp’ +,f G,y(pp’) B(p’) dp’ +f G,,(vp’) C(v’) dp’. 
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Die 4* und zugehérigen (U, V, W) sind zugleich Kigenwerte und Eigen- 
funktionentripel des ,,Greenschen Tensors“ 


| (Gee Fay Gas 
i5( @. Gyy @,.), 
G,, Gy G,, 
der den sechs Symmetriebedingungen 
G,.(py) = G,.(vP), G,,(pp') = G,,(v'p), G,.(pp’) = G..(r'P), 
G,,(pp’) = &,, (vp), G,.(pp') = G,.(rp), (pp) = G,.(PP) 


Geniige leisten wird und den wir auch unter Benutzung der gewéhnlichen 
za (ILL) gehérigen Greenschen Funktion G mit 


G+A,, A, A,, G00 , ae ae 
(23) | A, G+A, A,, | 0G o| + (4: A,, 4,,} 
A, A, G+A,, 00G/ \A,, A,, A, 


bezeichnen wollen. 

Wir haben jetzt zweierlei zu erledigen: 

1) den Greenschen Tensor zu konstruieren, 

2) nachzuweisen, daB der zweite Summand in (23), der Tensor A, 
die Verteilung der Eigenwerte asymptotisch nicht beeinfluBt. 

Aufgabe 1. Fir ein festes p’ ist der Vektor 


_ (A,,, A A,, ) 


yz? 


ein hinsichtlich » innerhalb J reguliires Vektorpotential, das am Rande 
die Bedingungen 
ae A,,‘op’) : A,,(op') = a(0) : — 7(9), 
«(0) Ix A, (0p) + B(0) 2. - A, (op’) + 2(0) Na: A,,(op’) 
——«(0) 3. G(op') 


zu erfiillen hat. Wir finden hier die Aufgabe vor, ein in J regulires 
Vektorpotential u = (u, v, w) eng zu — daB am Rande 


u:v:w=a:8:y wird und ag “4 pot + oe gleich einer gegebenen 


on 
Funktion f(0). Zur Lésung dieser Aufgabe denken wir uns u durch eine 
normal gerichtete einfache und eine tangential gerichtete Doppelbelegung 
erzeugt; d. h. wir machen den Ansatz 











(27,) 
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u(r) =f to Todo + f (2. 4.) ko) ao, 
24) | o(ny— fd BOT do+f (2. 25) node, 


| o(P) = [a5 10To ao +f(% ripo)) (0) do. 


£,7,€; T bedeuten geeignet zu wiihlende Belegungsfunktionen, von denen 
die drei ersten durch die Relation 


(25) «& + py t+7f=—0 
verkniipft sein sollen. 


Die Randbedingung 
u:viw=a:Bp:y, 





die wir unter Verwendung einer neuen Unbekannten 1 so schreiben: 
u(o) = a(o)t(0), v(0)= Bo) t(0), w(o) = y(0)r(0), 
ergibt 
6 9 t 1 w, , , 0 ? 1 ’ d , 
(26,) 22800) + fq alo) TO) d+ f (ane r7o05) 80')40'— a(0)#(0) 


und zwei ganz entsprechende Gleichungen (26,), (26,) fiir y und § Wir 
multiplizieren diese Gleichungen bez. mit «, 8, y und addieren; so kommt 
mit Riicksicht auf (25)*): 


r(o) = } oa) (0) «(0') + T(o') do’ + f (an - ea) dao) &(0') do’. 


Durch Eiuseizen in (26,, 5) erhalten wir drei Integralgleichungen fiir die 
vier Unbekannten T; £,7,£. Die erste lautet 


(0) + {55a e(o") (0) B(0)B(6") — @(0)9(0)9(0)) T(o) ao" 


+ i - + (oa) LL —23(0)]§(0'}—e(0) (0) u(o") eo) 7(0) &(0") } do’ = 0; 


die beiden andern (27,), (27;) sind analog gebaut. Die Kerne, an welche 
hier &(0’), y(0’), €(0’) gebunden sind, werden bei o’ =o von 1. Ordnung 
unendlich; hingegen bleibt der mit T(o’) multiplizierte Kern auch bei 
o’ =o beschrinkt. Die Relation (25) ist umgekehrt eine Folge der Glei- 
chunger .27, 5 5). 

Eine vierte Integralgleichung erhalten wir aus 


7) av ow 
an + Bo +75, =f). 


*) Z bedeutet eine Summation iiber drei Komponenten, von denen nur die erste 
hingeschrieben ist. 
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1 


Ihre Formulierung bereitet jedoch Schwierigkeiten, da der Kern ; . 


on, On, 7 (00') 
auftritt, der bei o’ =o von 3. Ordnung unendlich wird, und zwar ist bis 
auf Glieder, die nur von 2. Ordnung unendlich werden, 

a? 1 1 
dn, dn, r(00) (00) 
Gliicklicherweise erscheint jedoch dieser Ausdruck mit dem Faktor 
2 «(0) (0) = S[e(o) — «(0')] &(0') 


versehen, wodurch die Ordnung des Unendlichwerdens um 1 erniedrigt 
wird. Die betreffenden Integrale haben daher (wir werden das nachher 
noch genauer feststellen) einen Sinn, wenn fiir sie der sog. Cauchysche 
Hauptwert genommen wird: 


—2xT(0) + J (am ios’) Sa (0) «(o') - T(o') do’ 


+f (oa; am, 71085) = «(0) &(0') do’ = f(0). 


Wir formen diese Gleichung dadurch um, daB wir fiir £(0’), y(0’), §(0') die 
in (27,5) amgegebenen Integralausdriicke einsetzen. Dann verwandelt 
sich (27) in eine Integralgleichung (27*), in der (wie bald bewiesen werden 
soll) nur noch Kerne vorkommen, die fiir o’ = 0 von héchstens 1. Ordnung 
unendlich werden. 

Auf das Gleichungssystem (27, ,), (27*) lassen sich die Fredholm- 
schen Siitze anwenden, und wir bekommen vier Belegungsfunktionen, wie 
wir sie wiinschen — falls die entsprechenden homogenen Integralgleichungen 
auber T=§—74—{=0 keine Lisung besitzen. Diese Bedingung ist aber 
erfiillt. Sind namlich T; &, , § Lésungen der homogenen Integralgleichungen, 
so liefern uns die Gleichungen (24) ein sowohl im Innern als auch im 
AuBern der Oberfliiche regulires Vektorpotential u mit den Komponenten 
u,v, w. Dabei wiirde das im Innern herrschende Vektorpotential u an der 
Oberfliche verschwindende Tangentialkomponenten und seine normale Ab- 
leitung daselbst eine verschwindende Normalkomponente besitzen. Daraus 
folgt, daB im Innern identisch u = 0 ist. Denn zufolge der angegebenen 
Eigerschaften wird 


\du |? ou? ou}? ou = 
J 3a | + l3y| + {aa } ap — fust-do~o, 


also u = const. = ¢. Das wiirde sich, falls ¢ +0 wire, nicht mit der Tat- 
sache vertragen, daB u an der Oberfliiche normale Richtung besitzt.*) 


(27) 


*) Damit ist gezeigt, daB 4*—0 kein Eigenwert des Problems (Il) ist; ebenso 
leicht erkennt man, daB (II) keine negativen Eigenwerte besitzt. 
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Da die Doppelbelegung, aus der u entspringt, tangential gerichtet war, 
durchsetzt die Normalkomponente von u die Oberfliche stetig. Darnach 
hat das im Aufern herrschende Potential u an der Oberfliche eine ver- 
schwindende Normalkomponente. Ebenso ergibt sich, dab die Tangential- 
komponenten der normalen Ableitung des aiuBeren Potentials an der Ober- 
fliche = 0 sind. Diese Randbedingungen haben zur Folge, daB auch im 
AuBern identisch u=0 sein muB. Da u sonach zu beiden Seiten der 
Oberfliche dieselben Werte hat, wird — = 7 = = 0; da auch die normale 
Ableitung . keinen Sprung erleidet, gilt T = 0. 

Wir haben noch den Beweis dafiir nachzuholen, daB die Kerne der 
Gleichung (27*) héchstens von 1. Ordnung unendlich werden. Dazu haben 
wir lediglich die Funktionen 

a(0) — a(o’ 1 ’ 
(28) f ‘ eas "ea ve 
und 


(29) Jaa = 


r(00) Am» r(0'0") 





zu betrachten. Die Existenz des Cauchyschen Hauptwerts von 


a(o)—a(o’),, 
J roo’) 4 


ergibt sich, wenn wir die Umgebung von o auf der Fliche mit einem 
reguliren Isothermensystem bedecken, mit Riicksicht auf die der Flache 
auferlegten Differenzierbarkeitsbedingungen daraus, daB die Cauchyschen 
Hauptwerte der etwa iiber u?+ 07< 1 zu erstreckenden Integrale 


pare vdudy 

J (u?+ 08)” Sf (ut-+ v8) 

. f f = lim | existieren (niimlich = 0 sind). 
#=0 2< 240751 


Fir (28) kénnen wir schreiben 


1 *a(o)—a(o’) >, *a(o) — « (0) 1 1 ’ 
wens J Sapa ae + f SOs — mera 4 
Der erste Summand wird bei o” =o von 1. Ordnung unendlich, der zweite 
ist wegen 


| * | r(00’) 
Feo") — Foo} | Srey roo") 
dem absoluten Betrage nach 
Const. do 


7 (00") r(00)r(o’ 0) 
Das letzte Integral wird fiir o” =o nur logarithmisch unendlich. 
31* 
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Um den entsprechenden SchluB auf (29) anwenden zu kénnen, miissen 
wir zeigen, daB 


é 1 é r(00) 
2 my» roo’) On,» led 41 < Const. roo’) r(o0") 


Wir brauchen lediglich Punkte 0, 0’, 0” zu betrachten, die so nahe beiein- 
ander liegen, daB sie alle drei einem Flichenstiick angehéren, welches sich 
mit einem reguliren Isothermensystem u,v iiberdecken laBt*), und zwar 
miégen dem Punkte o” die Werte u = 0, v = 0, dem Punkte o die Werte 
u,v, dem Punkte o’ die Werte wu’, entsprechen. to, to’ (0<t<1) 
seien diejenigen Punkte auf der Fliche, deren isotherme Koordinaten tu, tv 
bez. tu’, tv’ sind. Bezeichnen wir mit z,, x, die 1. Differentialquotienten 
von 2(0) = z(u,v), so kénnen ™ setzen 


> [2(0) —2x(0”)] a(o”) = u J. "Se(0")s, (to)dt+v J Zee", (to) dt. 
Man notiere jetzt die als Reihe von GriéBen: 
@ 1 — Sle@)—20")] «(0") 


7, = - 37,’ 2" ’ 
On,» £(0'0") r*(o'0") 


1 
Sle)—20' ») aio" ' wf a«(o”) x, (to’) dt + vf Salo") 2, (60) at 





had 0") r(oo’) = _, r*(0 0°) r(o0") . 
1 
wf Seo”) a, (to) dt + vo [f S«(o") x, (to) dt 
0 0 
~ 8(o’o”) vor ? 


“ [2 ‘a, toate fd S'a(o”) x, (to) dt 


7 aR 


r(o’'o 00 ) : ’ 


Vv 
“J deo" i ntnsiatiindiet {> sn alia > [2 — 20") «(”) 





#00" Tee" y om r(o’o’)r*(00") 
> [20 — 2" )} «(o") é 1 
“r8(00") = On» r(00") 


Beachtet man, dai 


> 'a(o") x,(to)dt < Const. r(oo”), 


fe (0) «, (to) dt, < Const. r(00”) 
0 


*) Dadurech erscheint das Flichenstiick auf ein Gebiet einer auf rechtwinklige 
Koordinaten u, v bezogenen Ebene abgebildet; wir diirfen noch voraussetzen (indem 
wir uns ev. auf ein Teilgebiet beschrinken), daB dieses Bildgebiet konvex ist. 











- SF oOo *" 
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ist (wobei auch o durch o’ ersetzt werden darf), und ferner gleichmiBig in ¢ 
|x,(to) —2,(to’)|, |2, (to) —a,(to’)| < Const. t-r(00'),*) 
so erkennt man, daB die Differenz von je zwei aufeinanderfolgenden GréBen 


dieser Reihe — und daher auch die Differenz des ersten und letzten Gliedes, 
wie wir zeigen wollten — dem absoluten Betrage nach 





r(\oo 
< Const. — aeyra"sy 
ist. 
Aufgabe 2. Die nunmehr vollstindig geléste Randwertaufgabe aus 
der Potentialtheorie war fiir uns nur ein Hilfsmittel, um den Tensor A zu 


konstruieren. Nehmen wir fiir f(0) die Funktion 
, a n 
f(op’) = — «(0) 5, Gor’), 


so ergeben sich Belegungsfunktionen T(op’); E(op’), y(op’), E(op’), die 
noch von p’ abhingen werden, und aus ihnen nach (24) der Vektor 


u(p)= %,(pp’). Da 
flop) < Se, f\flop')|\do <4 
P)! S pop)’ P) 
ist, folgt aus den Integralgleichungen (27, , ;), (27*) in einfacher Weise**) 
A Const. -f sic 
T(op’) |< op)’ J T(op’)| do < Const.; 
\E(op’)|, |n(op’)|, |€(op’)| < Const. 
»Const.“ bedeutet: unabhiingig von o und p’. Es bezeichne P = P(pp’) 
das Minimum 
min. {r(po) + r(p'0)}, 


welches zustande kommt, wenn bei festem p, p’ der Punkt o die ganze 
Oberflache durchliuft. Die gewonnenen Ungleichungen zeigen, wenn man 
sie in (24) zur Berechnung von u = M, eintriigt, daB der 2. Summand in 
Const. bleibt. 
P(pp’) 
Diese Abschitzung des 1. Summanden erhilt man, wenn man das Inte- 
grationsgebiet, das aus der ganzen Oberfliiche besteht, in zwei Teile zer- 


legt: der erste Teil [1] besteht aus allen Punkten o [wenn solche iiber- 
fiir 


diesen Formeln fiir :lle p, p’ absolut < Const., der 1. aber < 


haupt vorhanden sind], deren Entfernung von p kleiner ist als Ps 
diese o ist zugleich r(p’o) > = Da fiir beliebiges « 


*) Um dies zu zeigen, hat man in der Bildebene die Punkte to, to’ durch eine 
geradlinige Strecke zu verbinden; vgl. die FuBnote auf der vorigen Seite. 
**) Vgil. E. E. Levi, Gétt. Nachr., 16. Mai 1908. 
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do 
f= < Const. é 
(r(pa<e) 


ist (Const. heiBt hier: unabhingig von p und «), so wird fir den ersten 
Teil [1] 


a(o) T(op’) do I< “ef ve < Const. 
(1) 


5% r(po)= P 


Fir den ot mn der Oberfliche gilt 


ee j =. 
J rian tO Ter’ del = =m / T(op’)|do<- 





Wir finden also 


, Const. 
4 —_ 
|M.(op’) | S pop 


Diese Ungleichung, welche zum Ausdruck bringt, daB &, nur unendlich 


wird, wenn p,p’ gegen denselben Randpunkt konvergieren, diirfen wir fiir 
unsere Zwecke durch die weit weniger scharfe 


on P Const. 
(30) |M.(pp’)| < r(pp) 
ersetzen. 
Das age 

“(| @M,(pp’) 2, | aM, (pp’) 2 | Sater? 

| On + dy + dp 
ist 

-— a, (op’) - 5 7 W,(op') do 
o , , 
= J «(0) dn, 2 (oP) [#(0) 4,.(0P') + se) A, ,(op’) + y(0) A,,(op’)| do, 

also wegen a Gop’) >0 


< fi A (op) - ~ @(op') do. 


Nennen wir den kiirzesten Abstand hos Punktes p’ von der Oberfliche 
wie friiher o(p’), so foigt daraus 
ae(or) i | CM, (pp) 2, | ot, (pp’+) |?) Const. 

(31) ft lay | +1 as | | PS4*° GH” 
wo Const. dieselbe Konstante bezeichnet wie in der Ungleichung (30). 
Aus (30) und (31), und weil entsprechende Ungleichungen fiir die beiden 
andern den Tensor A aca Vektoren 

=(A A,,); 


zy? ris 
=(4 A, ,) 


22? A,.» 
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gelten, schlieBen wir nach der in § 5 auseinandergesetzten Methode, daB 
(23) asymptotisch die gleiche Eigenwertverteilung hat wie 


G00 
(oo) 
00 G4 


Die Eigenwerte des letzteren Tensors aber sind dieselben wie die von G 
— mit dem einen Unterschied jedoch, daB die Vielfachheit eines jeden 
Kigenwerts von G zu verdreifachen ist. Da nach § 5 die Anzahl der 


unterhalb A gelegenen Eigenwerte von = G asymptotisch (fiir lim A = co) 
durch 

urch 47s 
das Problem (II)* berechnete Anzahl asymptotisch = a, -A’*s. Die An- 


zahl der Frequenzen v, <N, welche den stehenden elektrischen Schwin- 


- A*s gegeben wird, so findet sich jetzt die entsprechende fir 


gungen [Problem (1)] entsprechen, ist demnach asymptotisch = J, »N® 


Auf jede solche Frequenz v,, mit andern Worten: auf jede Spektrallinie 
des Hohlraumspektrums kommen gemiB der Formel 

& = U(xyz) - (a, cos vt + a, sin vt) 
zwei Freiheitsgrade. Damit sind wir am Ziel und kénnen das Resultat 
folgendermaBen zusammenfassen. 

Satz XII. Das Spektrum der in einem beliebigen Hohlraum J mit voll- 
kommen spiegelnden Wénden herrschenden Strahlung ist so geartet, dap die 
Zahl der Spektrallinien, deren Frequenz unterhalb v liegt, mit v in demselben 
Mafe ansteigt, wie die 3. Potenz von v. Genauer gesagt, konvergiert das 
Verhdltnis dieser Anzahl zu v* fiir v —> co gegen die Grenze 

Volumen ven J 
3a*c® 
(Die spiegelnden Wénde werden in mathematischer Hinsicht als geschlossene, 
dreimal stetig differenzierbare Flichen vorausgesetzt.) 


Géttingen, den 7. Mai 1911. 


[Lichtgeschwindigkeit = c]. 
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Die Torsion von Umdrehungskérpern.*) 


Von 
A. Tipe in Minster i./W. 


Inhalt. Seite 
eS as ks ee ek eR OE ee ae ee ere ee ee 480 
Kapitel I. 
EE ee a eee 481 
Kapitel II. 
Zylindrische Wellen und Hohlwellen 
1. Polynom- und verwandte Lisungen...........2.2... 488 
2. Lésungen mittels trigonometrischer und Besselscher Funktionen . . 493 
Kapitel III. 
NN eee ae a a ee ee ee ee ee eee ee 503 
Einleitung. 


Im Maschinenwesen spielt das Problem der Torsion eines Rotations- 
kérpers, insbesondere eines Kreiszylinders, eine groBe Rolle. Einige neuere 
Arbeiten von A. Féppl**) und F. A. Willers***) beschiftigen sich in der 
Hauptsache mit Fallen, wo die tordierenden Krifte an den Endquerschnitten 
angreifen, wihrend die Mantelfliche spannungsfrei ist. Der vorliegende 
Aufsatz behandelt den allgemeinen Fall, daB auch der Mantel verdrehende 
Momente aufnimmt, und zwar unter der Voraussetzung einer rotations- 
symmetrischen Verteilung der tordierenden Krifte. 

Bei der’ Anwendung der allgemeinen Theorie auf den Kreiszylinder 
wird eine Zweiteilung des Problems vorgenommen. Nach dem Saint- 
Venantschen Prinzip+) rufen zwei statisch gleichwertige Systeme von 


*) Aachener Habilitationsschrift. 
**) Miinchen Akad. d. Wiss. Sitzungsber. 35 (1905), 8. 249, 504; Zeitschr. d. V- 
deutscher Ing. 50 (1906), S. 1032. 
‘**) Zeitschr. Math. Phys. 55 (1907), 8. 225. 
+) Vgl. A. E. H. Love, Elastizitit. Leipzig 1907, 8S. 155. 
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Kriiften, deren Angriffspunkte iiber ein kleines Stiick f der Oberfliche 
eines Kérpers verteilt sind, merklich den gleichen Spannungszustand in ihm 
hervor, wenn von lokalen Unstimmigkeiten in der Nahe von f abgeseben 
wird. Bei der Torsion eines zylindrischen Stabes kommt es daher in 
einiger Entfernung von einem Endquerschnitt nicht auf die genaue Ver- 
teilung der auf diesen wirkenden Kriifte, sondern auf das resultierende 
Torsionsmoment an. Dementsprechend wird zuniichst in Kap. II eine 
strenge Befriedigung der Randbedingungen nur auf der Mantelfliche des 
Zylinders angestrebt, die genaue Verteilung der Spannungen iiber die 
Endquerschnitte dagegen offen gelassen. In Kap. III werden dann anderer- 
seits die Lésungen aufgesucht, die zwecks strenger Befriedigung auch der 
auf den Endquerschnitten vorgeschriebenen Randbedingungen iiberlagert 
werden miissen und die beim Problem der zylindrischen Platte jedenfalls 
von ausschlaggebender Bedeutuny; sind. 

Die Ergebnisse der ersten Untersuchung liefern iibrigens selbst eine Be- 
statigung des Saint-Venantschen Prinzips, dieses fiir die praktische 
Elastizitatslehre auBerst wichtigen Hilfsmittels. Sie zeigen nimlich, dab 
der Spannungszustand, der von einer beliebigen tordierenden Mantelbe- 
lastung herriihrt, sich spalten lajt in einen Bestandteil, der mit der Ent- 
fernung von den Belastungsstellen rasch abklingt, und einen Bestandteil, 
der mit der Coulomb-St.-Venantschen typischen Liésung des Torsions- 
problems bei spannungsfreiem Mantel iibereinstimmt. Wir haben hier das 
Analogon der von J. Dougall*) aufgezeigten ,,transitory modes“ und 
»permanent modes“ beim Problein der Plattenbiegung und der Rolle des 
ylinearen Spannungsgesetzes“ beim Problem der Balkenbiegung**). — Der 
Coulomb-St.-Venantsche Bestandteil ist es, auf dessen Betrachtung die in 
der Technik tibliche Torsionstheorie sich beschrankt, der andere Bestand- 
teil stellt also den hierbei begangenen Fehler dar. 


Kapitel I. 
Allgemeine Theorie. 


Wir fihren in bezug auf die Achse des Umdrehungskérpers Zylinder- 
koordinaten 7, 0, 2 ein und nehmen an, daB siimtliche vorkommenden Span- 
nungen und Formédnderungen von 6 unabhiingig sind. Die Gleichgewichts- 


*) Edinburgh Royal Soc. Trans. 41 (1904), S. 129. 

**) A. Timpe, Zeitschr. Math. Phys. 52 (1905), S. 348; fiir den Fall der kon- 
zentrierten Belastung, aus dem der einer beliebigen Belastung durch Integration ab- 
geleitet werden kann, ergibt sich die angeniherte Giiltigkeit dieses Gesetzes aus den 
Zahlenrechnungen, die ich an meine Notiz in Zeitschr. Math. Phys. 55 (1907), 8. 149 
angeschlossen habe. 
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bedingungen driicken sich dann, wenn keine Massenkrifte wirken, in dex 
Normalspannungen 6,., 6g, 6, und den Gleitspannungen t»., t.,, tre folgender- 


maBen aus*): 

os, ce 4 e“SVT6 
or Oz r : 
6,6 Ot, 286 


(1) sa + —— oO, 
é 








t., 66, ter 
ar + os t = 0. 


r 


Hierzu kommen die Randbedingungen: 
|‘ = 6, cos (r,v) + 1,, cos (z,”), 
(2) te = Tre cos (r,v) + Tt. cos (4,7), 
li, = Tt,, cos (r,v) + 6, cos (2,1), 
wo ¢,, ¢,, ¢, die in den Koordinatenrichtungen wirkenden Oberflichen- 
spannungen und vy die nach auBen gerichtete Oberflichennormale. 

Wir bemerken, daB die Systeme (1) und (2) in zwei voneinander 
unabhingige Gruppen von Gleichungen zerfallen: die erste und dritte jedes 
Systems, in denen die GréBen 6,, 6, 6., t., vorkommen, und die beiden 
mittleren Gleichungen, die nur t,,, t,, enthalten. Die letztere Gruppe ist 
wesentlich fiir den Vorgang der Torsion. Diese Bemerkung erhiilt ver- 
stirkte Bedeutung, wenn wir dazu iibergehen, die Spannungen durch die 
FormiinderungsgréBen ¢£,, &, &:; Ye:, Yer, Yre bzw. durch die Differential- 
quotienten der Verschiebungen «,, uw, u, auszudriicken. 

Unter Benutzung der Elastizititskonstanten G, m haben wir zuniichst 
die Beziehungen 


6,= 2G («, + ~*,), te: = Gye:, 


‘ + e y 
(3) 6,.=2G (é +——), te = Gysr, 
6,=2G(«,+,°), Tre = Gyre, 
wo ¢=é,+& + ¢,, und da**) 
Ou, OU, 
= 3, Yos™™" 35? 
; u,. Ou, , Ou, 
(4) &g = r? Vir = az or? 
éu, OU, UM, 
a ee vro™= heat 





*) Love, Elastizitait, S. 107. **) Love, Elastizitaét, S. 66. 





EEE 
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so sehen wir, daB in die erste der vorhin genannten Gleichungsgruppen 
nur die GréBen u,, u, eingehen, in die zweite dagegen nur u,. Um den 
Vorgang der Torsion zu studieren, kénnen wir von der ersten Gruppe 
véllig absehen oder auch u,, u, und damit 6,, 65, ¢,, t,, gleich Null setzen. 
Wir haben es dann, wenn wir jetzt v, 1,, rt. fiir uo, t-e, te: schreiben, 
nur mit folgenden Formeln zu tun: 


Oc, Os, 2¢, 
(1") Gt+G t= <-% 
(2’) tg = t, cos (r, v) + 4, cos (2, ¥); 
, dv. a/(» 
(3’) .—-G55 1=—Gr2 (2). 
Wir notieren noch die Werte der Rotationskomponenten: 
i dv om 1 a(rv 
(5) 20,=—F; 20, = — ee), 


Fiir die Integration kommen nun verschiedene Gleichungen in Betracht, 
von denen bald die eine, bald die andere zur Lisung geeigneter erscheint. 
Setzen wir (3’) in (1’) ein, so ergibt sich 

at», 1 av at 
(6) sat —Atsa 9, 


ror 
eine Gleichung, die sich auch in der Form schreiben laBt 





, 020) 06(20,) 
(6) =a 
Sie wird offenbar durch den Ansatz befriedigt 
a a 
(7) 20, = 5, 20,=5, 


wo @ eine zuniichst willkirliche Funktion von r und z. Da aber den 
Gleichungen (5) zufolge 
é(2rG,)  O(2rB,) 
Or 08 





= 0, 
so muB @ der Gleichung 


o* 1 @ oe 
(8) om a? = > Sat =0, 
d. h. der Laplaceschen Differentialgleichung geniigen. Setzen wir anderer- 
seits rv = w, so ist wegen (5) 


(9) g9,-—19%, oi 2 


r Oz? 2 yr Or? 


und demnach wegen (6) 
(10) ary 1 Op Oy = 


or? r or + az? 
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Die Gleichungen (7), (8), (9), (10) sind vornehmlich dann fiir die 
Integration heranzuziehen, wenn der Oberflichenwert der Verschiebung v 
gegeben ist. Der Wert der Funktion » an der Oberfliche des Rotations- 
kérpers ist dann ohne weiteres bekannt, und man hat entweder die Glei- 
chung (10) bei gegebenen Randwerten von wy, oder aber, was meistens 
empfehlenswerter sein wird, die Gleichung (8) fiir den Fall zu integrieren, 


daB an der Oberfliche die Ableitung ce bekannt ist. Der Wert der 


letzteren ergibt sich nimlich folgendermaBen aus dem Randwert von » 
bzw. von v. Bezeichnet s die Bogenlinge der UmriBlinie in einem Achsen- 
schnitt des Rotationskérpers, gemessen im positiven Drehungssinn der 
zr-Ebene, so ist 


A = “ cos (4, 8) +3 * cos (r, s) 


= 2r@, cos (r, v) + 2r@, cos (z, v) 


= 1 2 cos (r, v) + 7 SE cos (5, vy =r @. 
Mithin 


(11) 09 1 A(rv) 


ov r 08 


Die Funktionen @ und wy lassen sich auffassen als Geschwindigkeitspotential 
bezw. Strimungsfunktion der durch die Geschwindigkeitskomponenten 20,, 
20, charakterisierten achsensymmetrischen Bewegung einer inkompressiblen, 
reibungslosen Fliissigkeit*). 

Fiir den Fall, daB die Oberfliichenspannung gegeben ist, erweist sich 
ein anderes Formelsystem**) als niitzlich. Die Gleichung (1’) laBt sich 
schreiben 





Z(t) + Z(t) =0 
wird also durch den Ansatz 
(12) re, — SM, te, a OM 
befriedigt. Fiir die Funktion u folgt, da nach den Gleichungen (3’) 
0 (*: a (*r 
2(=)-2 ") 0 
ist, die Differentialgleichung 
‘ 0/1 dw @ (1 Ow 
(13) dr \r*® o*) + dz ((s 3) = =0. 


*) Enc. math. Wiss. IV 16 (A. E. H. Love), Nr. 1g. 
**) Vgl. die angezogenen Arbeiten von Féppl und Willers. 
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Die Randbedingung ergibt sich aus (2) und (12): 


tg = t, cos (r, v) + 7, cos (2, v) 


12 128 1@ 
— 5 cos (2, 8) + 4S cos (r, 8) = 3 
oder 
(14) u=/|rteds. 
0 


Die Linien u = const., die sog. Spannungslinien, geben an jeder Stelle des 
Achsenschnitts die Richtung der resultierenden Schubspannung an.*) In 
der Tat gilt fiir sie 
dr —— -. 2 
dz Os Or «, 
Aus Symmetriegriinden ist auch die Achse eine Kurve u = const. Setzen 
wir fiir sie den Wert u« = 0 fest, erstrecken also von ihr aus das in (14) 
auftretende Integral, so ist das iiber einen Querschnitt resultierende Torsions- 
moment, dividiert durch 22, gleich dem Werte von u auf dem Umfang 
des Querschnitts.*) 
Ein spannungsfreier Rand ist ebenfalls durch eine Linie u = const., 
eine Spannungslinie, gegeben, wie aus (14) sofort folgt. — Fithren wir 


noch die Funktion v = a ein, so ist, den Formeln (3’) zufolge, 


(15) r= Gr, 1, = Gre 
und 

% _ 20 0 

t. or’ o#’ 


2 


d. h. die Linien v = const. stellen die orthogonalen Trajektorien der 
Spannungslinien dar. Ihre Differentialgleichung ergibt sich durch Ver- 
einigung von (12) und (15) zu 


(16) ar (52) + ga? 52) = °- 


Es bleibt uns noch die Aufgabe, die eingefiihrten Funktionen y, 9; 
u, v; 0 durch eine einzige erzeugende Funktion auszudriicken. Zu dem 
Zweck bemerken wir, daB das Funktionenpaar y, gm aus dem Ansatz 
ao oo 


ere Oa 


*) Vgl. die angezogenen Arbeiten von Féppl und Willers. 
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wo ® eine der Laplaceschen Gleichung gentigende Funktion bedeutet, und 
das Funktionenpaar u, v aus dem Ansatz 
av av 
s@-— Gr , Vez, 
wo V eine der Gleichung (16) geniigende Funktion bedeutet, sich ableiten 
liBt. Beide Ansiitze vereinigen wir, indem wir 
, 1 0& _ a 
r= 3 ér’ - we 
setzen, wo §& eime neue der Laplaceschen Gleichung geniigende Funktion. 
Wir erhalten dann (iibereinstimmend aus beiden Ansiitzen): 


a arg Cd 
¥—— Fras? P = 52) 
m a1 a a os 
: _— Gr (+ F): > aoe 
(17) are 
0 = — dros) 
aga we — 
aes Gr &G irba) .= Gre 





Damit ist die einheitliche Einordnung der vorkommenden Funktionen in 
die Potentialtheorie bewerkstelligt. Wir bemerken insbesondere: 

Der Ausdruck fiir uw bietet ein bequemes Hilfsmittel, még- 
liche Systeme von Spannungslinien aufzufinden, mit andern Worten: 
Formen von Rotationskérpern, deren Begrenzung, abgesehen 
von den das Torsionsmoment aufnehmenden Endquerschnitten, 
spannungsfrei ist. 

Kann man zwei konjugierte Funktionen «, 6 von z, r so bestimmen, 
daB die Meridiankurve des Umdrehungskérpers sich aus Stiicken von 
Kurven « = const., 6 = const. zusammensetzt, so empfiehlt es sich, «, 8 
an Stelle von z, r als krummlinige Koordinaten*) einzufiihren. Es greifen 
dann folgende Formeln Platz. 

Bezeichnet h den absoluten Betrag von d(a+if)/d(z¢+ir), so lauten 
die den Koordinatenrichtungen «, 8 entsprechenden Spannungskomponenten: 
(18) t= Ghry(7), t= Ghrz (2). 

Die Rotationskomponenten driicken sich aus durch 





h @ ei h @ 
(19) 20,— > gg(t®), 20,—— > (rv). 


Die Gleichgewichtsbedingung geht iiber in 


(20) ie (a) — re") =. 





*) Vgl. Love, Elastizitat, S. 61ff., 105, 166. 








lo) 
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Diese Gleichung wird befriedigt durch den Ansatz 


26, e@ ; 26 3 a 
(21) hb da? kh op 
Da den Gleichungen (19) zufolge 


Fa(“5*) + 35) =o 


so mu8 @ der Gleichung 


R 0 og 0 o9\ _ 
(22) aa (5a) + ap (rap) =o 
d. h. der transformierten Laplaceschen Gleichung geniigen. Setzen wir 
andererseits rv = y, so ist wegen (19) 
(23) 20,-4 5%, 20,-—+ 2, 
folglich wegen (18) 


(24) ga (= 52) +08 op) 7° 


Ist lings einer zur UmriBlinie gehérenden Kurve 6 = ~ die Ver- 
schiebung » gegeben, so ist daselbst ~ und damit auch = © baw. Gy be- 


kannt; daraus ergibt sich unmittelbar der Wert von 52, d. h. der Ab- 


leitung der Funktion g nach der Normalen an der Oberfliche des Um- 
drehungsk6rpers. 

Andererseits kann die Gleichung (20) als Spannungsgleichung wie 
folgt geschrieben werden: 


@ (Tt. a (tts 
(25) da eS) +a i) =, 
wird also durch den Ansatz befriedigt 
S h 0 h ¢ 
(26) — o aR = 5° 


Fiir die Funktion u folgt, da nach den Formeln (18) 


0 Te 0 TR 

ap (75) ~ Oe (2) =e 
die Differentialgleichung 
97 7 1 Qu 7] 1 dw 
(27) ae (v ae) + ap (= ap) ~ 


Ist lings einer zur Umriblinie gehérenden Kurve 6 = const. die Mantel- 


2 


spannung t, gegeben, so ergibt sich gemif (26) der Wert von i und 


hieraus durch Integration derjenige von u lings jener Kurve. 
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Bei gemischten Randbedingungen erweist sich die Methode der 
Partikularlésungen als zweckmibig, Mit «—lge, B=90—y, wo 


e=-Vr+e2, xy—aretgz, lauten zB. die fiir die Kugel in Betracht 
kommenden Entwicklungen folgendermafen: 


- ay n —(n+1) 
— | + D [ne +b,e-@*?)P,, 
(28) _ " 
——— St OE, 
% =—a, cos x +sinz_>'| -* i? +1 Be | ox? 


n=1 


— 40 8 x a, n__ » —(n+t\] OP 
v @ +2 late = @ )| Ox ? 


2a, cotg x > n—1 ss n+2, oP, 
(29) t= G a + G ier 1 a,,Q + n b,@ ‘ +9] Ox ? 
n=1 





rs a, (1 + cos* z) . ~ G, 1 % —(n+2) | ai ar .1 aP, |. 
ty — GO in® -4 Sati n® Jsinz 5, sing ra 
n=l 


hierin bedeuten die P, Kugelfunktionen, a,,b, durch die Randbedingungen 
zu bestimmende konstante Koeffizienten. 


Kapitel IL 
Zylindrische Wellen und Hohlwellen. 


1. Polynom- und verwandte Lésungen. 


A. Wirken auf den Mantel r =a einer zylindrischen Welle tordierende 
Krifte, die sich als ganze rationale Funktion der z-Koordinate darstellen, 
so werden wir versuchen, als Lésung v ein Polynom in r und ¢ anzu- 
setzen. Um zu einer mdglichst knappen Formulierung zu gelangen, er- 
innern wir uns, da8 die Polynomlésungen der Laplaceschen Differential- 
gleichung, die Kugelfunktionen, in einem einfachen Zusammenhang mit 

1 


der Grundlésung (r?+ z*) ® stehen, niimlich in der Form 


(1) (e427 Fees? 


geschrieben werden kénnen. Da die im vorigen Abschnitt eingefiihrte er- 
zeugende Funktion £ der Laplaceschen Differentialgleichung geniigen mub, 











r 


t 
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kénnten wir die Darstellung (1) ohne weiteres auf § anwenden und das 
zugehérige m, y und v danach berechnen. ZweckmiiBiger ist es jedoch, 


1 
die Grundlésung ~ = (r? + 2*)? der von wy zu befriedigenden Differential- 
gleichung 9 
. ctw 1 éw » 
(2) ia sa * te"? 
an die Spitze zu stellen und mit dem analog zu (1) gebildeten Ansatz 


1 


(3) y= (r+ + 2m (r? 4 2%)? 


1 
in die Gleichung (2) hineinzugchen. Wir haben, wenn 9 = (r*+ 2°)? 
gesetzt wird: 


grt? 
Ov _ mon-*r2 wo + 0" e 


or draz”’ 
ary re _ atts ats, 
= m(m— 2)o0"~-*r mo"-*—~ + 2Qmo™-"2r 
cr* ( Je 3+ 2” + ? Graz" eras" , 
n+2 
- , = m(m —2)9n—4ato e+ mo™~ 20 + 2mo”"~ 2, ° ee + os . 


Da rce + oft =o, so geht die linke Seite von (2) iiber in 
a 1 m-20"@ 
m(m—2n-+1)@ aa"? 


und wy ist daher eine Liésung von (2) fiir m=O und m=2n—1. Die 
Lésungen 
(4) yee 


02 


in) a 


interessieren im vorliegenden Fall nicht weiter, da sie durci:weg auf ge- 
brochene Funktionen von r und ¢ fiihren; die Liésungen 


2n-10%e 
az" 
sind die gesuchten Polynomlésungen, wobei jedoch die Fiille n = 0,1, 2,3 - 
fiir sich rangieren, insofern niimlich erst die Fille n = 4, 5,6, ... fiir die 
Mantelspannung tr, einen Ausdruck 0., 1. 2., ... Grades liefern. 
a)n=0;~=1. Es ergibt sich 


(5) v=0 


(6a) Dri oe, 0. 


Die Mantelspannung 1, ist eine reine Funktion von r. Da sie fir r = 0 


Mathematische Annalen. LXXI. 32 











490 A. Tower. 


ins Unendliche wiichst, ist die Lésung nur auf den Hohlzylinder anwend- 
bar. Fiir die Spannungslinien erhalten wir: 


dr 

dz aes 

Spannungslinien sind also die Parallelen zur r-Achse. 

b) n=1; y=z. Es ergibt sich 

- G 

(5b) v=—; 1,=--264, 1,= 5. 

Die Lésung ist wiederum nur auf den Hohlzylinder anwendbar. Fiir die 

Spannungslinien erhalten wir: 
dr 22 


r? 
dp >? ~Slso 2° + > = const. 


Spannungslinien sind die Ellipsen mit dem Achsenverhiltnis 1:/2. 
c)n=2;¥~=—r*. Es ergibt sich 


(5c) v=r; t,=1t,=—0: Fall der einfachen Drehung. 
d) n=3; »y =— 3r*z. Es ergibt sich 
(5d) v=—3rz; t,=0, t,=—3Gz. 


Der Mantel ist spannungsfrei, die Tangentialspannung im Querschnitt ist 
eine lineare Funktion des Radius. Diese Lésung stimmt tiberein mit der 
bekannten von Coulomb herriihrenden und in der Saint-Venantschen Balken- 
theorie wiederkehrenden Formel fiir die Torsion eines Kreiszylinders. — 
Wir wollen sie die ,,Hauptlisung* fiir die zylindrische Welle nennen. 
Spannungslinien sind die Parallelen zur z-Achse. . ; 

Fiir die folgenden Fille bemerken wir, daB =e = AL da8 also For- 


mel (5) auch wie folgt geschrieben werden kann: 
g-? 1 
, an glate~i ; 
(5’) y=re =a 
Die zugehérigen Werte von v, r,, r, sind 


on—2 
ge-1 


v=ro 


a { on—2 
aa | 2n-—1 @ £4 ] 
r or |° az"-2 (=) ? 


=f 
=f d | an 1 O"-* (3) | 
: az\ ° 92"—2 \e*) |? 


woraus wir ersehen, daB in r, nur die geraden Potenzen von r, beginnend 
mit r*, in v und t, dagegen nur die ungeraden Potenzen von r auftreten. 
Die im Querschnitt wirkende Tangentialspannung +t, ist also, wenn der 














Die«Torsion von Umdrehungskirpern. 491 


Radius des Zylinders als klein angesehen wird, in erster Annaéherung stets 
eine lineare Funktion des Radius, wihrend die Mantelspannung r, in 
erster Anniherung immer verschwindet. Das besagt aber, dap in allen hier 
eur Diskussion stehenden Fiillen die Coulomb-St.-Venantsche Hauptlisung 
eine Ndherungslisung darstellt. ‘ 

Wir kommen zur Betrachtung der Spezialfiille. 

a) m= 4; y= 3r°(42?—r’). Es ergibt sich 


(5’a) v = 3r(4z?— 7"); +. =——6Gr, 1, = 24Gre. 


Die Mantelspannung t, ist eine reine Funktion von r. Die Lisung ent- 
spricht also dem Fall einer von z unabhiingigen tordierenden Belasiung des 
Zylindermantels. Fiir die Spannungslinien gilt 


d 
=— ro also +*z = const. 


b) n= 5; vw =15r*2(3r* — 42*). Es ergibt sich 
v = 15ra(3r?— 42°); 
t, = 90Gr's, +t, = 45Gr(r? — 42°). 


Die Lésung entspricht dem Falle einer in ¢ linearen tordierenden Belastung 
des Zylindermantels. Fiir die Spannungslinien erhalten wir: 


(5’b) 


dr i'n 
dz r*—4 
c) n= 6; » = 45r*(r*— 127227 +824). Es ergibt sich 
jo=— 45r(r4 — 12r*2? + 824); 
lc, = 180Gr*(r?— 62%), +, = 360Grz(42? — Br’). 


Die Mantelspannung rt, stellt sich dar als quadratischer Ausdruck in <. 
Soll sie unmittelbar proportional mit z* sein, so haben wir (5'a) und 
(5’c) zu kombinieren und erhalten: 


v = r(r* — 2a®r? — 127? 2° + 8a*2*? + 824); 
t, = 4Gr(r? — a? — 62°), 1, = 8Grz(42* + 2a? — 39°). 


Entsprechendes erhalten wir nun fiir » = 7, n= 8 usw., und durch ge- 
eignete Kombination ergeben sich in der Tat die Lésungen fiir beliebige 
durch ganze rationale Funktionen von z dargestellte tordierende Belastungen. 
Zu bemerken ist noch, daB das aus den Spannungen rf, tiber die Endquer- 
schnitte resultierende Drehmoment durch Uberlagerung einer Hauptlisung 
(5d) nach Wunsch abgeindert werden kann. Bei Heranzieluung des Saint- 
Venantschen Prinzipes kinnen also die Probleme, bei denen die tordierende 
Belastung des Mantels durch eine ganze rationale Funktion von z ausgedriickt 
wird, als vollkommen erledigt angesehen werden. 


21/2? — Get 
“3? also? Vr? — 62" = const. 


(5'c) 


32* 
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Das oben verzeichnete Ergebnis, daB bei allen hier diskutierten Span- 
nungsverteilungen die Coulomb-St.- Venantsche Hauptlésung als Niherungs- 
lésung angesehen werden kann, laBt sich als eine Bestaitigung des St.- 
Venantschen Prinzips selbst deuten. In der Tat, betrachten wir einen 
bestimmten Querschnitt ¢ = 2, des Zylinders, so kénnen wir in ihm ein 
bestimmtes Torsionsmoment M einmal durch ein auf den Endquerschnitt 
wirkendes Moment, genauer gesagt durch eine Hauptlisung erzeugen, 
die den Mantel spannungsfrei liBt und bei der die Spannungen iiber den 
Endquerschnitt z= linear verteilt sind, andererseits aber auch durch ' 
eine bestimmte Kombination unserer Polynomlésungen, die den Endquer- 
schnitt ¢ = d etwa spannungsfrei laBt und fiir den Mantel eine durch eine 
ganze rationale Funktion dargestellte Torsionsbelastung ergibt. In beiden 
Fiillen haben wir in z= 4 niherungsweise die gleiche Spannungsvertei- 
lung: die Spannungen 1, verschwinden und die Spannungen rt, sind linear 
iiber den Querschnitt verteilt, und zwar mu auch der hinzutretende kon- 
stante Faktor naiherungsweise derselbe sein, da ja dasselbe Torsionsmoment 
M erzeugt werden soll. 

B. Wir wenden uns dem Problem der zylindrischen Hohlwelle za. Um 
den Bedingungen auf der inneren Mantelfliche geniigen zu kénnen, miissen 
wir Lésungen hinzunehmen, die fiir r= 0 ins Unendliche wachsen. Die 
Ausdriicke, in die die linke Seite der Gleichung I (6) tibergeht, wenn wir 


fiir v versuchsweise die Funktionen > rigre', rigrz, --- einsetzen, 


fiihren zu folgender allgemeinen Lésung: 


i , P 
(6) v= a,— + (a, lgr+a,)r2"-*+ (a,lgr+a,jr°z*-* 
+ (ay lgr t+ ay) rrar-P + ---, 
wo 
1 1 n(n —1)(n — 2) (n — 3) 
4,=— 3 2(n—1)ay; a= —_ ae 
1 n(n—1)---(n—5) 1 n(n—1)---(w—7) | 
a 8-1-8 4%; “U2 ee-1-8-6 “03 
, a@—)---@~—8.. — 1 a(o—1)---(s—11), 
% =~ 8f.1-8-6-10 0» Ge 2 85.1-8-6-10-15 9” 
ie ; ; 
q ** — 1) (* — 2) — 8) 
a, = 0; —— 8? M93 
5 
(++) n@—1)---(m—5) 
=“ 8-1-3 49; 
3 5 7 
G + 5+ 5) mm—9---@—7 
—- 8*-1-3-6 ae 
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3 5 7 9 
(Gtetety)e-9--o—9 | 
Fito 8 ‘i 





a= 
3 5 7 9 ll , 
G +3 tet jot 15)" —9-- ay 
8°.1-3-6-10-15 ; 3 


us =_—_ : Ay} FAts 

Fiir die Mantelspannung t, ergibt diese Lésung einen Ausdruck n*” Grades 
in g. Die Lésungen (5’) und (6) zusammen liefern die Spannungsvertei- 
lung in einer zylindrischen Hohlwelle, wenn die auf die beiden Mintel 
wirkenden tordierenden Belastungen als beliebige ganze rationale Funk- 
tionen der z-Koordinate gegeben sind. — Beispielsweise stellt die Uberlage- 
rung der beiden Lésungen 

A __ 24G 


>? > r- ? 


v= t, = 0; 


v= Br(42— 1°); +,=—2BGr’, 1,=8BGrz 


r 


bei geeigneter Wahl der Konstanten A und B den Fall dar, daB die Tan- 
gentialspannung auf beiden Minteln einen bestimmten konstanten Wert 
hat, wihrend sie iiber die Endquerschnitte wie bei der Coulomb-St.-Ve- 
nantschen Hauptlésung linear verteilt ist. 


2. Lésungen mittels trigonometrischer und Besselscher Funktionen. 


Um den Fall zu erledigen, daB die tordierende Belastung der zylindri- 
schen Welle sich durch eine Fourier-Entwicklung in 2 darstellen laBt, 
machen wir den Ansatz 


(7) v=B(r)-cosiz baw. v = Q(r)-sindz, 
Dadurech geht die Differentialgleichung fiir » tiber in 


= PE =e. 


a*B 1d& B 
(8) dr* r dr r* 


Eine Lésung dieser Gleichung ist die Besselsche Funktion J,(iir), und 
wir erhalten demnach eine partikulire Lésung unseres Problems in der 
Form*) 
v = id, (tir) [Acosiz + Bsin iz], 
(9) t, = Gid,(idr)[Acosiz + Bsin dz], 
i. = Giid,(idr)[— Asindz + Boos iz]. 





*) Wegen der Beziehungen zwischen den Besselschen Funktionen verschiedener 
Ordnung vgl. Riemann-Weber, Part. Diff. 1, § 69, oder Byerly, Fourier’s Series and 
Spherical Narmonics, Art. 122. 
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Wird also die tordierende Belastung des Mantels r =a dargestellt durch 
t, =|, cosi,z + b, sin 4,2], 
so ist die Verschiebung gegeben durch 


(10) - v= Ps a pare [a, cos 4,2 + b, sind, 2}. 


Um das iiber einen Querschnitt resultierende Drehungsmoment zu regu- 
lieren, hat man nétigenfalls eine Hauptlésung (5d) zu iiberlagern. 

Die Darstellung mittels Fourierscher Integrale eignet sich besonders 
fiir den Fall, da® die tordierenden Momente in den Umfingen bestimmter 
Querschnitte konzentriert sind. Wir behandeln mehrere charakteristische 
Beispiele. 

a) Fall des unendlich langen Zylinders, der im Umfange des Quer- 
schnitis z= durch das Moment M tordiert und in den beiden unend- 


lich fernen (Querschnitten durch zwei entgegenwirkende Momente — = fest- 
gehalten wird. 

Wir machen Gebrauch von der in Kap. I (12), (13) eingefiihrten 
Funktion u. Fiir die Achse ist ihr Wert gleich 0. Auf Grund ihrer 
Beziehung zu dem iiber einen Querschnitt resultierenden Torsionsmoment 


ergibt sich, daB auf dem Mantel des Zylinders u = — Fs fir z>0O und 
“= += fiir 2 <0, sodaB an der Stelle z= 0 ein Sprung um = 





22 
stattfindet. Fiir die Formulierung der Randwertaufgabe ist es bequemer, 
- AL on 
u=-% u--44, 
iN 
M ! 
F a 
i> 
is 
nen eS ae a | © ES SRST 
0 <<, 
Fig. 1. 


nur den den Werten z>0 entsprechenden unendlichen Halbzylinder zu 
betrachten. Aus Symmetriegriinden muf 1, fiir z= 0 verschwinden, und 


da =~r'r,, so erhalten wir fiir z= 0 den Randwert «0. Es han- 


delt sich somit darum, eine Liésung der Differentialgleichung 


(11) i (a 3) + a(= 5) -° 
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zu finden, die die Bedingungen erfiillt 

a) u=0 fiir z=0; 

b) S*, &* endlich fiir = 

ec) u=0 fir r=0; 


a) wu=—* far r =a. 


Der Gleichung (11) und den Bedingungen a), b), c), geniigt die Funktion 


u =r J, (iar) sin dz. 


Um die Bedingung d) zu erfiillen, erinnern wir uns, daB ee Poe =") 
0 
Die Funktion 
_ M sin ae r? J, (idr) 
(12) —— aa a*J,, (la) 
0 


wiirde also, zuniichst bloB formal genommen, sémtlichen Bedingungen des 
Problems geniigen. Fir die zugehérigen Spannungskomponenten wiirden 
sich nach den Formeln 


1 Qu 1 du 
. wr? Of 


durch formale Differentiation unter dem Integralzeichen die Werte 


M 
r= @2x%a! 


tJ, (Ar) 
a a fa sin Ag T,(ita)? 


fiir die Verschiebung der Wert 


1 cos iz id, (tir) 
14) ~ G 2x*a* af a 2 dy (tha) 


ergeben. Die tatsiichliche Lésung des Problems stellen die Formeln (12), 
(13), (14) aber nur dann dar, wenn die vorkommenden Integrale kon- 
vergieren und tiberdies die fir die Differenzierbarkeit notwendigen Be- 
dingungen erfiillen. Das wiire z. B. der Fall, wenn die in (13) vor- 
kommenden Integrale gleichmiBig konvergieren, ebenso die durch glied- 


J, (iar) 


fa cos AZ J,(ita) ? 


(13) 


*) Vgl. Riemann-Weber, Part. Diff. I, § 13. 
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weise Differentiation gebildeten Differentialquotienten ae , ae (letztere etwa 
mit AusschluB des Randes, insofern sie nur in der Differentialgleichung I(1’) 
des Problems vorkommen). Diese Bedingungen sind nun, wie sich zeigt*), 
nur unvolikommen erfiillt: am Rande r=a versagt unsere Lisung. 

Um zu einer den Konvergenzbedingungen vollstiindig geniigenden Lésung 
au gelangen, miissen wir den Ansatz etwas modifizieren. Wir ersetzen die 


Randbedingung u—— {7 auf r=a durch die Bedingung 


M t zZ 
u = — oo aretg —, 


wo « eine positive Konstante bedeutet, die wir gegen Null konvergieren 
aL ar 


*) Da iJ, (éir) und J,(iir) fiir groBe Werte des Arguments sich wie — 


V2 ar’ 
— c 
J, (ir) iJ, (tir) : 5. A(r—a) VY: _ ‘J, (ihr) 
J, (ita) und J, (ita) also sich wie ¢ 3 verhalten, so kinnen J Jia) 


und J Saeed di, unabhiingig von r, durch hinreichend groBes b und ¢ kleiner als 


eine vorgegebene Zahl gemacht werden, solange der Wert r =a ausgeschlossen wird. 


= *J, (iar) di. *iJ, (jar) di. , . 
- - —— ; 2 3 H , 
Fir {z (ia) 2° J,(iia) i gilt dasselbe ohne die letztere Beschriinkung. Nach 


dem ersten Mittelwertsatz ist nun 


a siniz J,(iir) ai clei J, (jar) di 
nm fa a = d,(iia) ants : J,(ida) in" 


ce c 
_  (° 9, cosdz id, (tar) ‘id, (iar) di 
fs = fu a T,Gie) ~~"? J F Gis) 2° 


_£f Jy(iar) * J, (itr) 
a cae Tie &,2 J J, Gia) di, 


wns , id, (dr) *id, (Gar) a 
I, = fa sin Az - TJ, Gia) sin & 2 J J, Gia) * i, 


b 


wo §, &, &,& geeignete Mittelwerte von 4 im Intervall b <<1<e bedeuten, und da 
die Faktoren sin §z, cos §,z, cos &,z, sin &,z jedenfalls innerhalb endlicher, von z 
unabhingiger Grenzen bleiben, so kinnen auch J,, J, und, bei Ausschlu$ des Randes 
r=a, auch J,, J, unabhingig von r und z durch hinreichend grofes b und c kleiner 
als eine vorgegebene Zahl gemacht werden. Mithin konvergieren die in (12), (14) 
und, bei Ausschluf des Randes r = a, auch die in (13) vorkommenden Integrale gleich- 
miiBig fiir alle Werte von r und z unseres Gebietes. 
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lassen werden. Die entsprechende Lésung des Spannungsproblems lautet 





dann: 
o M _,q Sindz r?J,(iir) 
(12) —— pare a a*J, ha) ’ 
0 
M = J, (ihr) 
k = 2a%a?, die~** cos hz J,(ita)? 
(13) 
a ae iJ, (iar) 
be af die~** sin da J, (ha) . 
0 
, —_ £ > eg COBAZ id, (dr) 
(14/) - 3 at, fave i J, (ita) 
0 
Fir r =a geht namlich (12’) iiber in 
M 


mf ea Sindz 
= 5M f are 4 
0 


wie es sein muB. Die in (12’), (13’), (14’) vorkommenden Integrale be- 
sitzen nun in der Tat, wie man leicht sieht**), im ganzen Gebiet, ein- 


2 
= ‘ * 
—— 4,2 arctg --*), 


*) Vgl. Riemann-Weber, Part. Diff. I, § 13. 
**) In der Tat kiénnen 


I,’ ~ faa re Seip 7 sin £2 re nt, 
Bim fare A) cone FRO fern 
tym fae on GS moot FORO ‘oan, 
tem fare ina Tite ~ sin & 2 ie fe e~** di, 


da die vor das Integralzeichen getretenen Faktoren fiir r<a in endlichen, von z und r 
unabhiingigen Grenzen bleiben, durch hinreichend groBes ) und ¢c, unabhingig von 
z und r, kleiner als eine vorgegebene Zahl gemacht werden. Somit ist insbesondere 


die GleichmiBigkeit der Konvergenz von [' die~** sin iz st ° vee fiir alle Werte vonr 
0 


erwiesen, soda$ rt, aus wu wirklich durch Differentiation nach r unter dem Integral- 
zeichen abgeleitet werden darf. Analoges gilt, wie man leicht sieht, auch noch fiir 
die in der Spannungsgleichung | (1’) vorkommenden Differentialquotienten. 











498 A. Tovres. 


schlieBlich des Randes ra, die geforderten Konvergenzeigenschaften. 
Der Randwert von rt, fiir r=a wird 
- M ; M 
(13a) t= gatp f dace cos 12 = 5-45 aie *), 
0 
und den entsprechenden Wert von rt, schreiben wir: 


(13b) 7=— —s fare sin Az KE = 1] + fdiev sin 1z 
% 0 


J, (iia) 


M { f ee iJ, (iia) ze | 
=> — 2x%a?\ i die sin he [s (iia) — 1| > e+ 2)? 
P 0 
wo nun der in der eckigen Klammer stehende Faktor mit wachsendem 2 
gegen 0 konvergiert, wie aus den asymptotischen Werten von iJ,, J, 
hervorgeht. 
Wir nehmen jetzt den Grenziibergang zu ¢ =O vor. 


Dabei benutzen wir den Satz (vgl. Riemann-Weber, Part. Diff. Bd. I, 
§ 9), daB 


lim [e-**@(a) da = f(a) da, 
205 : 


sofern das Integral rechter Hand konvergiert. 

Die in (12), (14) auftretenden Integrale konvergieren nun fiir alle 
Punkte unseres Gebietes und stellen daher ohne weiteres die Grenzwerte 
der entsprechenden Integrale in (12’), (14’) fiir lime =O dar. Die in 
(13’) auftretenden Integrale konvergieren fiir alle Punkte unseres Gebietes 
mit AusschluB des Randes r = a, fiir denselben Bereich stellen sie also 
die Grenzwerte der entsprechenden Integrale in (13’) dar. Auf dem 
Rande r =a ergeben sich die Werte von 1,, +, aus (13a), (13b): 


r? 


t,=0, mit Ausnahme der Stelle z=0, wo 1, =o, 


(13") Pat iJ,@ta) 47, 1) 
a | fas sin Az J, (ita) hare 3 
0 


der von « wird gleich — = Es werden also die vorgeschriebenen Rand- 
werte tatsiichlich angenommen. 
Das Ergebnis kénnen wir dahin zusammenfassen: 


Das Problem des unendlich langen Zylinders vom Radius a, der im 
Umfange des Querschnitts z = 0 durch das Moment M tordiert und in den 


*) Vgl. Riemann-Weber, Part. Diff. I, § 13. 
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beiden unendlich fernen Querschnitten durch zwei entgegenwirkende Momente 
— = gehalten wird, wird durch die Formeln (12), (13), (14) gelést mit 


der MaBgabe, dap auf dem Rande r =a die Spannungen t,, 1, durch die 
Formeln (13”) dargestellt werden. 

Da die Spannungen rt, fiir z= 0 verschwinden, kann man sich den 
Zylinder auch an dieser Stelle zerschnitten denken, und unsere Lésung 
entspriche dann dem Fall eines halbunendlichen Zylinders, der im End- 


querschnitt z=0 durch ein auf den Umfang wirkendes Moment = tordiert 
und im unendlich fernen Querschnitt durch ein entgegenwirkendes Moment 


_ = gehalten wird. 


Beide Versionen haben Interesse als ideale Grenzfiille im Maschinen- 
wesen vorkommender Festigkeitsprobleme: des Problems der ein Arbeit leisten- 
des Schwungrad tragenden Welle und des Problems der durch eine auf- 
geschrumpfte Kurbel angetriebenen Welle. Die iibliche Berechnung legt 
hier — wie bei allen Torsionsproblemen — die Coulombsche Lésung 
(vgl. Seite 490) zugrunde, wonach die Spannungen tf, sich linear iiber 
den Querschnitt verteilen, wihrend Spannungen rt, tiberhaupt nicht auf- 
treten. Um zu entscheiden, wieweit die dadurch charakterisierte Spannungs- 
verteilung von der hier ermittelten abweicht, muBten die in (13) auf- 
tretenden Integrale numerisch ausgewertet werden. Zu diesem Zwecke 
wurden mit Hilfe der in Jahnke-Emde, Funktionentafeln mit Formeln und 




















qo fa__ Fa Ze sa 
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Kurven (Leipzig und Berlin 1909), niedergelegten Tabellen der Besselschen 
Funktionen und ihrer (passend angeschlossenen) asymptotischen Werte 
J, (iar) iJ, (iar) = 
J, (ila) und J, Gia) fir r= 3 a, + 
papier gezeichnet, sodann mit der durch graphische Interpolation ver- 

: J, (th 
zehnfachten Anzahl von Ordinatenwerten die Integranden cos Az Gis 

id, (Ar) 


und sin hes (ila) fiir dieselben Werte von r und die Werte 2za, za, 
2 


: 3 4 ns 
die Kurven a, a, — a auf Millimeter- 
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: a, 7 a, < a, * a, 0 von z berechnet und schlieBlich durch mechanische 
Quadratur die Integralwerte ermittelt. Die erhaltenen Werte sind in nach- 
stehenden Tabellen angegeben und das daraus hervorgehende Bild der 
Spannungsverteilung in Fig. 2 dargestellt. Dabei ist a als Liingeneinheit 
und M=1 gewihlt. Fig. 3 stellt die zugehérigen Spannungslinien dar. 
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Die Randspannungen t, wurden nicht mit Hilfe der Formel (15”) ermitielt, 
da die Tabellen in diesem Fall nicht ausreichten, sondern zu ihrer Be- 


stimmung der Wert des resultierenden Moments, =, benutzt. Dieses 


resultierende Moment kann man sich ja durch ein Verfahren near weeened 
Quadratur aus den Werten der Spannung rt, fiir r = = = zs 5» 1 ab- 
geleitet denken, und da nun das Moment und die Werte von r, fiir 

2s 
r=0, 595) 6? 6 
berechnen. Als Quadraturverfahren wurde die Simpsonsche Regel, die dem 
Verlauf der zu integrierenden Funktion am besten zu entsprechen scheint, 


zugrunde gelegt und dabei das Intervall O<r< > , das zum resultieren- 
den Moment so gut wie nichts beitrigt, auBer Acht gelassen. 


bekannt sind, kann man den Wert von rt, fiir r= 1 














tT, 
ON Coad fees rd Ded ed oe ee: 
Pot > [awl wel an lan] un low | al 
pans | 0 | 0,286 | 0,268 0,256 | 0,256 | 0,266 | 6,266 | 0.2865 
r=} | 0 | 0113 | 0,166 | 0,199 | 0,191 | 0,191 | 0,191 | 0,191 | 
r=} | o | 0,059 T 0,098 | 0,123 | 0,128 | 0,127 | 0,128 | 0,127 
| r=4 | 0 | 0,029 t 0,045 "0,068 | 0,064 | 0,064 | 0,064 0,064 
rao | o | o | 0 jo {| o | o | 0 o.| 
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T,. 
Sail == == s— = pie | S=ee | s=22  S= © 
2 : : : | 
| r=1 oo 0 0 T'S i. 8 o | oO 
r=} | 0,217 | 0,102 0,030 | 0,004 | 0,001 | 0 | 0 % 0 
r=} | 0,080 | 0,060 “0,027 | 0,004 | eo | (oo |} o | © 
i 7 .——— | 
r=} 0,030 | 0,025 | 0014 | 0003 | o | 0 | oO 0 
r= | 0006 | 0006 | opoa | oo | o | o | o | o | 
r=0 0 0 o | oO | ieee ee ae eae | 0 . 








Man sieht, da die Coulombsche Spannungsverteilung schon etwa vom 
Querschnitt z= ~ ab sich einstellt. Die Spannungen +, haben nur in 
unmittelbarer Niihe des Belastungsquerschnitts betriichtliche Werte, und 
die Spannungen rt, sind fiir e>7 linear tiber den Querschnitt verteilt. 


Fiir die Spannungsverteilung iiber z = + hinaus ist es also gleichgiiltig, 
ob man das Torsionsmoment konzentriert lings der Umfangslinie z = 0, 
r= 1 anbringt und den Querschnitt z = 0 selbst spannungsfrei laBt, oder 
ob man dasselbe Moment durch linear tiber den Querschnitt z= 0 verteilte 
Spannungen erzeugt. Wir haben damit eine abermalige Bestitigung 
des St.-Venantschen Prinzips gewonnen. Dieselbe ist viel weit- 
reichender als die im Falle der Polynomlésungen erhaltene Bestitigung, 
da man doch jede beliebige tordicrende Belastung des Mantels durch Integration 
aus konzentrierten Umfangsmomenten ableiten kann. Darin beruht die prin- 
zipielle Bedeutung der hier bis zu Ende durchdiskutierten Lésung. 

Es mégen nun noch fiir einige verwandte Beispiele die Lésungen 
angegeben werden, wobei wir aber auf die numerische Durchrechnung 
verzichten kénnen. 

b) Fall der in den Umfingen der Querschnitte z=-+-b durch zwei ent- 
gegenwirkende Momente + M tordierten Welle. 

Unter Benutzung des sogenannten Dirichletschen Diskontinuitiitsfaktors 
ergibt sich die Lésung 


M {[',, cosizsinab r*J,(éir) 
ar. J a — i a*J,(iha)’ 
(15) a 
- ee , J, (ii) 
t.=— Mpa sin 42 sin Ab J, (ha) , 
0 
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=— a dd cos Az sin Ab nS 
aa 


J, (iia) ’ 
(15) , 
Pied = sin ~ sindb iJ, (tir) 
o-—s% fe “ J, (iha) ? 


mit der MaBgabe, daB auf dem Rande r =a die Spannungen 1,, 1, durch 
die Formeln 


t, = 0, mit Ausnahme der Stellen z= + b, wo t, = 00, 


(15’) f 


fi di cos Az sin Ab aces - 1| + 5: = 2 


al 
« 
I 


a at. 


dargestellt werden.*) 
c) Fall des im Umfang des (uerschnitts z = 0 durch das Moment M 
tordierten Zylinders, der in den Querschnitten z=+b durch zwei entgegen- 


wirkende Momente — = festgehalten wird. 


Die Lésung lautet: 





dl r?J, (tir) sin 42(1—cos ib) 
— a a*J,(j4a) ~~» A , 
M J,(idr) 
t= sa fu J, (ita) cos 42(1— cos ib), 
(16) 
iJ,(@@4r) . , 
t.= axta? sf yates sin Az(1— cos 1b), 
ae 1 M iJ, (tir) cosiz2(1—cos 2b) 
G 22*a* J, (tia) ri 
0 


mit der MaBgabe, daB auf dem Rande r = a die Spannungen r,, +, durch 
die Formeln 


*) Man erhilt die Randwerte mit Hilfe der Formeln 


face sin 2¢ sindb = > + l>xece tere 


* aq wed 1 b+s Aan. 
fine cosiz cosab = 2 arate tare—el 


fir lime = 0. 


& 
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t,=0, mit Ausnahme der Stellen z= 0, z= +b, wo t, = co, 


(16°) 


; A | saci 
#,=— gna |_fadsin 12(1—cosat) [Fre 1] + : +4, 
' 0 


dargestellt werden.*) 

Handelt es sich um Hohlwellen, so geniigen wir den Bedingungen 
auf der inneren und fuferen Mantelfliche, indem wir die Besselschen 
Funktionen 2. Art hinzunehmen, ausgehend von der Lésung » = K,(idr) 
der Differentialgleichung (8). 


Kapitel III. 
Zylindrische Platten. 


Gehen wir mit dem Ansatz 


(1) v = Gof (kz) V(r) oder v = Sin (kz) Bir) 
in die Differentialgleichung fiir v, so geht diese iiber in 

‘ 1*B 1 dB & 

(2) _ + = a a +i?B3 = 0. 


Kine Lésung dieser Gleichung ist die Besselsche Funktion J,(kr), und 
wir erhalten demnach eine partikuliire Lésung unseres Problems in der Form 


v= J, (kr) [A Gof (kz) + B Sin (kz)], 
(3) t,=— Gk J,(kr) [A Coj (kz) + B Sin (kz), 
t.= GkJd,(kr)[ASin(kz) + B Gof (kz)].*) 
Diese Lisung kénnen wir anwenden auf zylindrische Platten, deren 
Grundflichen durch Spannungen 1, tordiert werden, die sich durch eine 
nach Besselschen Funktionen 1. Ordnung fortschreitende Entwicklung dar- 


stellen lassen. Ist z. B. die Grundfliche z= 0 spannungsfrei, wibrend die 
auf die Grundfliche z = d wirkenden Spannungen durch 


*) Man erhilt die Randwerte mit Hilfe der Formeln 


“59 0a 1 . ; 
jp cos 4z-cos 1b = e E + (b—2)? ? e?+ oral 


* a Se _ 4 b+ez b—z 
J é sin Az-sinib = zr E +O+5? —_ 2 4 a—a) 
fiir lim e = 0. 
**) Die zugehdérige Potentialfunktion g ist 
g = J, (kr) [A Gin (kz) + B €oj (K2)]. 
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(4) t, = 24,5; (kr) *) 


n=1 


gegeben sind, so lautet die Lésung: 

) Goi (k, 2) 
- da Gk,, ACAD ) Gin (k,,d)? 
- Coj (k,,2) 
(5) a Tih.) eingtay 


k Sin (k,, 2) 
—“ das 1h") Gin ad)” 


n=1 





Dabei ist vorausgesetzt, dab r,, 7, aus » den Formeln | (3’) entsprechend 


durch gliedweise Differentiation erhalten werden kénnen, ebenso die fiir 
die Befriedigung der 99 gpigpninang I(1’) in Betracht kommenden 


ét, Ot 
Differentialquotienten a9 Ge ae durch gliedweise Differentiation von rt, bzw 
t,. Die Voraussetzung ist z. B. erfiillt, wenn die Reihe fiir a gleich- 


miBig in r, die fiir at gleichmiBig in z konvergiert. 

Wir wollen die erhaltene Lésung anwenden auf das Problem des auj 
einer Welle befestigten vollwandigen Rades, 
mittels dessen ein verdrehendes Moment M 
tH auf die Welle tibertragen wird. Der Radius 

der Welle sei R,, der des Rades R,. Auf 
den Umfang des letzteren wirke die gleich- 














miBige tangentiale Spannung t, = sek ai 
r- die Grundfliche z=0 und der freiliegende 
| ed Teil der Grundftiche 2—d (s. Fig. 4) 
i} ee Lo. _ _¥%_  seien spannungsfrei, wiihrend der andere 

—&» Teil derselben, der das Moment M auf 


die Welle iibertrigt, Spannungen rt, von 
nicht genau bekannter Verteilung erleidet. In unmittelbarer Nahe der 
Ansatzstelle laBt sich der Spannungszustand niherungsweise nach dem in 
der Willersschen Arbeit entwickelten Verfahren bestimmen, fiir die Be- 
rechnung des Spannungszustandes im iibrigen Teil des Rades ist es zweck- 


*) Uber das Auftreten eines der Wurzel k,=0 entsprechenden Extragliedes, 
vgl. das unten durchgerechnete Beispiel; dies Extraglied nimmt tibrigens bei anderer 
Normierung der Entwicklungsfunktionen keine Sonderstellung ein, wie C. N. Moore, 
Trans. Amer. Math. Soc. 10 (1909), S. 420, gezeigt hat. 
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miBig anzunehmen, dab fir z=—d, 0<2z<R, die Spannungen rf, (wie in 
den entfernteren Teilen der Welle) mit r proportional und somit durch 
= Ri r gegeben sind. Demnach lauten die Randbedingungen fiir unser 
Problem folgendermaBen: 


M = 
"= sR fir r= R,, 


tr, =0 » 4=0, 


t,—— Zar ” e=d, 0<rcR,, 


» *#«=d, R<rcR,. 


Wir stellen die Lésung durch Uberlagerung zweier Elementarlisungen 
dar. Die erste bilden wir nach Kap. II (5’a): 


t, =0 


M 2 2 
0 igara’ — 48), 
M 2 
(6) "+ 9aR,*d"? 
2M 
— aR,*a’*3 


sie befriedigt offenbar die Randbedingungen auf r= 2, und z=0. Die 
Randbedingungen, die die zweite Elementarlésung zu erfiillen hat, lauten dann: 


jt, =O fir r=R,, 


(7) ic,=O0 , #=0; 
2 M(R,*— R,* 
[= er fir s—d, 0Sr<R, 


T) 1=f() 

|= 2x , s=d, ers. 
Diesen Bedingungen geniigt offenbar die Lésung (5), wenn wir fiir die k, 
die Wurzeln von J,(kR,) = 0 wihlen und es gelingt, die durch (7) defi- 
nierte Funktion f(r) in der Form (4) darzustellen. Setzen wir zuniichst 
die Méglichkeit dieser Darstellung voraus, so vollzieht sich die Bestim- 
mung der Koeffizienten a, folgendermaBen: 

Ist m =n, so ist*) 


R, 
JA (ent) I, (kyr)r dr 
0 
R, 
= Es hms hg Ba) Sa (Fey By) — hgh (im Br) Fs (hy B,)) = 95 
andererseits ist*) 


*) Riemann-Weber, Part. Diff. I, § 70. 
Mathematische Annalen, LXXI. 33 
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Ji eariPrar 
— FEAR) AR) + R[F, (b, RyIy (b,R) — Fk R)Ig(h, RI} 
—*F HGR) [KER — 7p A(t, R)] = GRP. 


Wenn wir also die linke und rechte Seite der Gleichung 
(8) f(r) = S4,J;, (kr) 


mit rJ,(k,r) multiplizieren und zwischen den Grenzen 0 und R, inte- 
grieren, so erhalten wir: 
R, 
[rod @rrar = *™ (1, R)Fa, 


0 


oder 
R 
2 
a= Ray, “Roy fT J,(k,r)rdr. 
0 


Setzen wir aus (7’) den Wert von f(r) ein, so ergibt sich 
Ro R, 
2 2M(R,‘— R,* “2M 
Raid RN fem i lardear + fi Khe ae] 
0 Ro 


2 2M(R,*— R,*) | r?J, (kr) |Fo | 2M | r?d,(k,r) | 
“eae eke |e tam lat 
- es oe) ee 
~ Rd, &, RI (-sR . °? 

also 
(9) a,-—_1%  _40,R) 


RABY hy (Sy hy By) 
Damit sind die Koeffizienten der Entwicklung (8) fiir die durch (7’) 
definierte Funktion f(r) bestimmt. Allerdings lehrt die Gleichung 


? 
0 


R 

c x 3 rd, Ky Yr) |Ra 
fTlkr)r dr = | PA Gar) 9 
0 


daB die Darstellung (8) nur méglich ist, wenn die Funktion f(r) die Be- 
dingung 


R, 
(10) Jf@)rdr =0 
0 


erfiillt. Man hatte daher auf der rechten Seite von (8) im allgemeinen 
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ein ,,£xtraglied“ ar hinzufiigen, wo a, sich durch ein der Bestimmung 
der Koeffizienten a, analoges Verfahren ermittelt, nimlich aus der Glei- 
chung 


(11) fre rdr = wih — s 


R, 
In unserm Falle wird | { f(r)r?dr und darum a, gleich Null, da das iiber 


0 
= resultierende Moment verschwindet. 
Die zweite Elementarlésung unseres Problems stellt sich sonach, den 
Formeln (5) gemaB, in folgender Form dar: 


ee STS; (yt) I (yp Ry) Cof (ey) 
GaRR? Med [kyl (ky R)}* Sin&,d)? 
(12) _—— §M QI lint) Ty hq Be) Cof (hy) 
*r aeRPR? ey ky, R) Sin kd)? 


4M IT, (k, 1) JIs (hk, Ry) Sin (k,, 2) 
4 me Ry* Ry* eed k, (J, (k, R,)|* Sin (k,d)’ 





und (6) und (12) zusammen ergeben die Lisung unseres Problems. 

Nur die Konvergenzfragen sind fiir die zweite Elementarlisung noch 
zu erledigen.*) 

Was zuniichst die Darstellung (8) der durch (7’) definierten Funktion 
f(r) angeht, so konvergiert dieselbe nach einem kiirzlich von C. N. Moore**) 
bewiesenen Theorem gleichmiBig im ganzen Intervall O< r< R, gegen 
f(r), ausgenommen an der Unstetigkeitsstelle r= R,, wo sie endlich bleibt. 
Durch eine geringe Modifikation des Beweises des zweiten von Moore in 
derselben Arbeit aufgestellten Theorems, das sich auf Besselsche Funk- 
tionen vom Index Null bezieht, laBt sich ferner zeigen***): Die in (12) 


*) Fiir verschiedene Hinweise zur Konvergenzuntersuchung bin ich Herrn Prof. 
Blumenthal zu Dank verpflichtet. 

**) Trans. Amer. Math. Soc. 12 (1911), 8. 181. Die Voraussetzungen, die Moore 
an f(r) stellt, sind folgende: Die Funktion f(r) ist stetig mit Ausnahme einer end- 
lichen Zahl von Punkten, wo sie einen endlichen Sprung hat; in jedem Stetigkeits- 
intervall hat sie eine erste Ableitung, die stetig ist mit Ausnahme einer endlichen 
Zahl von Punkten, wo sie einen endlichen Sprung hat; in jedem Stetigkeitsintervall 
der ersten Ableitung existiert eine zweite Ableitung, die endlich und integrabel ist. 

***) Die Ubertragung des Beweises von Moore ist ohne weiteres miéglich, da das 
Extraglied in unserem Beispiel nicht auftritt und der bei uns vorkommende Konver- 
Sin (k,, 2) 
Sin (k,, d) 
faktor e~“** fir z>0. 


genzfaktor fiir z<d dieselbe Rolle spielt wie der Mooresche Konvergenz- 


33* 
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gegebene Darstellung fiir rt, konvergiert absolut im Bereich O< r< R,, 
2<d und ist dort stetig, nahert sich dem Werte von f(r) bei Anniherung 
an jeden Punkt des Intervalls 0< r< R,, 2 =d mit AusschluB des Un- 
stetigkeitspunktes r = R,, und bleibt auch bei Annaherung an diesen Punkt 
endlich. Auch die gleichmaBige Konvergenz der aus (12) durch glied- 


weise Differentiation gebildeten Differentialquotienten ee, ad laBt sich 
fiir den Bereich O< r < R,, r<d durch dasselbe SchluBverfahren nach- 
weisen. Die gleichmiBige Konvergenz der in (12) fiir r, gegebenen Dar- 
stellung in demselben Bereich folgt daraus durch Integration. 

Es bleibt vielleicht noch iibrig, zu untersuchen, wie diese Darstellung 
auf dem Rande z=d und bei Anniherung an z=d sich verhilt. Wir 
erhalten bei Einsetzen des Wertes 2 =d in rt, eine Reihe, die nach einem 
von H. Weyl*) bewiesenen Satze wesentlich-gleichmaBig (d. h. gleich- 
maBig mit Ausnahme von eine Nullmenge bildenden Punkten) konvergiert. 
Dieser Satz lautet: ,Bilden ®,(x), ®,(x),... ein System von Orthogonal- 
funktionen, gelten also die Beziehungen 


(13) fio@Pde=—1, _f0,(2)0,(2)de = 0 re" 


so konvergiert die Reihe 

(14) CD, (x) + &%,(x) +- 
wesentlich-gleichmaBig, wenn die Summe 
(15) o2V1 +62 +- 


existiert.“ Fiir ®, (2) haben wir hier ae zu setzen, um die Relationen 
1 awl 
Ry 


JCP rar = TLRS [I lbarIe(ker\rdr = 0 (m+n) 
0 


0 


oder 


50m va) Ty (km By V2) Tale R, V2) : 
es J, ky R;) Ja emi; fp ~"T. k,, Ry) J, (Fm 2) dx=O (m+n) 
0 








m 


mit (13) in Ubereinstimmung zu bringen. Die Koeffizienten ¢, haben 
dann also den Wert 
J, (k, Ry) _ Coj (k,,d) 
“n= kJ, (k, R,) Sin (kd) 


) Math. Ann. 67(1909), S. 225. 




















Die Torsion von Umdrehungskérpern. 509 
Fiir groBe Werte von » kénnen wir setzen: 


Leh) (he — IVs =, R, 


Tye R) (:.%, — *)/V txt R, 





2 s 
und dies bleibt dem absoluten Betrage nach unter einer endlichen Grenze g, 
da k,R, als Wurzel von J,(k,R,) = 0 bzw. von cos (k, R, _ a) = 0 den 


Betrag von‘ sin (k,R, — +) gegen Eins konvergieren laBt. Ferner nahert 


sich on ae fiir groBe Werte von m dem Werte Eins, sodaB wir setzen 


kénnen: 
lels 9 


oi = k,, 3 
oder da eine Konstante C gefunden werden kann, sodab k, > nC*), 


bs 
n 


g 
le.|<q- 


Die zu untersuchende Summe (15) wird damit 


> avn < £ D7 
ist also sicher konvergent. Die in (12) gegebene Darstellung fiir 1, stellt 
also auf ¢=d in der Tat eine wesentlich-gleichmaBig konvergierende 
Funktion f,(r) dar.**) 

Beziiglich des Verhaltens von t, bei Anniiherung an z = d kénnen 
wir nun noch die (allerdings wenig belangreiche) Aussage machen: Wenn 
f(r) in einzelnen Teilintervallen stetig ist, so konvergiert rt, bei Anniihe- 
rung an einen Punkt eines solchen Intervalls gegen den zugehérigen Wert 
von f,(7). An einer gewdhnlichen Unstetigkeitsstelle von f(r) ist der 
Grenzwert, den tr, bei Anniherung an diese Stelle annimmt, endlich. 


*) C. N. Moore, Trans. Amer. Math. Soc. 10 (1909), S. 420. 
**) Vgl. T. J. I'a. Bromwich, Math. Ann. 66 (1908), S. 350. 
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Fakultatenreihen in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen. 


Von 


J. Horn in Darmstadt. 


Fakultiitenreihen spielen in der Differenzenrechnung eine ‘hnliche 
Rolle wie Potenzreihen in der Differentialrechnung. Demgemi8 hat Nérlund*) 
zur Untersuchung des Verhaltens der Integrale linearer Differenzenglei- 
chungen fiir groBe Werte der Verinderlichen Fakultiitenreihen benutzt**), 
deren Konvergenz allerdings nur bei denjenigen Differenzengleichunger. 
ohne weiteres feststeht, welche den linearen Differentialgleichungen mit 
einer singuliren Stelle der Bestimmtheit entsprechen. Im folgenden wird 
gezeigt, daB die divergenten Thomeschen Normalreihen, welche einer linearen 
Differentialgleichung mit rationalen Koeffizienten geniigen, durch konvergente 
Fakultitenreihen ersetzt werden kinnen.***) Dabei werden zur Verein- 
fachung der Darstellung zunichst gewisse einschrinkende Voraussetzungen 
gemacht. 


*) Bidrag til de lineaere Differensligningers Theori, Diss. Kopenhagen 1910; 
Uber lineare Differenzengleichungen, Abh. d. Akad. Kopenhagen, math.-nat. Kl., 1911; 
vgl. auch C. R., 15. Nov. 1909 und Acta Math. 34. 

**) Zu demselben Zweck habe ich divergente Potenzreihen verwandt (Math. 
Ann. 53; J. f. Math. 138), ebenso Galbrun (C. R., 5. Apr. 1909, 6. Dez. 1909, 24. Jan. 
1910, 12. Dez. 1910). 

**) Die in neuerer Zeit von Jensen, Nielsen (Ann. de I’Ec. norm. 1902; Hand- 
buch der Theorie der Gammafunktion, 1906), Pincherle (Ann. de VEe. norm. 1905) 
und Landau (Miinchen Ak. Sitzungsberichte, math.-nat. K1., 1906) entwickelte Theorie 
der Fakultiitenreihen setzen wir im folgenden nicht voraus. Wir machen jedoch Ge- 
brauch von dem von Hadamard (J. de Math. 1892) eingefiihrten Begriff der Ordnung 
einer Potenzreihe auf dem Konvergenzkreis, welchen Pincherle (Acc. dei Lincei, 
Rendiconti, math.-nat. Kl., 12, 2. Sem., 8S. 336ff.) und Nérlund (a. a. 0.) bei der 
Entwicklung einer Funktion in eine Fakultitenreihe benutzt haben. Erwiihnt sei auch 
eine iiltere Arbeit von Schlémilch iiber Fakultitenreihen (Z. Math. Phys., 4). 
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$ 1. 
Die Laplacesche Transformation.*) 
Die lineare Differentialgleichung m** Ordnung 





a™ -1 
(A) Py TX + PN tet Pai et Pay 0 


dx” ldz 
habe als Koeffizienten ganze Funktionen p*" Grades von 2: 

P, = 4,2? + a, aP-*+---+ aly (h =0,1,--+,m); 
es sei a +0 und die Wurzeln «,,---, «,, der charakteristischen Gleichung 
aa" + a,a"-'+---+a, ,a+a, =0 
seien voneinander verschieden. Die singulire Stelle 2 = oo ist eine Un- 

bestimmtheitsstelle vom Rang 1**). 
Die Differentialgleichung (A) besitzt Integrale von der Form 
y — f v(e)e*dz, 


i 


wo / ein passend zu wihlender Integrationsweg ist. Es ist 


d“y 


dx“ 


v FF J 
x” = | ev(2)-a’e* dz = | 2v(z)- ee) dz; 
e . 4 
i l 


wie sich durch partielle Integration ergibt, ist, wenn die Bedingungen***) 


yor, -0, [8 ¢s ED et] 
(a) [a"ve*],= 0, | “G7 e |-0--4[ qe-3 e ‘ete 


erfiillt sind, 


noe Ee, 
aa" t sa v=0,1,---,p 


Demnach geniigt der obige Ausdruck fiir y der Differentialgleichung (A), 
wenn v(z) der Laplaceschen Transformierten 


*) Die in § 1 zusammengestellten Grundlagen fiir die folgenden Entwicklungen 
riihren im wesentlichen von Poincaré her (Am. J.of Math. 7). Vgl. auch Picard, Traité 
d’Analyse III, Kap. 14 und Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Dif- 
ferentialgleichungen I, S. 407ff.; in Betreff der asymptotischen Darstellung der Inte- 
grale durch die Thoméschen Normalreihen, die jedoch zunichst nicht vorausgesetzt 
wird, vgl. auch Poincaré, Act. math. 8 und meine Arbeit im 50. Bd. der Math. Ann. 

**) Der Rang wire k-+-1, wenn P, (h=1,2,---,m) eine ganze Funktion vom 
Grad p+ hk wiire (Act. Math. 8, 8. 305). 

**) Unter [f(2)], wird die Differenz der Werte von f(z) am Ende und am Anfang 
des Weges / verstanden. 
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P 
_ gy [0 277 "(2"0) (y a?-"(e""*0) 
® Dore {err a+ 
@) d?~"(ev) (») <—|- en 
+ 4.1 dz?~" + a, dz?” 0 ) 
geniigt und die Bedingungen (a) erfiillt sind. 
Die Gleichung (B) ist eine lineare Differentialgleichung p‘* Ordnung, 
deren Koeffizienten ganze Funktionen m‘” Grades von z sind: 
a? dv 


d?v v 0: 
Qo a» + O a= +--+ Os17 + Qe= ’ 


Qo = Gye" + a,e"—-*'+---+4,, 


Q, = (—1yapen ++ (vm 1,--p) 
Sie hat z= oo als Unbestimmtheitsstelle vom Rang 1. Im Endlichen 
hat sie die singuliren Stellen der Bestimmtheit z= «,,---,2—=«,,; wir 
bezeichnen eine derselben mit « und die tibrigen mit a’, «’,«’’,---. Die 


zu ¢ = « gehdrige determinierende Fundamentalgleichung hat die Wurzeln 
0,1,---,p—2 und 4; ganzzahlige Werte von 2 schlieBen wir aus. Auber 
p—1 in der Umgebung von z= «a reguliren Lisungen besitzt die Dif- 
ferentialgleichung (B) eine Lésung 


v = (e—a)' SA, (2—a)", 
n=0 


wo die Konstante A, irgendwie festgelegt sei.**) 

Wir ziehen in der z-Ebene vom Punkt «@ ins Unendliche eine Halb- 
gerade, welche mit der positiven reellen Achse den Winkel @ bildet und 
durch keinen der Punkte «’, «”,--- geht; wir 
beschreiben um den Punkt « einen kleinen 
Kreis, welcher die Halbgerade im Punkt q 
schneidet. Dann wird unter / der Weg ver- 
standen, welcher aus der von oo bis q durch- 
laufenen Geraden, aus dem im positiven Sinn 
durchlaufenen Kreis und der von q bis oo 
riickwiirts durchlaufenen Geraden besteht. Zur 
Festlegung der in v enthaltenen Potenz setzen 
wir im Anfangspunkt des kreisférmigen Teiles des Weges | arg (s—a) = @; 
dann ist durch analytische Fortsetzung der Wert der Funktion v an jeder 
Stelle des Integrationsweges bestimmt. 








*) Es ist a =a, (h=0,1,---,m). 
**) Vgl. z. B. Schlesinger, a. a. O., 8. 401 ff. 
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In bezug auf das Verhalten der Funktion v(z) am Anfang des aus 
dem Unendlichen kommenden Weges / benutzen wir den folgenden Satz*): 
Es ist eine positive GréBe k so vorhanden, daB fir v = 0,1,---,m 

d’v 


ea R 
‘az |< é 





ist, wenn ¢— a= Ré” und R hinreichend grob genommen wird. 
Das Integral 


"7 =] v(z)e*dz 
t 


hat einen Sinn, wenn lim v(z)e** = 0 fir z=a+ Re’, lim R = of ist. 
Diese Bedingung ist wegen 


|o(2) e@-22| < ek+ Red”) 


sicher erfiillt, wenn R(#é”) < — k ist. Auch die Bedingungen (a) sind 
dann erfillt. Die Ungleichung R(xe”’) < —k stellt eine Halbebene dar, 


welche innerhalb des Gebiets = —o<argr< - — liegt und die Ge- 
rade arg x = x — @ als Symmetrieachse hat. 


Der Ausdruck 
nH - | v(z)e*dz 
i 


stellt also in einer gewissen Halbebene mit der Mittellinie argz=—2—o 
ein Integral der Differentialgleichung (A) dar. 


§ 2. 
Einfiihrung einer neuen Integrationsverinderlichen. 


Wir formen das Integral » um, indem wir 


z=a+- logt, t = e*(*-@) 
setzen, wo 
x = yelt-0) = — ye-io 


eine komplexe GréBe mit dem Argument 2 — @ ist, deren absoluter Be- 
trag y noch zweckmiBig gewihlt wird. 

Auf dem geradlinigen Teil cog des Weges / ist z—a = |z—a\e”, 
sodaB t= e-’'*-“! die reelle Achse der ¢-Ebene von ¢=0 bis zu einem 


*) Picard, a. a. O.; Math. Ann. 50, S. 555—556. — Mit Hilfe der asymptotischen 
Darstellung der Integrale von (B) wiirde sich das Verhalten von v(z) im Unendlichen 
genauer ergeben (vgl. meine Arbeiten im 133, und 138. Bd. des J. f. Math.). 
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vor ¢=1 gelegenen Punkt durchliuft. Dem um z= «a beschriebenen 
kleinen Kreis enispricht in der ¢-Ebene eine den Punkt ¢ = 1 umgebende 
geschlossene Kurve, welche durch einen Kreis ersetzt werden kann. 
Demnach entspricht dem Weg/ der Ver- 
iinderlichen z ein Weg 2 der Veriinder- 
lichen ¢, welcher aus der von t=O bis 
t=1—r (0<r<1) durchlaufenen reellen 
Achse, dem mit dem Radius r um ¢=1 
beschriebenen, im positiven Sinn durch- 
laufenen Kreis und der von ¢=1—r bis 
t= riickwirts durchlaufenen reellen Achse 
besteht. 

Dem singuliren Punkt z = « der Funk- 
tion v(¢) entspricht der singulire Punkt 
¢#=1 der Funktion 





: 
@ 





Pig. 2. 


p(t) =v (a ~ . log t)- 
Wegen 


log ¢= — (1—#) (14 +5495" 4--)% 


ist 


p(t) = (1—t)) SA, (1-2), 


wobei gesetzt ist: 


a ke oe ea eae 


Die Reihe fiir g(t) konvergiert, wenn man von ¢=1 absieht, in einem 
Kreis mit dem Mittelpunkt ¢=1 und einem Radius, welcher héchstens 
gleich 1 ist, da ¢ =O ein singulirer Punkt der Funktion g(t) ist. 
Wir bilden den um den Punkt ¢=1 mit dem Radius 1 beschriebenen 
Kreis & vermége der Substitution 
t= e~ He (2-) 
auf die z-Ebene ab. 


*) Damit dem Wert t=1 der Wert z= « entspricht, mu’ log1 =—0 sein. 
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Wenn wir 
§ = ve-"(2—«) 
setzen, besteht zwischen ¢ = u + iv und 4=—24+ iy der Zusammenhang 


t=—es 
oder 
u=e-t cos yj, vu=—etsiny, 


und der Kreis mit der Gleichung «* + v* = 2u geht in die Kurve 
e~* = 2 cos y 
iiber, welche aus unendlich vielen Zweigen 
~~ C_., C_,, G, &, G,, pee 
besteht. Der Zweig © schneidet die reelle Achse im Punkt 3 = — log nat 2, 














die imaginiire Achse in den Punkten 4; = i* und 3 = — iz und besitzt 
die Asymptoten ) = und y= — ; : r) 
der Zweig ©, (n=+1, +2,---) wird 
erhalten, indem man den Zweig © in ix 
der Richtung der imaginaren Achse —~—_ a 
um die Strecke 2nz verschiebt. Das rif ig 
von dem Kurvenzweig € eingeschlossene —/#2 =_ = : 
Gebiet der 3-Ebene werde mit © be- \ hig 
zeichnet. f Nunn nerer se etenats 
Der Kurve © entspricht vermige iF 
der Gleichung 
iw 6 
z=a+e ~ 
Fig. 3. 


eine Kurve C in der z-Ebene, welche 
aus © durch eine Streckung vom Nullpunkt aus im Verhiiltnis 1 =, durch 


eine Drehung um den Nullpunkt mit dem Drehungswinkel @ und durch 
eine den Nullpunkt in den Punkt «@ iiberfiihrende Parallelverschiebung 
hervorgeht. Die Kurve C schlieBe das Gebiet G der 2z-Ebene ein. 

Je gréBer y angenommen wird, um so weniger weicht die Kurve C 
von der Halbgeraden ab, welche von ¢= a aus mit dem Argument @ ins 
Unendliche geht. Man kann also y so gro8 wihlen, daB keiner der Punkte 
«,«”,--- innerhalb und auf der Begrenzung des Gebietes G liegt. Der 
Integrationsweg / verliiuft, wenn der Radius seines kreisférmigen Teils 
hinreichend klein angenommen wird, ganz innerhalb des Gebietes G. Das 
Gebiet G geht bei unserer Abbildung in das Innere des Kreises R und 
der bei der Integration benutzte Zweig der Funktion v(z) in den Funk- 
tionszweig g(t) tiber, welcher, wenn y die angegebene Bedingung erfiillt, 
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im Innern des Kreises 8 nur die singuliire Stelle ¢=1 und auf der 
Peripherie nur die singuliire Stelle ¢= 0 besitzt, so daB die Reihe p(t) 
im Innern des Kreises abgesehen von ¢ = 1 konvergiert. 

Die den Punkten 2 = a’, «”,--- entsprechenden Punkte der 3-Ebene 

gave ia —a), 3° = ye'(a"—a), --- 

diirfen weder im Innern noch auf der Begrenzung des Gebietes G liegen. 
Man sieht, dab man y so groB wahlen kann, da diese Bedingung erfiillt 
ist; denn da keine der GréBen « —a, a” —a,--- das Argument @ hat, 
so liegt keiner der Punkte 3), 3’,--- auf der reellen Achse. Man sieht 
auch, daB der Wert, welchen y mindestens haben muB, sich mit  dndert. 
Wenn von keiner der Groen arg («’—«), arg («”—«),--- um weniger 
als 6 abweicht, wo d eine kleine positive Zahl darstellt, kann fiir y ein 
fester Wert gesetzt werden. 

Als Ordnung der Potenzreihe 


p(l—t) = >'4,(1—#)" 


auf dem Konvergenzkreis \t—1| = 1 bezeichnen wir nach Hadamard*) die 
GréBe 
log | A 


a 
log n + 1. 


lim sup 


Wir verstehen unter « eine beliebig kleine positive GréBe und beschreiben 
um den Punkt ¢=1 einen Kreis mit dem Radius 1 — «, auf welchem 

1—t=(1—e«)é’ (® =0---2z) 
ist. Wir machen von den beiden folgenden Siitzen Gebrauch: 


I.**) Wenn die Ordnung der Potenzreihe p(1—?¢) auf dem Konver- 
genzkreis ¢—1|— 1 kleiner als die positive Zahl h ist, so ist 


lim e*p((1—@)é*) = 0 
«=0 

gleichmabig fiir # = 0 --- 22; insbesondere ist 
-lim e* p(1—«) = 0. 

e=0 
Il. Wenn eine positive Zahl h so vorhanden ist, dab 

lim e* p((l— ae?) =0 
«=0 


gleichmiBig fiir #—0---2z ist, so ist die Ordnung der Potenzreihe 
p(1—t) auf dem Konvergenzkreis ¢—1|=1 nicht gréBer als h + 1. 


*) J. de Math. 1892, S. 154—186. (Vgl. auch die auf S. 1—4 der Dissertation 
von Noérlund zusammengestellten Siitze.) 
™) Hadamard, a. a. O., 8. 174. 
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Der zweite Satz (welcher in unserem Falle leichter anzuwenden ist, 
als der von Hadamard auf S. 177 ausgesprochene Satz) ergibt sich 
folgendermaBen. Wenn h’ beliebig wenig gréBer als h ist, ist*) 

(l—t)-"D-*p—?), 
also auch D>-"p(1—t) auf dem Konvergenzkreis endlich und stetig. Eine 
Funktion mit endlicher und stetiger Ableitung ist ,.a écart fini“**), Dem- 
nach ist die Funktion D-"~-'p(1—t) mit der Ableitung D-"p(1—t) auf 
dem Kreis |¢—1 = 1 endlich, stetig und a écart fini. Daraus folgt aber***), 
daB p(1—t) héchstens von der Ordnung h’ + 1 ist. 

Wenn die Potenzreihe p(1—?#) auf dem Konvergenzkreis t—1)\ = 1 
die einzige singuliire Stelle ¢ = 0 besitzt, so braucht man, um den Satz II 
aussprechen zu kénnen, nur zu wissen, daB 


lim &*p(l—aé’)=0 fir —dI<t<d 
e=0 


ist, wo 6 eine beliebige kleine positive GréBe bezeichnet.+) 

In den beiden Sitzen kann man die Funktion p(1—?) durch die 
Funktion p(t) = (1—t)*p(1—?) ersetzen. Als Ordnung der Funktion 9 (¢) 
auf dem Kreis |t—1|—1 bezeichnen wir die Ordnung der Potenzreihe 
p(i—t). 

Durch die Substitution ¢ = e~’, welche den Kreis |¢—1|=—1 im die 
Kurve © iiberfiihrt, geht der Kreis ¢—1|—1—e in die geschlossene 
Kurve ©) 

e~*t — 2e-t cosy + 2e —e® = 0 

iiber, welche von der reellen Achse in den Punkten 3 = — log (2—e) und 
3 =— loge geschnitten wird. Unter 8 verstehen wir den Bogen des 
Kreises |¢—1| = 1 von der beliebig kleinen Liinge 26, welcher durch den 
Punkt ¢=0 halbiert wird. Den beiden Geraden, welche den Kreismittel- 
punkt ¢=1 mit den Endpunkten des Bogens 8 verbinden, entsprechen 
in der 3-Ebene zwei Kurven ¢; und ¢_;, welche die reelle Achse unter 
den Winkeln 6 und —o und die Kurven © und © rechtwinklig schneiden. 
Fiir 6 = 0 gehen die Kurven ¢; und ¢_, in die positive reelle Achse der 
j-Ebene iiber. Ist eine beliebig kleine positive GréBe A gegeben, so kann 
man @ so klein wihlen, daB die Kurven c; und c_; innerhalb des Sektors 
—A<arg;<A liegen. 

Dem Gebiet Z der tEbene, welches von dem Bogen 8 des Kreises 
t—1=1, dem entsprechenden Bogen des Kreises ¢—1|=—1—e und 


*) A. a, O., 8.177. — Vgl. die Einfiihrung der Ableitung von beliebigem Index 
D¢ f(a) auf 8. 154ff. 
*) Vgl. die Einfiihrung dieses Begriffs bei Hadamard, S. 165. 
“*) Ala. O., S. 170—171. 
+) A.a. O., S. 171. 
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den beiden vom Mittelpunkt ¢=1 nach den Endpunkten des Bogens § 
gezogenen Geraden begrenzt wird, entspricht ein Gebiet der 4-Ebene, 
welches innerhalb des Sektors — A < arg 3 < A, innerhalb der Kurve € 
und auBerhalb der Kurve © liegt. Wir denken uns « und A so klein 
gewaihlt, dab, wenn F eine beliebig grofe positive GréBe ist, das be- 
schriebene Gebiet der 3-Ebene auferhalb des Kreises , =yR liegt. 
Von der 3-Ebene gehen wir vermége der Substitution z—« = ar zu 
der z-Ebene iiber. Das dem Gebiet 2 entsprechende Gebiet der z-Ebene 
liegt innerhalb des Gebietes S 
le—a|>R, o—A<arg(z—a)<@+A. 
Es ist eine positive GréBé k so vorhanden, dab im Gebiet S 
v(z)| << dl'-2 
ist.*) Es ist 


s—a\— = |logt| = ~ V(log wenppeyl 


= a 1 
—— = log | YT ee (neta) — > log t|-(1+ 8), 
wo log|¢, negativ und # beliebig klein ist, wenn 6 und « hinreichend 
klein angenommen werden. Demnach ist 


_ k(l+p) 


k 
log |t| - (1+) 
= t| Y 


\p(t)| = |v(2)|<e ¥ 
Auf dem Bogen 1 —t=(1—«)¢’, —8<@< des Kreises ¢—1|—1—« 
ist |¢ >e, also, wenn h> =O ; 
lim é axe =0 
e=0 
Daraus folgt, daB die Ordnung der Funktion y(t) auf dem Kreis |t—1|=1 
nicht griBer als g = . +1 ist; denn nach Satz II ist diese Ordnung 


nicht gréBer als h+1 = sere +1, wobei £ beliebig klein gemacht 
werden kann. 

Da die Ordnung der Potenzreihe p(1—?#) nur von den absoluten Be- 
triigen der Koeffizienten A, abhiingt, so ist die Ordnung der Potenzreihe 


p(l—t) = >| A,| (1—t)" 


auf dem Konvergenzkreis |t—1|=—1 gleich der Ordnung von p(1—t?); 
wenn g’>g angenommen wird, ist also nach Satz I 


*) Math. Ann, 50, 8. 555—556. — Vgl. auch die letzte FuBnote zu § 1. 
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lim «” p(1—«) =0 
e=0 


und, wenn 


g(t) = >| 4,(1—t)**| 
n=0 


gesetzt wird, 
lim ¢”@(e) = 0. 
e=0 


Das in § 1 eingefiihrte Integral 4 der Differentialgleichung (A) schreibt 
sich unter Benutzung der Integrationsveriinderlichen ¢ 


1 ~—1 
r= Zerfoer ia 


oder 
= ~ e** H, 
wo 
H=/g(t)#-"dt, g= = 
2 
ist. 


§ 3. 
Entwicklung eines Integrals in eine Fakultitenreihe. 


Den Integrationsweg 2 zerlegen wir, indem wir unter « eine kleine 
positive Zahl (0 << «< 1) verstehen, in die drei Teile 2’, 2”, 2”: 

1. @ ist das von t=O bis ¢=e durchlaufene Stiick der reellen Achse; 

2. 2” hesteht aus der von ¢=« bis t= 1—r (e<1—r<1) durch- 
laufenen reellen Achse, dem mit dem Radius r um ¢ = 1 beschriebenen, 
im positiven Sinn durchlaufenen Kreis und der von t=1—r bis t=« 
riickwarts durchlaufenen reellen Achse; 

3. 2” ist das von t=« bis ¢= 0 riickwirts durchlaufene Stiick der 
reellen Achse. 

Wenn 


g(t) = >'4,(1—t) +" + R,(0) 


gesetzt wird, ist 
H= S'4, [(1—#' +" t8-1dt + R,, 
2) 
R, = ['R,(t) e-4at 
x 


= {R,(t) #-" ae +f Rj e-rat +f RO) #-*at. 
x’ ¥ 3” 
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Daneben betrachten wir die Funktion 


H = fo(e)|erae 


welche sich, wenn 
g(t) = > | A,(1—t)**| + RO) 
vr=0 


gesetzt wird, in der Form schreibt: 
H = S14,| ( (1—2)'+r#8-1at| + B,, 


B,— f R(t) #8" at, 
Da die Reihe 
yy, _4\i+rgb-1 
Ps A,(1—t) +" ts-}| 


auf dem Weg 2” gleichmiibig konvergiert, so liBt sich nach Angabe einer 
beliebig kleinen positiven GréBe d eine positive Zahl N so bestimmen, dab 
fiir » > N und fiir alle auf 2” gelegenen Werte von ¢ 


R, (t) |-*| <4 
ist, wenn unter — ein fester Wert verstanden wird. Wenn man die Linge 
des Weges 2, welche diejenige des Weges 2” iibertrifft, mit Z bezeichnet, ist 


[Rt dt| < Le. 
sh 


Es sei £>g +4, wo & den reellen Teil von € und g eine beliebig 
kleine positive Zahl bedeutet. Dann ist wegen § —g >g 
lim &-8 g(t) =0. 
t=+0 


Ist eine beliebig kleine positive GréBe 6’ gegeben, so kann man die 
positive Zahl « so klein wihlen, daB, wenn die reelle positive Grébe ¢ 
kleiner als « bleibt, 


8-9 g(t) <0" 
ist. Wegen 8,(¢) < p(t) ist dann fir alle n 
&-9 R(t) <0’ 


und 


BO) \t8-1dt = {#-9R,(t) W-dt< a’ [teat - r 
2’ 0 0 
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Die Funktion g(t) multipliziert sich bei einem positiven Umlauf um 
t= 1 mit e~***, wenn 2=4-+ id gesetzt wird; dasselbe gilt fir WR, (¢). 
Demnach ist 


— . - q 
J H(t) [tat] <ertat. 


” 


Fiir n> N ist also 
_ a Jd 3 
R, < Lo +(i+e ae dar 


Ist eine beliebig kleine positive GréBe A gegeben, so wihlt man 6 und 0d’ 
so, daB L8< “4, (1+¢-*#*) ‘ <4 ist; der Zahl 0’ ist eine zwischen 0 
und 1 gelegene Zahl « zugeordnet; durch ¢ und 6 ist N bestimmt. Es 
ist also R,<A fiir n> N, wenn der feste Wert § die Bedingung§>g + g 
erfiillt; d.h. es ist lim R,=0. Damit ist nachgewiesen, daB die Gleichung 


a= oo 


H = DIALS 1G —ty+"e-1dt!| 


fir —§>g + besteht. 
Auf dem ganzen Integrationstweg 2 ist %,(¢) <9, (4); daraus folgt 
R, <R,, sodaB auch lim R, ro ist. Demnach gilt fiir § >g +g und, 


n=oo 


da g eine beliebig kleine positive Zahl ist, auch fiir £ >g die Gleichung 


H ->4.f 0 —t)i+m estat, 


Damit ist zugleich die absolute Konvergenz der Reihe fiir H bewiesen. 
Fir —>0 ist 


"01 — 4 8-1 t am (1 — 22ia) FOTO 
Ja asia dt = (1-8) ay? 


wenn das Argument von ¢ auf dem geradlinigen Teil des Weges & gleich 0 
und das Argument von 1 —/ am Anfang von & gleich 0, also am Ende 
von % gleich 2a ist; wenn man die Formel 


Sxi jimh 
ra+1)r(—a4)=—- oi = —_ 
beriicksichtigt, erhilt man 


ine’ TE) 
(— a4) FE+4+4+1) 


Mathematische Annalen. LXXI. 34 


J (1—t)'t8-dt => 
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Wegen 
FE+Atntly—FE+4+1)-E+4+1)---E+4+n), 
1 n &-+1)--- A+”) 
1s pt et r(—i) 
ist 


(—1)"2ime’** Fé) 
F(—i—n) FE+i+n+1) 
_2aie™* Fe G+) G+n) 
F(—a) FE+4+1) E+441)---E+4+n) 
Daher besteht fir § >g die konvergente Reihenentwicklung 





f(—ty+*t-1dt = 
v 





7 ani’ ™* r(é) . (A-+1) +++ (An) 
N= 5 roti) Os ED EEE 


Das Integral der Differentialgleichung (A) laBt sich also in die Reihe 


rt * 
yx Bete ne (=) > (A+ 1)--- +n) 
er 2 _. n 7. . \ 

_— r(24241& (7 +2+1).--(2+2+4n) 
entwickeln, welche konvergiert, wenn der absolute Betrag y von x= ye~'” 
hinreichend groB und der reelle Teil von . positiv und gréBer als g an- 


genommen wird. Da g= - +1 und 


R (=) =— . Rave”) 
ist, so ist unsere Reihenentwicklung giiltig, wenn der reelle Teil von ze” 
negativ und kleiner als — yg = — k — y ist, also in einer gewissen Halb- 
ebene § = §,. 

Damit ist der Satz bewiesen: 

Das Integral y der Differentialgleichung (A) léft sich, wenn x =— ye-'” 
gesetzt und y hinreichend groB angenommen wird, in die in einer Halb- 
ebene §) konvergente Fakultdtenreihe 





(2) 
: ( A ceo 
n = Const. e** —— = ‘Fy e+? *+:+n) 
(Een) Fae) | 
entwickeln. *) 
*) Die Koeffizienten A, hiingen von x ab. —- Die Fakultiitenreihe 


Sy +1) ++ +n) 
an EF i+ F140) 


ist in einer gewissen Umgebung jeder Stelle im Innern ihrer Konvergenzhalbebene 
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Es sei 
arg (a’—a)=—a', arg(e”’—a)=—0"'; w >a”. 
Wenn o' > @ > @” ist, mége auf der Halbgeraden, welche von z= a mit 
dem Argument @ ins Unendliche geht, keiner der Punkte «”’, --- liegen. 
Jedem Wert von @ zwischen ' und ” entspricht ein Integralausdruck 1, 
welcher durch eine in der Halbebene § = §,, konvergente Fakultiitenreihe 
dargestellt wird. Das Gebiet, dessen siimtliche Punkte einer der Halb- 
ebenen $,, (@'>a@>o") angehiren, werde mit E bezeichnet. Da die zu 
verschiedenen Werten von w zwischen @' und @” gehérigen Integrale 7 
analytische Fortsetzungen voneinander sind, so ist in dem Gebiet € ein 
ausgezeichnetes Integral der Differentialgleichung (A) definiert, welches 
iiberall in € eine Fakultiitenreihenentwicklung zuliBt. Das Gebiet € liegt 


innerhalb des Sektors ; —o <argr< = — qo”; in friiheren Arbeiten*) 


hat sich ergeben, daB das Integral y durch die der Differentialgleichung (A) 
formell geniigende Normalreihe 

S = et*g-?-1 (C, + S + 3 ies ‘) 
asymptotisch dargestellt wird, wenn « im Gebiet € ins Unendliche geht. 

Es gilt also der Satz: 

Das Integral y der Differentialgleichung (A) laéBt sich in jeder dem 
Gebiet © angehirenden Halbebene } in eine konvergente Fakultitenreihe 
entwickeln; es wird durch die (im allgemeinen divergente) Thomésche Normal- 
reihe S asymptotisch dargestellt, wenn die Veriinderliche im Gebiet © ins 
Unendliche geht. 


g§ 4. 
Die Birkhoffsche Abiinderung der Laplaceschen Transformation. 


Wir wenden uns zu der Differentialgleichung 
’ d* d 
(C) Pi 52+ Pi 72 + Pry =9, 


deren Koeffizienten P,, P,, P, ganze rationale Funktionen von x von den 


gieichmiBig konvergent, wenn man von den etwaigen Polen erster Ordnung § =—4—1, 
—i—2,---, absieht, welche aber Nullstellen der Funktion ré <r +1) und daher 


reguliire Stellen der Funktion 7 sind (vgl. Landau, a. a. O., 8.161 und 164). Die 
obige Fakultiitenreihe fiir 1 ist in einer gewissen Umgebung einer jeden Stelle im 
Innern ihrer Konvergenzhalbebene gleichm&Big konvergent. — Wir haben nur nach- 
gewiesen, daB die Fakultiitenreihe mindestens in der Halbebene § absolut konver- 
giert; wir haben aber keineswegs die wirkliche Konvergenzhalbebene der Reihe 
bestimmt. 


*) Math. Ann. 50; J. f. Math. 133. 
34* 
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Graden n,n+1, +2 sind. Wir nehmen » = 2p an, indem wir nétigen- 
falls alle Koeffizienten mit z multiplizieren. Es sei demgemiB 
P, = a,27?** + a, atet*-24+...+4+a37+) (h=0,1,2); 
wir setzen a, + 0 und die Wurzeln «,, «, der charakteristischen Gleichung 
a,«* + a,a+a,=0 
voneinander verschieden voraus. Die Stelle 7 =o ist jetzt eine Unbe- 
stimmtheitsstelle vom Rang 2.*) 

Die von Poincaré**) benutzte Methode der Zuriickfiihrung der Glei- 
chung (C) auf eine Differentialgleichung héherer Ordnung mit der Un- 
bestimmtheitsstelle 2 = co vom Rang | ist fiir unseren Zweck nicht geeignet. 
Wir wenden vielmehr eine Abdnderung der Laplaceschen Transformation 
an, mit deren Hilfe bereits Birkhoff***) das asymptotische Verhalten der 
Integrale eines Systems linearer Differentialgleichungen untersucht hat. 

Die Differentialgleichung (C) wird durch zwei Reihen von der Form 


: anrt+pr € C. 
Smee (Q ++ 5t-:) 
formell befriedigt; dabei ist « eine der beiden Wurzeln «,, a, der charakte- 
ristischen Gleichung (die andere Wurzel nennen wir jetzt a’) und 


ga — SS —SH tes — 94) 


a, (2a, « + a,) 





Durch die Substitution 


pees 
y=e2 si ut) 
erhalt man die Differentialgleichung 


d*u d 
Qogn2 + WG. + Qu —0 


mit den Koeffizienten 
Q, = b,x2Pt* + bigteth-t 4... 4 Yaeth (h=0, 1, 2); 
dabei ist Q, = P,. Da eine formale Reihenentwicklung 


u=at(Q+S+34---) 


vorhanden ist, muB b, = 0, b,’= 0, also Q, vom Grad 2p sein, und es ist 


b,” 
se b, 





*) Die im folgenden benutzte Methode l48t sich auf eine lineare Differential- 
gleichung beliebiger Ordnung ibertragen, fiir welche =o eine Unbestimmtheits- 
stelle hdheren Ranges ist. 

**) Acta Math. 8. Vgl. meine Arbeit im 23. Bd. der Act. Math. 

**) Trans. Am. Math. Soc. 1909. 
+) Die Substitution y= e?* y wiirde auch ausreichen. Vgl. Birkhoff, a. a. O., 8. 457. 
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Die charakteristische Gleichung der Differentialgleichung fiir « hat die 
Wurzeln 0 und a — «. 
Setzt man 


“ = [ e(v@) + aw (2))dz, 
i 


wo / ein noch passend zu wihlender Integrationsweg ist, so ist 
= = few + 2z2v+22°2w) dz, 
i 


d*u 


at = fee + 622w + 42°%2*v + 4452? w) dz. 
i 


Durch partielle Integration erhilt man die Formel 
[ome as = e@* [ atn-ty—atm aS de one +(- 1)"- 4 
m [gar ae 
+ (—1" fe" de. 
Daraus folgt, wenn 


_dw 
[rw 0, [ee] =o 
ist, 
IE me w(z) dz — \-- 1 e* me dz, 


Diese Formel wenden wir auf 


eu [ a2™e**vde +2 [22™e"*wde, 
i 
gimtiy on af ae"'vde oa J gmt2ePtwdz 
1 i 


an und verfahren mit der ersten und zweiten Ableitung von w abhnlich 
wie mit u selbst. Wir erhalten so, wenn die fir y angegebenen Be- 
dingungen von den Funktionen v, zv,-*-,w,zw,--- erfiillt werden: 


a2 (— 1)" f ‘e[D™v + 2D"w)dz,**) 
1 
gimtly (1) f +(e Deo — De+ tw] de; 


") Unter (f(2)], wird die Differenz der Werte von /(z) am Ende und am Anfang 
des Weges 1 verstanden. 
**) Voriibergehend wird die Bezeichnung benutzt: 


pf) = £0). 
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a “ =(—1)" | e**|D"w+22D"(2v)—2 D“**(2w)| dz, 
i 


git du 


dz 


= (—1)" f e**|2 DD" w—2 D®***(2v)—22D"** (zw) | dz; 
I 


= = (—1)" { e*[2D™(ev) +62D™(ew)—4D"*¥(<40)— 42 D™*"(28w)|dz, 
i 
gent = (—1)" fe[2« D™(2v)—6 D"*!(2w)—4a2 D"*! (22v) +4 De e?w)| dz. 
: 

Wenn man unter Benutzung dieser Ausdriicke die linke Seite der 
Differentialgleichung fiir « als bestimmtes Integral darstellt und unter dem 
Integralzeichen die Koeffizienten von ¢** und ze** gleich Null setzt, 
erhalt man fiir die Funktionen v(z), w(z) die beiden der Laplaceschen 
Transformierten entsprechenden Differentialgleichungen (D): 


P Pp 
— 4 >'(— 1g” De-"+ (20) + 2-108 De-"(e0) 
r=0 vy=0 


Pp P 
+4 > (—1)"b2"- » De-*+2(22w) — > (—1)"b2"~ » De-*+*(2w) 
v=1 


P “aa 
- 2 (— 1)"bG” De-"**(2v) + 2 >| (—1)"be"- 9 De-*+*(ew) 
‘ett Party 
cus > (H1)be- 9 De - S(-1 bE”) De-*+1y 
oe a 
<f. a- 1ybe"-») Dr-*+ 267 = 0; 
v=l1 


P B 
— 4 >)(— 12” De-*+1(2%w) oa 6 > (—1ye LF" (aw) 
v=0 v=0 


? P 
— 4 >'(-1y gr De" +240) + 2> (—1)"b2"- 9 De-*(zv) 


v=1 v=1 


P P 
+ See Dew — 2 > (— 102 De-"+ (ew) 
v=0 


yor pti 
aaa 2 >)(—1) W-9 De- +1 (2%) + 6 > (—1)bE) De- + w 
v=1 v=0 


pti 


a >(- 1)"bG"-») De-*+'y =a (0. 


v=1 
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Wir schreiben die Glieder héchster Ordnung in den Gleichungen (D) an, 
indem wir beachten, dab b, = 0, b,’ = 0 ist: 


d’tty 


‘ : : a qe} - 
(2h,2+b,)z ro + (2b,.'2+b,’)2 a1 +--+, 


pti 
(2b,2 + b,)2 __ 2. 


dz? 


+ ++ a Q, 


Da auch die Koeffizienten der Ableitungen niedrigerer Ordnung ganze 
Funktionen zweiten Grades von z sind, so ist ¢= oo eine Unbestimmt- 


heitsstelle vom Rang 1. Die im Endlichen gelegenen singuliiren Stellen 
a — a 


sind die Nullstellen z=0 und z= der Funktion 2,2" + b,4, 


wihrend die charakteristische Gleichung },a* + b,a = der Differential- 
gleichung fiir « die Wurzeln 0 und o’ — a@ hat. 

Die Stelle z= 0 ist eine singulire Stelle der Bestimmtheit fir das 
System (D); denn 2D?*+'v, zD’*+'w lassen sich als lineare homogene 
Funktionen von v, Dv,---, D’v, w, Dw,---, D?w darstellen, deren Koef- 
fizienten sich in Potenzreihen von z entwickeln lassen. Wenn man in 
den Gleichungen (D) 


v=A 2’ +--::, w= Be’+-:-: 

setzt, erhilt man durch Vergleichung der Koeffizienten von 2°” die 
Gleichungen 
r(r—1)---(r—p+1)[b, +,” —2b,(r+1)|B, = 9, 
r(ir—1)--- (r—p+1)[b,”—2b, (r+1)]A,+r(r—1L) -- 

++ (r—pt1)[b," +b," —2b,'(r+1)]B, = 0, 
aus welchen sich eine determinierende Gleichung (2p + 2)" Grades mit 
den Doppelwurzeln ry = 0,1,---, —1 und den einfachen Wurzeln 


x 


1 1 o 1 
—_— == t= -—--— — 2 


"=3b 2 : 2b, 2 2 


2 


> 


ergibt. Zum letzten Wert von r gehért B,=0. Von den beiden ein- 
fachen Wurzeln ist sicher eine nicht ganzzahlig. Wenn 


4=—*-1 


keine ganze Zahl ist, hat das System (D) die Lésung 


v= ad ne, w= 2 >e,e. 
n=0 n=1 
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Vom Punkt z= 0 ziehen wir ins Unendliche eine Halbgerade, welche 
mit der reellen Achse den Winkel @ bildet und nicht durch den von 


z= verschiedenen singuliren Punkt ¢ = <—s des Systems (D) geht; 


um z=0 beschreiben wir einen kleinen Kreis, welcher die Gerade in q 
schneidet. Wir erhalten den Integrationsweg /, wenn wir die Gerade von 
co bis q, den Kreis im positiven Sinne und die Gerade riickwiirts von 
q bis co durchlaufen; zur Festlegung von z* sei am Anfang des Weges / 
arg z= gesetzt. 

Um das Verhalten von v(z), w(z) fiir z= Ré’ und groBe positive 
Werte von FR zu untersuchen, setzen wir 


d’v _d *w 


v= a? 0, 77 (vy =0,1,2,---), 
sodaB 
dv, dw, 
r Vie? 3 dz = Writ» (v=0,1,---,p—1) 


dv, 


ist, wihrend sich —-*, (v>p) als lineare homogene Funktionen von 





V9, Wo, * + 0,, Ww, darstellen, deren Koeffizienten sich in Potenzreihen von 
- entwickeln lassen. Demnach ist*) eine positive GréBe k so vorhanden, 


daB fiir alle v unter einer gewissen Zahl 


| dv | d’w , 
lae|<o"> | ae |<e 


ist, wenn z= Re” und R hinreichend groB angenommen wird. 
Der Integralausdruck fir u hat einen Sinn, wenn fiir z = Re” und 
lim R = co 
lim e*‘v=0, lime™*w=—0 


ist. Da die absoluten Betriige von e**, e*” kleiner sind als 
ek R(t) +kR F 

so sind die angegebenen Bedingungen sicher erfiillt, wenn 
Ri(ater)< —k 


ist. Auch die weiteren Bedingungen dafiir, daB der Ausdruck fir u der 
betreffenden Differentialgleichung geniigt, sind dann erfiillt. 


*) Math. Ann. 50, 8. 555—556. — Mit Hilfe der asymptotischen Darstellung der 
Integrale von (D) kénnte man ein griBeres Giiltigkeitsgebiet des Integralausdrucks fiir 
uw angeben. 
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Die Kurve R(2*e”) = —k ist eine gleichseitige Hyperbel, deren 
Asymptoten mit der reellen Achse die Winkel = — ; und = — ; bilden, 


wihrend die Hauptachse unter = _ > gegen die reelle Achse geneigt ist. 


Das Gebiet R(2?é”) < — f zerfillt 
in zwei Gebiete k, welche inner- -y g-¥ 


halb der Sektoren \ 
x @ 38a o 
Fy <eBe< TF 


bzw. 5-¥ 
ba o ix @ 
; eee Rl ek ee 


oa 





jedesmal auf der konkaven Seite des 
betreffenden Hyperbelastes liegen. 
Der Ausdruck 


1 

y=e* re feow + aw(z))dz 
° , ; P Fig. 4. 
stellt in einem innerhalb des Sektors 


= — > < arg az < = —_ + gelegenen, von einem Hyperbelast begrenzten Ge- 
biet ein Integral yn, in einem innerhalb des Sektors o = . <argr< = -<> 


gelegenen, hyperbolisch begrenzten Gebiet ein Integral x der Differential- 
gleichung (C) dar. 
§ 5. 
Integration einer Differentialgleichung vom Rang 2 vermittels 
Fakultitenreihen. 


Wie in § 2 fiihren wir an Stelle von z die neue Verinderliche ¢ ein, 
indem wir 


1 z 
z= — logt, t = 


setzen, wo x = — ye~®™ ist. Die in § 2 eingefiihrten Bezeichnungen be- 
halten wir bei.*) Die Reihen 


g(t) =v (; log t) =(1 -y 4,0 —t), 


y(t)=w (< log t) = ay RA —t)" 





*) Das friihere a ist hier durch 0 zu ersetzen. 
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konvergieren in dem Kreis & oder |¢—1 1 (abgesehen vom Mittelpunkt 
t= 1), wenn y so groB gewihlt wird, dab die singuliire Stelle z= a’ — « 
der Funktionen v(z), w(z) auberhalb des Gebietes G oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, der Punkt 3 = ye~‘’(a@’ — a) auBerhalb des Gebietes © der 
j-Ebene liegt. 

Wie in § 2 erkennt man, daf die Ordnung der Funktionen p(t), ¥(é) 


auf dem Kreis ¢—1|—1 héchstens gleich g = . +1 ist. Es ist also, wenn 
; 7 


~~ — .)) F _ stn " a | __ f\+tn 
g(t) >14,.0 tit, p(t) > |B. t) 
a=0 az 
gesetzt und g’ > g angenommen wird, 
lim t” p(t) = 0, lim (¢)” w(t) = 0. 
t=+0 t=+0 


Nach § 3 gelten die Reihenentwicklungen 


: in tor r(é) . (A+1)-+-(A+n) 
Joe OO TD rea ae aH) EAE H 


eee wn ah (A 1)--- (An) 
Jvoe ao r(—a) rebate eHi+1) OLEH 


sicher dann, wenn der reelle Teil von & gréBer als g ist. Demnach ist 


1 2 x ° 
lita Joee +x w(2)) dz 
i 


1 : axr+fr > = —1 
—~e fgotzvoe dt 
iy 


3 r (=) 
imd 
pea = ax+fx wx 


2aie 


"“aCo° > = +141) 
; | A y A+Beu G+1)-::O+s) | 
“| Te! os?  saai)(P 44s) 


mindestens in dem Gebiet i (=) >g oder R(a*?d") << — yg =—k-y, 
welches in die beiden hyperbolisch begrenzten Gebiete und §’ zerfillt, 
die den Sektoren 


© S 3a @ 5a w ix 3) 
75 <MBt< 7 - FZ bzw. —— ey <age< i —Z 


angehéren. 
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Es gilt also der Satz: 
Das Integral y der Differentialgleichung (C) wird im Gebiet $, das 
Integral x im Gebiet S' durch die konvergente Fakultétenreihe 
2°) 
. : amt+ fx r(é ) 
Const. e* =? 
r ( 2 +4+ 1) 
><} Ay + (4, + Be) =, 079-04 | 
n=l (SP 4+a+1)--(S+a+n)| 


dargestellt, wo der absolute Betray y von x = — ye-*” hinreichend groB zu 
wiihlen ist.*) 

Wir kénnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit die beiden Wurzeln 
@,, % der charakteristischen Gleichung der Differentialgleichung (C) reell 
und «, >, annehmen. Fiir « = «, ist —a2<@< 2; die Gesamtheit der 
zu diesen Werten von @ gehérigen Gebiete = ),, und = §/ werde 


w 


mit ©, bzw. &,’ bezeichnet; €, liegt in dem 


Sektor — 7 <arga< <= , &,' in dem Sektor 


= <arg2r< *; wir haben ein im Gebiet 
€, dargestelltes Integral y, und ein im Gebiet 
€,’ dargestelltes Integral y,’. Fiir « = a, ist 
0 << 22; wir haben die Gebiete ©, und 
&,’, welche sich aus den zu den angegebenen 
Werten von @ gehdrenden Gebieten § = §,, 
baw. $' = $i, zusammensetzen; €, gehért 


dem Sektor — = <argz< =, €,’ dem 





Sektor + <arga2< : = an; das Integral y, wird durch die obige Formel 


im Gebiet €,, das Integral »,’ im Gebiet ©,’ dargestellt. Friiher hat sich 
ergeben**), daB die Normalreihe 


1 
. > + fe 
S, = @° 


ro Y Cy C1: 

ats (C, + -- oo = +--+) 

das Integral », asymptotisch darstellt, wenn « im Gebiet €,, das Integral 
y,, wenn x im Gebiet ©,’ ins Unendliche geht, und daB das Integral », 
im Gebiet €,, das Integral y," im Gebiet ©,’ durch die Normalreihe 


*) Wir haben nur nachgewiesen, daS die Fakultitenreihe mindestens in den 
Gebieten § und §' konvergiert, ohne das wirkliche Konvergenzgebiet zu bestimmen. 
™) Acta Math. 23; J. f. Math. 133. 
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. @, 2° + yx 
S, =e? 


ats (C, + Sa + os - ‘ 


asymptotisch dargestellt wird.*) 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: 

Das Integral 4; (i=1,2) der Differentialgleichung (C) wird in jedem 
dem Gebiet €, angehirenden Gebiet $, das Integral »; (i=1, 2) in jedem 
dem Gebiet © angehirenden Gebiet S durch eine konvergente Fakultiiten- 
rethe dargestellt. Die Normalreihe 8, (i=1,2) stellt, wenn die Veréinder- 
liche ins Unendliche geht, im Gebiet ©, die Funktion y,, im Gebiet €; die 
Funktion 4; asymptotisch dar. 


*) In Fig. 5 sind die Sektoren dargestellt, in welchen die Giiltigkeitsgebiete 
€,, €; der Integrale n;, 7; (i= 1,2) liegen 
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Uber die Integrabilitatsbedingungen beim Bestehen von 
Nebenbedingungen. 


Von 


Oskar Bouza in Freiburg i. B. 


Die Frage nach den Integrabilititsbedingungen fiir den Differential- 
ausdruck 


(1) P(H, yy °° *s Yq) dx +>) Q(z, Yar Un) AY, 


ist gleichbedeutend mit der Frage nach den Bedingungen, unter welchen 
der Wert des Integrals 


(2) r-f 


vom Integrationsweg unabhingig ist. 

In dieser letzteren Form gehért die Aufgabe in das Gebiet der 
Variationsrechnung, und die Variationsrechnung ist es auch, welche die 
folgende Verallgemeinerung der Aufgabe nahe legt, die den Gegenstand 
der folgenden Untersuchung bildet: 

Die Bedingungen zu finden, unter welchen das Integral (2) vom Inte- 
grationsweg unabhiingig ist fiir alle dieselben Endpunkte verbindenden, 
ganz in einem gewissen Bereich gelegenen Kurven, welche auBerdem noch 
einer Anzahl m <n von Nebenbedingungen in der Form von Differential- 
gleichungen geniigen: 





n ; ; d ; 
P(a, Yir** "> Yn) + Qa Yiy**%*y Yn) Yi dx (y, “in 2) 
i=1 


(3) P3(2; Yio" * 9 Yn» %; ime Y,) = 0 
(6 =1,2,---,m). 


Das Resultat wird folgendes sein: 
Wenn n>2m, so sind, von gewissen Ausnahmefillen abgesehen, die 
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Integrabilitétshedingungen dieselben wie beim Problem ohne Nebenbedingungen, 
ndmlich 
(4) OP 9% 9% _ 2% 
Oy O27 Oy OY,’ 
(i, k=1,2,---,n). 


Damit soll nicht gesagt sein, da® der Satz fiir » < 2m nicht mehr 
gilt, aber in diesem Fall versagt das benutzte Beweisverfahren. 

Die hier behandelte Frage ist von Wichtigkeit fiir die Theorie des 
Hilbertschen Unabhingigkeitssatzes*) fiir das Lagrangesche Variations- 
problem. Man pflegt bei demselben die Bedingungen zu untersuchen, 
unter welchen der Wert des ,,Hilbertschen Integrals‘ vom Weg unab- 
hingig ist fiir alle dieselben beiden Punkte eines Extremalenfeldes ver- 
bindenden Kurven, welche ganz im Felde verlaufen. Dagegen ist fiir die 
Anwendung des Unabhiingigkeitssatzes zur Aufstellung des Weierstrab- 
schen Fundamentalsatzes nur erforderlich, daB das Hilbertsche Integral 
fiir diejenigen unter den oben genannten Kurven vom Wege unabhiingig 
ist, welche den Nebenbedingungen des gegebenen Lagrangeschen Problems 
geniigen. 

Diese Dissonanz, auf welche kiirzlich Herr Radon**) aufmerksam ge- 
macht hat, findet, wenigstens fiir den Fall m > 2m und abgesehen von 
den erwihnten Ausnahmefillen, ihre Auflésung in dem hier bewiesenen Satz. 


§ 1. 
Die zugehérigen Lagrangeschen Differentialgleichungen. 


Zur Vereinfachung der Schreibweise verabreden wir, daB die Indizes 
i,j, & stets die Werte 1, 2,---, durchlaufen; die Indizes a, 8 die Werte 
1,2,---,m; die Indizes r,s die Werte 1,2,---,2—m, sodaB also z. B. 
eine mit dem Index k versehene Gleichung stets ein System von » Glei- 


chungen reprisentiert, wihrend Y’stets fiir >'steht. Ferner schreiben wir 
zt 


pol 


*) Vgl. Bolza, ,,Vorlesungen iiber Variationsrechnung“ (Leipzig 1909), im folgen- 
den mit ,,Vorlesungen“ zitiert, § 78 und die dort angegebene Literatur, zu welcher 
noch hinzuzufiigen irt: Habn, ,,ber den Zusammenhang zwischen den Theorien der 
zweiten Variation und der WeierstraBschen Theorie der Variationsrechnung“, Rend. 
Cir. Mat. Palermo 29 (1910), 8. 49 und Bolza, ,,ber den Hilbertschen Unabhingig- 
keitsatz beim Lagrangeschen Variationsproblem“, ibid. 31 (1911), 8. 257. 


4 
**) ,Uber das Minimum des Integrals J & (w, y, 9,x)ds*, Wien. Ak. Ber. 119 
So 


(1910), Abt. Ila, S. 1258. 
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(a, ¥, y) statt (2, 99° ° Yas %' had Y,)> 


und analog 
(x,y, y',y) statt (2, Yy)°° Yar Woes Yn» Wy °*% y,), 


usw. 


Wir setzen voraus, daB die Funktionen p, dreimal stetig differentiier- 
bar sind in einem Bereich Z des 2, y,,---,¥,, ¥,,°*+ y,-Raumes, die 
Funktionen P und Q zweimal stetig differentiierbar in der Projektion S 
von & in den z, y,,---, y,-Raum. 

Wir verstehen unter einer ,,zuldssigen Kurve“ eine Kurve*) © im 
ZL, Yi»***, Y¥,-Raum, welche folgende Eigenschaften hat: 

a) Sie ist darstellbar in der Form 
G: ¥,= ¥,(2), tL My, 
wobei die Funktionen y;(z) eindeutig und zweimal stetig differentiierbar 


sind in dem zum Kurvenbogen gehérigen Intervall [2, x,].**) 

b) Die Kurve 
C: Y%=Y(2), H=Y(), MWlrS, 
iM 245° °*s Yas Ur>** > Y,-Raum liegt im Innern des Bereiches Tf. 

c) Die Kurve © geniigt den m Differentialgleichungen 

Py (x, y@), y'(x)) = 0. 

Nach diesen Verabredungen priizisieren wir unsere Aufgabe des niheren 
dahin: 

Die Bedingungen dafiir aufzustellen, dap das Integral 


J=f{ P(x, Yio" * Yn) +> Q;(2, Pas *%s YY; dx 


denselben Wert besitet fiir je zwei zuliissige Kurven mit denselben Endpunkten. 
Wir nehmen an, das Integral J habe diese Eigenschaft, die wir kurz 
als ,,Invarianz“ bezeichnen. Ist dann © irgend eine zuliissige Kurve, und 


© eine zweite mit denselben Endpunkten, so ist 


Je ed Is; 
also a fortiori ” 
Jer>Ie: 


Die Kurve © liefert also im Sinn der Variationsrechnung ein (allerdings 
»uneigentliches“***)) Minimum fiir das Integral J in Beziehung auf die 


*) Im Sinn von Kurvenbogen. 
**) Statt dessen werden wir in der Folge kiirzer sagen, die Kurve © sei von 
der Klasse C’’; analog definieren wir Kurven der Klasse C’’, CY, usw. 
***) Vgl. ,,Vorlesungen“, 8. 18; auch fiir das uneigentliche Extremum miissen die 
Euler-Lagrangeschen Differentialgleichungen erfiillt sein. 
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Gesamtheit der zulissigen Kurven mit denselben Endpunkten wie ©. Die 
Kurve © muB also die erste notwendige Bedingung fiir ein Minimum des 
Integrals J mit den Nebenbedingungen (3) erfiillen. Dies fiihrt nach den 
Regeln der Variationsrechnung zu dem folgenden Resultat: 

Wenn das Integral (2) in dem angegebenen Sinn die Eigenschaft der 
Invariana besitzt, so lassen sich jeder zuliissigen Kurve © eine Konstante*) 
l,=0O oder 1 und m in [x,2,| stetig differentiierbare Multiplikatoren 
4,(x), -++,4,,(@) 2uordnen, derart daB in [x, x] 


(5) lt + >'ak(2) + 0, 
2 

(3) 9, =, 

(6) oF d oF 


dy, dz dy’ 


F=1(P+ SQ) + D'ayegp- 
i e 


Die Ausfiihrung der angedeuteten Differentiationen ergibt fiir die 
Differentialgleichungen (6) die ausgerechnete Form 


wo 


(7) nL, + >) Gar dy— > 9924; = 0, 
B 8 
wobei 
OP 2 1 (0% OQ 
in “5 ~ Fa + Dy (oy oy) 
G an, d 0%, 
“ok Oy, da Oy’ 
0%, 
Pir = oy, 


Unser Beweis des im Eingang ausgesprochenen Satzes wird nun darin 
bestehen, da8 wir zeigen, daB im Fall » S 2m hieraus im allgemeinen folgt 
ly =1, A, (x) =0,:--, 4,,(2) = 0, 

also 
L,=09, 


woraus sich dann, wieder im allgemeinen, die Integrabilititsbedingungen 
(4) ergeben. 


*) Wegen der Konstanten |, vgl. ,,Vorlesungen", S. 560. 
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§ 2. 
Ein Hilfssatz. 


Dazu bediirfen wir zuniichst eines Hilfssatzes. Neben den Differential- 
gleichungen (3) muB jede zuliissige Kurve auch den daraus durch Dif- 
ferentiation hervorgehenden Differentialgleichungen 


19, ” (1) 
dx =D) 9:4, +O, =0 


geniigen, wobei 0) nur von (,y,y') abhiingt, oder, wie wir sagen wollen, 
eine ,,GriBe ovter’ Ordnung* ist; ebenso, falls die Kurve von der Klasse 
Cc” ist, den Difforentinigleichungen 

d* 
ae = 2 PM, +O? =0, 


wo 0, eine ,,Grdfe zweiter Ordnung“ ist, d. h. nur von (q, y, y’, y”) ab- 
hangt usw. 

Wir beweisen jetzt den folgenden 

Hilfssatz: Ist 


(8) (ay, y, y’) 

ein Wertsystem im Inneren des Bereiches XZ, welches den m Gleichungen 
(9) Ps (a, v, y’') =0 

und der Ungleichung*) 

(10) sido +0 


geniigt, und geniigt ferner das Wertsystem (y”, y”,---, 4°”) mit dem Wert 
system (8) susammen den m(p—1) Gleichungen 


dg, d*9, PGs 
(11) (zi )- °, (ae )- cin (5%), i tla 


so gibt es stets zuldssige Kurven der Klasse C'), welche die Anfangsbe- 
dingungen 

' 90 ay,(x) | 9, a? y, (a) |*° 

(12) Y;(%o) = Yis mM as ui, a ae onl y” 

opin. 


*) Wenn eine der Funktionen Ps die Variabeln y; nicht enthilt, so ist es un- 


miglich, den Ungleichungen (10) zu geniigen; dieser Fall ist also von der Betrachtung 
ausgeschlossen. 
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Dabei bedeutet der untere Index 0, daB das Wertsystem 
(a, y; y’, ae y”) 


(%, y; v; eth y) 
zu ersetzen ist, und die Ungleichung (10) soll ausdriicken, daB mindestens 
eine Determinante m“" Grades der Matrix 


(Pio ? (B=1, 2,---,m; i=l, 2,-- ym) 


durch 


von Null verschieden ist. 
Die Funktionen y,; sind hierbej als p-mal stetig differentiierbar voraus- 
zusetzen. 
Zum Beweise sei z. B. die Determinante 


(13) l(Peadol + 9; 
dann wihlen wir fiir die » — m Funktionen y,,,, irgend welche den An- 
fangsbedingungen 

0 dy, ra) |*° 0, PY, r (2) he 0(p) 

Yn + r(%o) =VJatrr - ne ~wpens ** > — | on cae 
geniigende, in der Umgebung von 2, p-mal stetig differentiierbare Funk- 
tionen und setzen diese Funktionen an Stelle der y,,,. in die m Dif- 
cca 


(14) ———s f= Donel” + ?* =0 


ein. Das so erhaltene System von m Differentialgleichungen mit den m 
unbekannten Funktionen y,,---,y,, kénnen wir dann wegen der Voraus- 
setzung (13) mit den Anfangsbedingungen 


} 
| 
i 


dy,(2) | ay, (2) |* 


0 Op — 
Ya(Xp) = Ya) dx = Ya gisens da? } i ° 


integrieren. Aus der Voraussetzung 
qe-} 
(C0 
dz?~* }o 


folgt dann wegen (13), daB die erhaltene Lésung iiberdies noch der 
weiteren Anfangsbedingung 


geniigt. Durch Integration von (14) folgt jetzt, dab das so erhaltene 
Funktionensystem y,(z) den n Gleichungen 


-2 
ad? Px 
dz?-? — pp—2 
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geniigt, wobei die GréBen C,,_, Integrationskonstanten sind, die sich nach 
(11) simtlich gleich Null ergeben. 


Durch Wiederholung dieses Schlusses kommt man zuletzt zu dem 
Resultat, daB 


P;= 0. 

Da iiberdies der Punkt (x, ¥, ¥’) im Inneren des Bereiches Z voraus- 
gesetzt ist, so stellt das Funktionensystem y,(xz), wenigstens in einer ge- 
gewissen Umgebung der Stelle 2 in der Tat eine zulissige Kurve dar, 
welche den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen (13) geniigt. 

Eine solche Kurve nennen wir eine zu den Anfangswerten 


(x, y, y’, oe y) 
gehorige zulissige Kurve. 
§ 3. 
Beweis des Hauptsatzes. 


Wir schreiben jetzt die Gleichungen (7) an fiir k=1,2,---,m,m+r 
und eliminieren aus diesen m+ 1 Gleichungen die GréBen 4;,---, dn 
Definieren wir die Determinanten A, A’ durch die Identitat 


im+r? Pisme+r? '**s Pramer 


Uu Qp eee Pp } 

1? ll ? ? m,1 — r 

: ; soul = At 4, + > Motes 
. a 


Un 9; me Pnm 


| u 
| 
} 


und setzen 

A, =AlL,,, + >A: L,, 

(15) ‘ 
B,, =A Gs,m+r + >a G54 


so lautet das Resultat der Elimination 
(16) LA, + Ba +++ + B,,4, =. 


Im Fall der Invarianz des Integrals J miissen also auch diese n—m 


Gleichungen von jeder zulissigen Kurve mit ihren zugehdrigen Multipli- 
katoren erfiillt sein. 


Wir setzen ausdriicklich voraus, daB 
nS2m, 
sodaB in (16) die Zahl der Gleichungen nicht kleiner ist als die Zahl der 
Funktionen 2,. 


35* 
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Es sei jetzt wie in § 2 (2,, y , ¥') ein Wertsystem im Innern des 
Bereiches £, welches den m Gleichungen (9) und der Ungleichung (10) 
geniigt; es sei z. B. wieder (13) erfiillt. Wenn wir dann der Ungleichung 
(10) noch eine gewisse weitere Ungleichung 
(17) Ra, 9, ¥') +0, 
die wir weiter unten niaher betrachten werden, hinzufiigen, so ist es 
méglich, » Werte y," so zu wihlen, daB sie den m Gleichungen 


dg ” 
(18) (Z22) =D pdo4” + (02) = 0 
‘ 
und gleichzeitig der Ungleichung 
(19) IB, aol + 0 


geniigen, welche wieder bedeuten soll, daB mindestens eine Determinante 
n*" Grades der Matrix von Null verschieden ist. 

Zu einem diesen Bedingungen geniigenden System von Anfangswerten 
gibt es dann nach § 2 unendlich viele zugehérige zuliissige Kurven. Wir 
zeigen zunichst: Fiir alle diese zuldssigen Kurven ist l,= 1, und die Multi- 
plikatoren und ihre ersten Ableitungen haben fiir alle dieselben Anfangswerte 
As(%o), 13 (%q). 

Denn ist © irgend eine dieser Kurven und von der Klasse C”, so 
gelten fiir sie und ihre Multiplikatoren 1, die Gleichungen (16). Gleich- 
zeitig folgt aus (19) und der Stetigkeit der Funktionen B,,, daB in einer 
gewissen Umgebung [z,2,] von 2, auch 

|| B, || + ©. 
Wire daher 1,0, so wiirde aus den Gleichungen (16) folgen, daB 
siimtliche Multiplikatoren 4,(7) in [2,2,] identisch verschwinden, was 
wegen (5) nicht méglich ist; es ist also l,+ 0, und somit 
(20) ,=—1. 

Ist ferner © eine zweite zu denselben Anfangswerten (z,, 9,9") 
gehérige zulissige Kurve der Klasse C’”’, und unterscheiden wir die auf 
€ beziiglichen GréBen durch Uberstreichen von den auf © beziiglichen, 
so ist auch fiir diese Kurve7, = 1, und weiter ist, da die GréBen A,, B,; 
in der in § 2 eingefiihrten Terminologie von nicht héherer als der zweiten 
Ordnung sind, 

(21) (A,)o = (A,)o, (B, so axe (B,s)o- 
Subtrahieren wir daher die beiden auf die Kurven © und © beziiglichen 
Gleichungen (16) voneinander, nachdem wir in ihnen 2 = 2, gesetzt haben, 


so folgt 
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Za (B, ao [2, (%) — 4, (a)] =0 
p 

und daher wegen (19) 

(22) 1, (29) - 45 (29) . 


Schreiben wir endlich die beiden auf die Kurven © und © beziig- 
lichen Gleichungen (7) an und setzen darin x = 2, 80 ist 


(Li)o= (Lido, (G sao - (Gado ’ (Ps do™ (Prado 
woraus mit Riicksicht auf (20) und (22) folgt 


.) Pu , 
Di (Gerdoli (20) — %4()] = 0, 
also wegen (13) . 
(23) hs (%) = 43 (2)o. 
Wir haben jetzt noch die Ableitung der Ungleichung (17) nachzu- 
tragen. Angenommen, es wiire bei festgehaltenem (z,, y,y) 


I B,s)oll = 0 
(d. h. alle Determinanten m‘*” Grades dieser Matrix wiren gleich Null) fir 


alle Wertsysteme y,”, welche den m Gleichungen (18) geniigen. Aus der 
Definition (15) der GréBen B,, folgt, daB wir schreiben kénnen 


(24) = "2 C449’ + BY; 
dabei ist 
a P 3 a 3 
Cea6= tage + De oy, |, 


und die BY sind, ebenso wie die C,,,, GréBen erster Ordnung. 


Wir greifen jetzt irgend eine der Determinanten m” Grades der Matrix 


(25) \| (B 30 | | 


heraus. Dieselbe ist eine ganze Funktion m*™ Grades der GréBen y,”, 
die wir mit 

D'(y,”, es y,”) 
bezeichnen. Wir lésen dann die m Gleichungen (18) nach y,”,---, 9,” auf 
und setzen die erhaltenen Werte in D” ein. Das Resultat ist eine ganze 
Funktion m" Grades der GréBen es meey u,, die nunmehr identisch 
fiir alle Werte dieser GréBen verschwinden muB. Es muB also insbeson- 


dere auch das Aggregat der Glieder m** Dimension in dieser ganzen 
Funktion, das wir mit 


E'(y" 4. sia y,) 
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bezeichnen, identisch verschwinden, d. h. es miissen die Koeffizienten von 
E” einzeln verschwinden, was wir schreiben 
Ej=0, E;=0, ---, Ej, =0. 


Dies fihren wir fiir simtliche Determinanten m‘* Grades der Matrix (25) 
aus und setzen dann 


RH) Hs ¥) = >) (Bt) + (ES) + Bey}: 
Dann ist . 
R(ap, 9, 7’) = 0 
eine notwendige Bedingung dafiir, daB die siaimtlichen Determinanten 
m‘*" Grades der Matrix (25) fiir alle den Gleichungen (18) geniigenden 
Wertsysteme ¥,” verschwinden. Wenn also*) 


(17) R(x, 9, 9") + 9, 
so kénnen wir die ,” so wihlen, daB gleichzeitig die Gleichungen (18) 
und die Ungleichung (19) erfiillt sind. 


Hieran kniipfen wir noch folgende Bemerkung, von der wir weiter 
unten Gebrauch zu machen haben werden: 


Die oben mit EF” bezeichnete Funktion kann man auch folgender- 
maBen berechnen: Nach (24) erhilt man das Aggregat der Glieder héchster 
Dimension der Determinante D’, indem man jedes Element (B,,)) der 


Determinante durch 
2 (Caio! ye 


ersetzt. In der so erhaltenon homogenen Funktion m” Grades der ¥,” 
ersetze man dann 4,”,---, y,” durch die aus der Auflésung der m homo- 
genen linearen Gleichung 
Ow 
> Ppdoi = 


erhaltenen homogenen linearen Funktionen von ¥,””, ,, ---, y.”. Das Resultat 
ist die Funktion EZ’. 


Daraus’ folgt zugleich, dab 


R(@, 9,9) = 
die notwendign und hinreichende a dafiir ist, daB 





*) Sobald eine der Funktionen », in den Grifen y/ linear ist, so sind fiir den 
betreffenden Wert von f simtliche GréSen c rpil, => also ist denn stets 


R (x, ¥ ¥,¥ y’) os 0; 
auch dieser Fall ist also von der Betrachtung ausgeschlossen. 
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> C, sido ml 


fiir alle den m Gleichungen 
(26) Za (Psido 4, = 0 


geniigenden Wertsysteme y,, 7, ---, 7 
Ist daher 


0+) 


R(z,y ¥,y¥) +9, 
so kann man m GréBen 7,, y,,---+, 4, 80 Wahlen, daB sie den m Glei- 
chungen (26) gentigen und gleichzeitig der Ungleichung 


(27) D> Coser + 0. 


Wir zeigen jetzt weiter: Unter denselben Voraussetzungen iiber das 
System von Anfangswerten 
(a, 9, 9, 9”) 
ist fiir jede zugehirige zuldssige Kurve 
(28) A(X) = 0, Ag(%) = 0, -- +, Ag (%) = 0 
Denn durch Differentiation von (16) folgt, daB die oben mit © bezeichnete 
Kurve mit ihren Multiplikatoren auch den » — m Differentialgleichungen 


A. +28 rot 2 Bia =0 


geniigen muB und ebenso die Kurve g den entsprechenden Differential- 
gleichungen 
A, +> B., i, +> 5, Ay= 0 
p p 


Wir setzen in beiden x = 2, und subtrahieren die erste von der zweiten. 
Beachten wir dabei, daB 

(Ary = (Ar)o 
da die Funktionen A; GréSen zweiter Ordnung sind, so erhalten wir mit 
Riicksicht auf (21), (22) und (23) 


(29) > (Bi do— (Bisel apa) = 0 
Nun ist aber nach (24) 


B= a Chait + BY ’ 


‘ 


wo die BY GréBen zweiter Ordnung sind. Ebenso ist 


> sei “ Bo 
B;,= Cras Y; . 
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Setzen wir jetzt z= x,, so wird 


(C,do= (C,ado» (BY o~ (BY 0° 
Wenn wir also 
I; (%) — 9; (%o) = 1% 

setzen, so geht (29) iiber in 
(30) D3 [> (C, sso "| 4 s(%q) = 0. 

Bp i 

Nun kénnen wir aber, nachdem die Kurve © gewiahlt ist, immer noch 

die Kurve € so wihlen, dab 


(27) > Crade "| + 0. 


Denn zuniichst kénnen wir, wie oben gezeigt wurde, wegen der Voraus- 
setzung (17) » GréBen y, so wiihlen, daB sie den Gleichungen (26) und 
der Ungleichung (27) geniigen. Sodann kénnen wir nach dem Hilfssatz 
von § 2 die Kurve © so wihlen, dab + 

9,” (Xo) = 9," (Me) + % 
wird, da ja aus den von der Kurve € erfiillten Gleichungen 


(32), = 2 (Psido yj; (%) + (o%”), =0 


zusammen mit (26) folgt, daB auch 
a9 = 
(s),= 2 (Psio¥i (%) + (02) =0 


Ist aber die Kurve © so gewihlt, daB (27) erfillt ist, so folgen die zu 
beweisenden Gleichungen (28) unmittelbar aus (30). 

Weiter folgt jetzt leicht: Die Funktionen i,(x) verschwinden nicht nur 
im Punkt 2, sondern sie sind identisch gleich Null in einer gewissen Um- 
gebung dieser Stelle. 

Denn nach den gemachten Stetigkeitsannahmen folgt aus den Un- 


gleichungen (10) und (19), daB auch in einer gewissen Umgebung der 
Stelle z, entlang der Kurve © 


lpecll #9, || Bell +0. 
Ist daher x, ein Wert von x in hinreichender Niihe von z,, so geniigt 
das Wertsystem 


(71, ye), ¥ @), y" @)) 
denselben Bedingungen, die wir oben von dem Wertsystem 


(xp, vy; y, y’) 
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als erfiillt vorausgesetzt haben. Es folgt also genau in derselben Weise 
wie dort, daB auch 


A, (2) = 0, 4,(@,) = 0, ---, 4,,(,) = 0, 
womit die Behauptung bewiesen ist. 

Aus dem identischen Verschwinden der Funktionen 1, in einer ge- 
wissen Umgebung der Stelle 2, folgt aber weiter, daB in derselben Um- 
gebung auch die Ableitungen i identisch verschwinden. 

Jetzt zeigen aber die Gleichungen (7), da 1, = 1, dab 

L,=0 
in derselben Umgebung von 2, insbesondere also im Punkt 2, selbst, 
d. h. es miissen die n Gleichungen 


; @P 2 0,/0Q 2a 
(31) Gy. de)et aii (5, — aude 9 
erfiillt sein. 

Um hieraus weitere Folgerungen zu ziehen, ersetzen wir unter Fest- 
haltung von 2, und y, das Wertsystem y,’ durch ein benachbartes y,’ + hi, 
und erhalten dann durch Anwendung des letzten Resultates auf das Wert- 
system 

(a, ¥,¥ +h) 
und Subtraktion das Resultat: Jedes hinreichend kleine Wertsystem der h, 
welches den m Gleichungen 





(32) P3(Lo, ys y’ + h) =0 

geniigt, yeniigt im Fall der Invarianz des Integrals J auch den n Gleichungen 
‘ 00: _ 9Q\ » _ 

(33) e (; Yi Ou ), h . 


L 


Wir wollen zuniichst den Fall m= 1 betrachten, wo wir also nur 
eine einzige Gleichung 


(34) G(x, ¥, ¥ +h) =O 
haben, und wo die Voraussetzung (13) iibergeht in 
o” 
(Gy), + 0 
Hier kénnen wir h,, h,,---, h, willkirlich wihlen und alsdann h, nach 


dem Dinischen Satz tiber implizite Funktionen aus (34) bestimmen; da aber 
die erste der Gleichungen (33) h, tiberhaupt nicht enthilt, so folgt hieraus 


Gs — ay) 


Auf Grund dieser Gleichungen fillt jetzt aber auch aus den folgenden 
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nm —1 Gleichungen (33) hk, ganz heraus, und es folgt daher wegen der 
Willkirlichkeit der GréBen h,,---, h,, daB allgemein 


(22 > 5) =0, 
0 


CH% OY 

woraus dann schlieBlich wegen (31) folgt, dab auch 
(-%2),-0 
OY; ex 0 ; 


Im Fall m = 1 folgt also aus den Gleichungen (31) ausnahmslos, dab 
die gewéhnlichen Integrabilititsbedingungen (4) im Punkt 2, ¥,,---, Y, 
erfiillt sein miissen. 

Fiir m > 1 gilt dasselbe zwar auch noch ,im allgemeinen“, es sind 
aber gewisse Ausnahmefille denkbar. Die Gleichungen (32) stellen naim- 
lich in diesem Fall eine unter Beriicksichtigung von (10) ( — m)-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit Yt im Gebiet der Variabeln h,, ---, h, dar. Sind 
jetzt nicht simtliche Differenzen 

(¢ Vi 5) 

OV: éyi/o 
gleich Null, so mége q der Rang der aus diesen n? GriBen gebildeten 
Determinante sein. Dann stellen die Gleichungen (33) eine lineare (n — q)- 
dimensionale Mannigfaltigkeit 2 im Gebiet derselben Variabeln h,, ---,h, 
dar, und im Fall der Invarianz des Integrals J mu die Mannigfaltig- 
keit 2% ganz in dieser linearen Mannigfaltigkeit enthalten sein. Das ist 
iiberhaupt nur méglich, wenn g <= m, und auch dann nur in Ausnahme- 
fallen, welche im allgemeinen bereits durch die Voraussetzung (17) aus- 
geschlossen sind. Denn wenn Yt in & enthalten ist, wird man im all- 
gemeinen eine Anzahl der Gleichungen (3) durch in den y, lineare Glei- 
chungen ersetzen kénnen, es wird also stets R(x), ¥,4)=0 sein.*) 

Hiermit sind wir aber zu folgendem, bereits im Eingang kurz er- 


wahnten SchluBergebuis gekommen: 
Soll das Integral 


. . +) 
J=f | P(x, M»°* "> Yn) +> Q(z, Mis IV) % J dz 


denselben Wert besitzen fiir je zwei dieselben Endpunkte verbindende, ganz 
in einem Bereich S gelegene Kurven der Klasse C’, welche den m Diffe- 
rentialgleichungen 
(3) Pp (Ly iy °° *y Yas %',°°*s¥,) =0 
geniigen, so miissen, wenn 

n>S2m, 


*) Vgl. S. 542, FuBnote. 
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im allgemeinen die Gripen P, Q;, in S denselben Iniegrabilitiitsbedingungen 
(4) 6P _0Q 0Q; _ O&% 


dy, On’ Oy by 
geniigen, wie wenn die Nebenbedingungen (3) gar nicht vorhanden wiiren. 
Eine Ausnahme kann nur stattfinden fiir solche Wertsysteme 2, YJ, ---, Y,, 
denen sich kein Wertsystem W's mesy y, derart zuordnen liBt, daB die Un- 
gleichungen (10) und (17) befriedigt sind, ferner fiir solche Wertsysteme 


Ze; ths ray Yes fiir welche das durch die m Gleichungen 


0 0 , , 
3 (Xo; Yir** "2 Yn W's u,) =0 
im Raum der Variabeln y,’,---, y; definierte Gebilde in einer linearen 
Mannigfaltigkeit von wenigstens » — m Dimensionen gelegen ist. 
Diese Ausnahmefiille treten stets ein, sobuld eine der Funktionen p, die 
Variabeln y,',---, y, entweder gar nicht oder nur linear*) enthiilt. 
Uber die erwihnten Ausnahmefiille, sowie iiber den Fall n<2m 
geben unsere Entwicklungen keinen AufschluB. 


Freiburg i. B., den 7. Mai 1911. 


*) Ein Beispiel eines solchen Ausnahmefalles, in welchem die Nebenbedingungen 
linear sind, habe ich in der Note ,,Uber den Hilbertschen Unabhingigkeitssatz, zweite 
Mitteilung* (Rend. Cire. Mat. Palermo 32 (1911), 8. 111) behandelt. 
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Uber die Nullstellen der Zetafunktion. 
Von 


Epmunp Lanpau in Géttingen. 


Einleitung. 


Herr von Mangoldt*) hat als erster bewiesen: 
Die iiber alle nicht reellen Nullstellen 9 = y + Bi der Riemannschen 
Zetafunktion erstreckte Summe**) 


(1) >t 
¢ 
wo die 9 nach wachsendem |B geordnet sind, konvergiert fiir alle x > 0. 
Ferner konstatierte Herr von Mangoldt***), daB die Summe der 
Reihe (1) fiir «= 1 keinen endlichen Limes von rechts oder links hat 
und fiir jedes 2, das eine Primzahlpotenz p™ (m>1) oder eine reziproke 
Primzahlpotenz ist, sowohl nack links unstetig als auch nach rechts un- 
stetig ist. Dadurch hatte er bewiesen: 
In jedem Intervall 4,< 4<2,, wo O< 4%, <a, ist und mindestens 


eine der Zahlen 1, p”, = dem Intervall (eventuell nur an den Enden) an- 
gehort, ist die Konvergenz der Reihe (1) ungleichmdfig. 


*) Vgl. § 87 und § 89 meines Handbuches der Lehre von der Verteilung der 
Primzahlen [Leipzig und Berlin, 1909]. 
**) 2° bedeutet ®* bei reellem Logarithmus. 
***) Vgl. § 89 des Handbuchs. Das genannte Verhalten fiir 241 von links 


und fiir «= rs von dem ich dort nicht explizit spreche, ergibt sich unmittelbar 


aus dem iibrigen mit Hilfe der in der FuBnote zu 8S. 365 angegebenen Identitiit, weil 
1 
—— konvergiert. 
2 leo 
e 
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Nun bewies ich*) die Umkehrung, nimlich: 
Wenn 0<a%< <2, ist und das Intervall x, <x <x, von 1, den p™ 
und den * frei ist, so ist die Reihe (1) in diesem Interval gleichmipig 
konvergent. 


Diesen bekannten Dingen kann ich jetzt wichtige neue Tatsachen hinzu- 
fiigen. Dieselben beziehen sich bei positivem x auf die drei Reihen 


(2) 5 (0<v<1), 


@ @ 
(3) zs (0<v<1) 
a> 
und 
(4) es 5 (O<vS1), 
p<0 


wo 9” den Wert der fiir s > 0 positiven analytischen Funktion s” bei Fort- 
setzung in der von 0 bis — co aufgeschnittenen Ebene bedeutet**) und 
jede der drei Reihen nach wachsenden 8 geordnet ist***); auf die Reihen- 
folge der Glieder mit gleichem |8 = 7 kommt es bei keiner der auf- 
zuwerfenden Fragen nach Konvergenz, Divergenz, gleichmaBiger Konver- 
genz und ungleichmiBiger Konvergenz an, wie sich sofort aus der Ab- 
schitzung 


*) Vgl. § 89 des Handbuchs; in meinen friiheren Arbeiten war es noch nicht 
enthalten. Wenn ich auch a. a. O. nur von den 2 >1 rede, so lehrt doch die Iden- 
titét in der FuBnote zu 8. 365 daselbst, daB ich fiir alle Intervalle rechts von Null 
den im Text genannten Satz damit bewiesen habe. 


**) Es ist also 9” =e’ '®% wo der Koeffizient von i in log @ zwischen — = und 
mw ,. 
Tr liegt. 

**) Von »=1 rede ich bei (2) nicht, da dies nur die vorher genannten be- 
kannten Siitze liefern wiirde; iibrigens werden bei » =1 die bekannten Siitze iiber 
Konvergenz und gleichmiiBige Konvergenz durch das Folgende mitbewiesen, nur der 
bekannte Satz iiber ungleichmiBige Konvergenz nicht. Von den »<0 rede ich bei 
keiner der drei Reihen wegen offenkundiger Divergenz. Von »>1 rede ich bei 
keiner der drei Reihen wegen Trivialitit des Problems; wegen der Konvergenz von 
Pa = ; fir »>1 (Hadamard; vgl. 8. 314 des Handbuchs) wire ja jede der drei 

1@ 
Reihen far alle «> 0 (absolut) konvergent und zwar fir 0<a<a,, wo 0 <a, ist, 
gleichmiBig konvergent. Aus allen diesen Griinden liegt selbstverstiindlich nur in 
der Untersuchung der Fille 0<( »<1 das Problem. 
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. Anzahl der Glieder links fir z>1, 





iner ° a Anzahl der Glieder links fir O0<2<l 


deswegen ergibt, weil die Anzahl der Glieder links bekanntlich*) O(log 7) 
ist und infolgedessen fiir 4 <2<2,, wo O0< a <4, ist, gleichmibig 
lim >’ |%|—0 
Poe a|=P 7 
ist. 
Ich werde nun folgendes beweisen, immer z> 0, v fest, Ov <1 
bei (3) und (4), 0<»< 1 bei (2) angenommen: 
Jede der Reihen (2), (3), (4) 
konvergiert dann und nur dann, wenn x weder 1 noch p™ noch > ist; 


konvergiert im Intervall x, <x < x, gleichmiBig dann und nur dann, 
wenn das Intervall einschlieBlich seiner Endpunite frei von 1, von den p™ 


und den ” ist. 


Den Beweis aller dieser Behauptungen werde ich nun folgendermaBen 
anordnen. Ich werde fiir (3) beweisen: 

a) Konvergenz fiir x +1, p”, ror 

b) gleichmaBige Konvergenz in jedem von diesen Punkten freien Intervall ; 

c) Divergenz und (was ich bisher noch nicht gesagt habe) Unbe- 
schriinktheit**) und zwar im Falle 0 <<» <1 sogar Unbeschriinktheit der 


Summe der recllen Teile fiir x =1, p™, - . 


Da nach c) die Reihe in den Divergenzpunkten unbeschrinkt ist, so 
ist damit eo ipso***) die UngleichmiBigkeit der Konvergenz in jedem 
Intervall bewiesen, das nicht innen, aber an den Enden mindestens einen 
Divergenzpunkt enthiilt. Jedenfalls sind damit alle oben ausgesprochenen 
Behauptungen iiber (3) bewiesen. 

Aus Symmetriegriinden, indem entsprechende Glieder in (3) und (4) 
konjugiert komplex sind, sind damit alle Behauptungen fiir (4) bewiesen. 


*) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 337. 


oo m 
**) Ich nenne eine Reihe S'u, beschriinkt oder unbeschrankt, wenn | > %n | 
n=1 na=1 
fiir alle ganzen m>1 unterhalb einer festen Schranke liegt oder nicht. 
*) Denn aus der gleichmiBigen Konvergenz fiir z,<( «<a, wiirde die gleich- 
miaBige Beschrinktheit der Summe der ersten m Glieder fiir 7,<r<a@,, also die 
Beschranktheit jener Summe fiir +=, und x=, folgen. 
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Weil ferner die — nur fiir 0<»<1 m betrachtende — Reihe (2), 
_wenn erlaubtermaBen zwei konjugierte 9 zusammengefaBt werden, mit der 
Summe der doppelten reellen Teile von (3) iibereinstimmt, so sind mit 
dem gesagten auch alle Behauptungen tiber (2) bewiesen. Nimlich: Kon- 
1 
pn 
gleichmaBige Konvergenz in jedem von 1, p”, = freien Intervall; schlieB- 


vergenz exkl. 1, p”, +; Divergenz (sogar Unbeschrinktheit) in 1, p*, 
rad Tg g 


lich (wegen der Unbeschrinktheit in den Divergenzpunkten) ungleich- 
miBige Konvergenz in jedem nicht innen, aber an den Enden mindestens 
einen dieser Punkte enthaltenden Intervall. 

Ks wird also in der folgenden Arbeit gar nicht mehr von (2) und 
(4), sondern nur von (3) die Rede sein. 

Statt die genannten Ergebnisse a), b), c) bei (3) nachzuweisen, ist es, 
wie ich zuniichst feststellen will, hinreichend, die folgenden drei Be- 
hauptungen d), e), f) (von denen d) mit a), e) mit b) wértlich iiberein- 
stimmt), bei der Reihe 
5) a z>0,0<v<1 
( 2 F ( <1) 


zu beweisen, welche positive und nie abnehmende Nenner hat: 
me 1 
d) Konvergenz fiir «+1, p”, > 


e) gleichmdfige Konvergenz in jedem von diesen Punkten freien Intervall; 
f) Divergenz und zwar Unbeschriinktheit der Summe der reellen Teile, 


Konvergenz der Swmme der imagindren Teile fiir x =1, p™, n° 


Pp 
In der Tat ist fir 6 >0 
—Tes 
ie” Bay”| ut 
S* psi 
1 
Spt 
zx 
fir 7>1 
0 P Y gt =") 
<— ; pl|Sgu 1 
fz fir 0<2<l, 
und die Reihe 
ww 1 
m prt 
y>0o 
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konvergiert bekanntlich*). Daher folgt a) aus d), b) aus e) und (da ja 
#” fir 0<v< 1 nicht rein imaginiir ist) c) aus f). 

Also ist das Ziel dieser Arbeit darauf zuriickgefiihrt, d), e) und f) 
zu beweisen. Nun setzt die Beschaffenheit der Nenner in (5) auf Grund 
zweier bekannter Reihensiitze**) in Evidenz: Wenn 4) fir ein y gilt, gilt 
es fiir jedes gréBere; wenn e) fiir ein y gilt, gilt es fiir jedes gréBere. 


Es wiirde also geniigen, diese beiden Behauptungen z. B. fir O<»v< a 


oder auch nur fiir eine abzihlbare Menge von v-Werten mit dem Limes 0 
zu beweisen, um sie allgemein fiir 0<»<1 zu besitzen. Fiir vy =O selbst 
findet aber weder d) noch e) statt; sonst wire es ausreichend, die Be- 
weise fiir » 0 zu fiihren; so aber scheint das Gesagte keine Verein- 
fachung zu liefern, da die Untersuchung einer v-Menge nicht einfacher zu 
sein verspricht als die des ganzen Intervalls 0<»<1. Und doch ver- 
einfacht der angedeutete Gedanke, wenn man ihn nur etwas anders wendet, 
die Untersuchung sehr. Ich werde tatsichlich nur den Fall »=0 studieren 
und aus ihm dann auf Grund primitivster partieller Summation alles ab- 
leiten; nur muB ich darauf verzichten, mit der unendlichen Reihe 


2” 

p>o 
die ja tiberall divergiert, zu operieren; ich werde aber die Art ihrer 
Divergenz studieren, wobei natiirlich die feinsten Hilfsmittel aus der 
Theorie der Zetafunktion zur Anwendung kommen, und aus den Er- 
gebnissen tiber die Funktion zweier positiver Variablen 


9(2, 1) = Dix 


‘ o<ssr 
die tiber die Reihe (5) oben angekiindigten Behauptungen d), e), f) mit 
Leichtigkeit folgern. 


Aus den transzendenten Quellen, und zwar durch das Studium des 
Integrals 


*) Es konvergiert ja > | : ; fiir »>1, wie schon oben einmal erwibnt wurde. 
@| 
e 


oO 
*) Erstens: Ist S'a, konvergent oder auch nur beschrinkt, ¢,>s,>--->,>--- 


und lim s,—0, so konvergiert S'a,,. Zweitens: Ist S'a,(a) fir 2,<a2<2, gleich- 


see n=1 n=1 


miBig konvergent und ist 2, >s, >--->s, >--->0, so konvergiert Sa, (x), gleich- 
miibig fiir 2,<r<a,. 


n=1 
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£’ (8) 
J wea) 4% 


hole ich — in den §§ 1—2 des Folgenden — nur die beiden sehr kurz 
formulierbaren, aber sehr tief liegenden Tatsachen hervor: 


Satz 1: Es ist bei festem x>1 


r= 


T az 
<<a fiir x =p", 
o<psr 


0 (log 7’) fiir 2+ p™. 


Satz 2: Wenn 1 <a, < 2, und das Intervall 1, < x < x, von den p™ 
frei ist, so ist fiir x,»< 2 <2, gleichmidfig 


> = O (log 7). 


0<psT 


Daraus werden dann in § 3 die Siitze d), e), f) iiber (5) folgen und 
damit, ohne daB ich im Text darauf zuriickzukommen brauche, alle Be- 
hauptungen iiber (2), (3), (4). 


§ 1. 

Ich wiihle eine absolute Konstante*) q derart, dab 0<q <2 und q 
kleiner ist als die kleinste positive Ordinate # eines 9. Da ich mir q 
fest denke, nehme ich die Abhiingigkeit gewisser jetzt vorkommender 
Konstanten von q nicht erst in die Bezeichnung avf. 

Hilfssatz**) 1: Fir o<—1, t>q ist 


&’ (8) 


I) < D, log |s!. 
Beweis: Bekanntlich***) ist 
o(i—s) aw) t ty 8% _ FO_ & 
pa—s) ~ 08 CH) + 58 — re — te’ 


Hierin ist fiir ¢+< —q 


*) Es wire leicht, ein gq numerisch anzugeben; doch brauche ich dies fiir 
meine Zwecke nicht. 


*) Ich beweise dies wirtlich so, wie man die Relation 

§"(s) 

5(s) 

fir o<—1, t>1 zu beweisen pilegt. 
***) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 336. 


Mathematische Annalen. LXXL 36 


< D, log |s 
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tg —| = a 
2 | ont 44 
e*f 44 
os vst: 
<Gtt 
14 
= D, 
und fiir 6 >2 bekanntlich*) 
Foy | < Ds log |s}; 
also ist fir o>2, t<—gq 
oa < log (22) + = D, + Dy log |s| — o 
< D, log |s , 
folglich fir o<—1,t>q 
ro < D, log |1—s| 


< D, log (D,\5\) 
= D, + D, log |s| 
< D, log |s|. 

Hilfssatz 2: Die Dirichletsche Reihe 


f(s) -> 3 


sei fiir ¢ = 2 absolut konvergent. Dann ist 
2+T7% 





— 8 log ~ 
2+! te | n 


2+T% 


fro ds —(T—gq)ia,| < 22° > Sn 4 fiir ganze x > 0. 


: = 
Yeas azz m*/log 


Beweis: Es ist fiir alle r >0 


2+T7¢ 2+T7i 
ff rf)ds— Sia ~f (3) ‘as 
2+¢% n=1 2+¢@4 
2+T7i 
-2° SL Gy Yas +>'a a, fas, 
nZe 2+ qi s=2 2+98 


- Vgl. z. B. Handbuch, S. 334. 


[zr ds| < 22> = fiir nicht ganze x>0, 
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wo das letzte Glied eben nur fiir ganze z auftritt; daher ist 


2+T7% 


{vf(@as fir nicht ganze x > | 


2+7i 
‘ 2+q¢ 


| he ize 





{x f(s)ds—(1—q)ia, fiir ganze «> 0 2+q4 


| 2+q 


a 
<2 DS aru 
nZx n* |log — 


was zu beweisen war. 
Satz 1: Es ist bei festem «>1 


I 


T J 7} mn 
we — | Bx 98D + O (log 7) fiir x =p”, 
o<psT | 0 (log 7’) fiir x + p™. 
Beweis: Ich setze fir x >0, T>0 
0 , falls x keine Primzahlpotenz ist, 


T) = = 
Me) =| _ FM tog p, falls 2 — p™ ist 


Dann liefert die Anwendung des Hilfssatzes 2 auf die Dirichletsche Reihe 


& (8) ~ — log p 
t(s) = >. p™ 


| 2+7i wt 
A } ¢ lo 
" fate ds — 2xig(z,T)| <22* >’ oa 
2+qi p"22 Pp log 


Das Wesentliche ist, daB in (6) die rechte Seite von 7 unabhingig ist. 
(6) liefert also bei festem 2 >0O und wachsendem 7’ 


2+T7% 
(7) fe a ds = 2xig(x,T) + O(1), 
2+¢8 , 
d. h. 
| O(1) , falls x keine Primzahlpotenz ist, 
— |— Tilogp + O(1), falls 2 = p™ ist. 


36* 
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Nun nehme ich 7 > 2 und 7 von allen Wurzelordinaten 8 verschieden 
an; wegen q < 2 ist dann 7’ >q. z sei einstweilen eine beliebige positive 
Zahl. Ich wende den Cauchyschen Satz auf 


§ 
fefia 
und das Rechteck mit den Ecken 2+ qi, 2+ Ti, 2+ Ti, 2+ qi an, 
wo <0 ist. Der Integrand ist auf dem Wege regulir; er ist in dem 
umlaufenen Gebiete regulir bis auf die Stellen s=o mit O< p< 7. 
Diese sind fiir ihn Pole erster Ordnung, und zwar liefert eine Nullstelle 
k** Ordnung s = g von £(s) als Pol des Integranden das Residuum k 2%. 
Daher kommt heraus: 


ie +f 2+T7% 


(8) f-f+J + 2xi >" ae 
5+ 94 ++94 if o<csar 


Nun sei x>1. Dann behaupte ich, daB die drei Integrale rechts 
in (8) fiir 2 = — oo je einen Limes haben, davon das zweite den Limes 0. 
In der Tat ist nach dem Hilfssatz 1 in der Viertelebene 6 << —1, t>q 


ee < D, log s 
(9) < D, log (—6 +1), 
| 4 & (8) o : 
a 56) < D, x’ log(—o6+ 2); 


daraus folgt es unmittelbar. Somit erhalte ich 


2+7i 2+94 247% 


(10) f--f + ft 21 >' at. 
2+ qi —w+gi —eo+Ti O<Cp<cT 
Nach (7) und (10) ist bei festem z > 1 und wurzelfrei wachsendem 7’ 
2+T7% 
; i fl 
2ai >’ at = 2zig(z, T) — fe 7 a + 0(1), 
o<cecr —e+Ti 
. 247i 
(11) > x = 9(z,T) — 3, | w§e ® ds + O(1). 
o<cecT —w~+ Ti 


Ich werde nun beweisen, daB bei wurzelfrei wachsendem 7 


2+T7i 


(12) fet a ds = O(log T’) 
—o+Ti 


ist; darin liegt die Hauptschwierigkeit. 
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Es ist 


2+T7% —1+Ti 2+7% 
(13) f-f+ 
e+ Ti eo+Ti 147% 
Nach (9) ist fir o<—1,t=T 
oS < D, log(—o6+T) 
< D, log(—6T+ T) 
= D, log(1—«) + D, log T, 


also 
—1+Ti ° =% 
(14) Jetee < D,; fem (l—o)do+ D, —: fede 
—o+Ti 


= O(1) + O(log 7) 
(15) = O(log 7). 


Was das Integral von — 1 + Ti bis 2 + Ti angeht, so ist unterwegs 
bekanntlich*) fiir 7’ > 2 


| (8) 1 ’ 
Fo ~ Dae < Prog 7; 
B-T\<1 


also ist fiir wurzelfreies 7’ > 2 


2+T7i 2+ Ti 2 
Jeioe -{z > ads _< D,logT int 
—1+Ti —1+T7i |p- 23 = 
2+T7i 
. &(s) f 
(16) Seto ~@ fz. -ds|<D, et fx de, 
—1+ <1 -14+Ti 
2+T7% 2+7i 
(17) Jets ds = > {+ ds + O(log 7). 
p-T 2, —14+T7i 


Die Anzahi der Glieder in der Summe rechts in (17) ist bekanntlich**) 
< D, log T. In jedem dieser Integrale werde der gerade Weg durch einen 
Halbkreis iiber ihm nach oben oder unten ersetzt, je nachdem 


T-1<B<T oder T<fP<T+I1 
ist; dann ergibt sich fiir jedes dieser Glieder 


*) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 337 und 339. 
™) Vgl. z. B. Handbuch, 8. 337. 
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2+T7% 


a | 8a 
s— 9 88\< 
—1+Ti 
Daher ist fiir wurzelfreies 7 > 2 
2+7i 
(18) > feeds < "Bat Dylog 7 
p=? | <1 —14+7i 
= O(log 7’); 
dies zeigt in Verbindung mit (17) fiir wurzelfrei wachsendes 7 
3+7% 
(19) ] of © ds — O(log 7). 
“ar 


Aus (13), (15) und (19) folgt (12); aus (11) und (12) folgt fiir 
wurzelfrei wachsendes 7 
2*->* 
0<fsr 0<p<r 


= 9(x,T) + O(log T), 

d. h. 
ii m 
(20) Siar n [— as 962 + Oleg 7) for 2 — yr, 
0<psr | O(log T) fiir 2+ p”™. 


Damit ist (20) eo ipso auch fiir stetig wachsendes 7’ giiltig; in der 
Tat ist ja bei festem Z'> 0 fir alle hinreichend kleinen d > 0 
(21) > => x. 
O<psT O0<psT+d 


Der Satz 1 ist damit bewiesen. 


§ 2. 
Satz 2: Wenn 1 <2,< x, und das Intervall x <x <x, von den p™ 
fret ist, so ist fiir 4 < x <x, gleichméapig 


> xt = O(log 7). 


0<psT 
Beweis: Ich wihle A>O und so, daB das Intervall 
%—-A<2<24,+A4 
von 1 und den p” frei ist. Dann ist fir 4 <2<2,, T>0 nach (6) 


— 
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ve 


log p logp > 
F aL S22,’ ( - =, & +2 * | 


+98 pecs P ™ log peep ™ log 


4 1 logp | log p 
ae een oe x og SSD =) 


log— mes pce? p™>2? 
1 1 le 
<enif ~e aa ata) 2 gm 
2,—A og @ p,m 
weil die rechte Seite von x unabhiingig ist, ist bei wachsendem 7’ fir 
% S2x<-, gleichmibig 


2+7i 


o’ (8) 
Je te) 8 = O(1). 
2+¢¢ 


In Verbindung mit (10) und mit Riicksicht auf 


2+% 0 
(8) f a &(o+qi) f «| F@+a0 | 4 
Seige s J 70" rot a9 9° + J %"| ret an | 
lehrt dies, daB bei wurzelfrei wachsendem 7 fiir 7 <2 < 2, gleichmibig 
2+T7% 
96 o() , 
(22) - 3, f#% ds + O(1) 
Ps —o+Ti 
ist. 
Nun ist fir z,< «<2, und wurzelfreies 7 > 2 nach (14) 
—14+Ti —1 =—3 
Jato! <D, D aed log(l1—o)do+ D,logT | 2,’de, 
—o+T —% 
also gleichmabig 
—1+Ti 
(23) f 2° ds = O(log T), 
—e+Ti 


ferner nach (16) wegen 
2 0 3 
fwac< [ ado +f x,°d6 
= = 0 
gleichmabig 
2+T7% 2+ 7% 


(24) Jfeige-> St ds + O(log 7’) 


p-T\<1 147i 
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und nach (18) gleichmabig 
2+7% 
a ds = O(log 7’). 
|p—-Ti <1 -14+7% 
Aus (22), (23), (24) und (25) folgt bei wurzelfrei wachsendem 7 fiir 
% <2 <4, gleichmabig 
(26) > at = O(log 7); 
0<psT 
wegen (21) gilt (26) also auch bei stetig wachsendem 7 gleichmabBig. 
Damit ist der Satz 2 bewiesen. 
Die Sitze 1 und 2 lassen sich leicht zur Erledigung der Strecke 
O0<a2<1 verwenden. Es gilt namlich der 
Satz 3: Bei festem x auf der Strecke 0O< x <1 ist 


(25) 


T . 1 
—5,tlogp+ O(logT) fiir o— ms 
(27) > xe = | 


0<fsr | odog 7) fiir Bob om 


Ferner ist fiir ein von den - freies Intervall 2,< 4 < 2,, wo O<ay<a,<1 
ist, gleichmapig 
(28) > ot = O(log 7). 


o<ssr 
Beweis: Es sei O< 2<1. Dann ist nach Satz 1 
: T ‘ 1 

a9) >(y- — zz logp + O(log?) fir osm 
o<gar 0 (log 7’) fiir w+ oa: 

Nun ist die linke Seite von (29) konjugiert zu 

¥/1\e 1\!-e 

2 (s)'~ 2 (s) 
0>s2-7 0<psT 


1 
“sg 
0<psrT 
Damit ist (27) bewiesen. 
Ferner gilt in einem von den ra freien Intervall z,<2<2,, wo 


0<4,< 4,< 1 ist, nach Satz 2 die Relation 


> 1 e 
> (S) = 0dog 7) 
o<ssr 
gleichmaBig. Damit ist (28) bewiesen. 
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§ 3. 
Satz 4: Es si O0<v<1. Dann ist die Reihe 
/ x? 
©) “a 6” 
p>o 
fir z=1, p", divergent, und zwar divergiert die Reihe ihrer reellen 


Teile fiir x = 1 gegen + ov, fiir «= p” und x= zs egen — oo, wiihrend 
die Reihe ihrer imagindren Teile konvergiert. Fiir die iibrigen x > 0 ist die 
Reihe (5) konvergent. 

Beweis: 1. Es sei z>0 und «+1, p”, = Dann ist nach Satz 1 
(falls 2 > 1 ist) bez. nach Satz 3 (falls <1 ist) 
(30) p(x, T) = > x = O(log 7). 

0<fsT 
Nun ordne ich die positiven 6 so, daB 
B, 5 By < +++ SB, S--: 

ist, und verstehe fiir 7’ > 6, unter By das letzte B< 7. Dann ist, falls 
p(x, By) Nullbedeutet, 


at > (By) — 9(2: By 1) 


o<psT n=l Br 
ys (% Bs) 
— 2 9B.) (5, — B BY -) + ae 


- Soca f ae oe 


N-1 Pn+1 


om > fee udu 4 @(«, By) 


a9 ut By 
. Py 
g(a, u)du Pp (2; By) 
(31) _ vf u”t + By A 


Pa 
Hierin konvergiert fiir 7 = oo wegen (30) das erste Glied rechts gegen 
einen Limes, das zweite Glied rechts gegen Null. Folglich existiert 
. a 


lim 53 
T=0 


also konvergiert die Reihe (5). 


v0<psr 
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2. Es sei = p™ oder t= = Ersterenfalls setze ich ¢ = 0, letz- 
terenfalls «=1. Dann ist nach Satz 1 bez. Satz 3 


¢ T ' 
(32) p(«,T) =—,_ x logp + O(log 7). 
Nach der auch hier giltigen Identitiit (31) existiert daher 


N 
‘ x? va" logp [du , x*logp p1-+\. 
a et 2x fis 2a By ); 
0<ssT pr 
d. h. es existiert*) 
. af x" log p a - 
lim (> a t+ aea—s- ) fir 0O<v< 1. 
0<esr 
in (SH LMP tga) te 23 
0<cpsT 
es ist die Reihe der reellen Teile von (5) zu — oo divergent, die der 
imaginiren Teile konvergent. 
3. Fiir z= 1 ist offenbar (5) zu + co divergent, da bekanntlich** 
gent, 
1 
z% 
divergiert. 


Damit ist der Satz 4 vollstiindig bewiesen. 

Satz 5: Es si 0<v<1, 0<4< 2, und das Intervall x,<24< x, 
von 1, p™, = frei. Dann ist die Reihe (5) fiir 1 <x <x, gleichmipig 
konvergent. 


*) Daraus, daB nach (32) bei passender Wahl einer Konstanten A von einem WN an 
(2, By + A log By) + (2, By) 
ist, folgt niimlich fir alle hinreichend grofen 7’ 
T< By + A log By 


und damit 
lim (T!-*~— g1-") =0 fir 0 1, und lim (log 7T—lo = 0. 
lim ( By ) ir O0<v< 7 g € By) 


Die bekannten Abschiatzungen fiir N = N(7’) sind also hier nicht einmal ndtig. 
**) Dies folgt z. B. auch aus dem Vorangehenden so: Wire die obige Reihe kon- 
vergent, so wire 


also 
N(T) =o0(7), 


> %=09(T), 


0<psT 


im Widersprach zum Satz 1. 
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Beweis: Fir 4<x<z2, gilt (30) nach Satz 2 und Satz 3 gleich- 
miiBig; also strebt dort die rechte Seite von (31) gleichmiBbig gegen ihren 
Limes. Satz 5 ist also bewiesen. 

Hiermit ist nachgewiesen, daB die Reihe (5) die drei in der Einleitung 
mit d), e), f) bezeichneten Eigenschaften hat. Nach dem in der Einleitung 
Gesagten kommen also die drei Eigenschaften a), b), c) der Reihe (3) zu, 
und alles in der Einleitung tiber die Reihen (2), (3) und (4) Behauptete 
ist bewiesen. 

Zugleich ergibt sich Genaueres tiber die Art der Divergenz von (3) 


fir =p” und «= = Nach dem in der Einleitung Auseinander- 


gesetzten existiert 
im (5-8? SB) 


<psrT O<ssr 
nach dem beim Beweise des Satzes 4 Vorgekommenen existiert also 


9 ‘} _'4, 
tim ( 4 ere ta") fir O<v <1, 


T=0 oSper’ 


lim ( S'S - #8? log 1) fir v=—1. 
ie vSper’ 
Ich will noch von dem im Fall*) »=1 Neuen das, was sich aut 
die Konvergenz und Divergenz der Reihe (3), d. h. der Reihe 
De | 
f50 
bezieht, in die Bezeichnungsweise der beriihmten von Mangoldtschen Arbeit 
vom Jahre 1895 iibersetzen und mit dem entsprechenden Ergebnis dort 
zusammenstellen. Herr von Mangoldt versteht unter @ diejenigen Null- 
stellen der von Riemann mit £(¢) bezeichneten Funktion, deren reeller Teil 
positiv ist; bekanntlich vermutet Riemann, daB alle @ positiv sind; man 
wae zur Zeit on von Mangoldtschen Arbeit, daB ihre Ordinaten zwischen 
—-> > (inkl.) und > (inkl.) —_ und weiB seit 1896, daB diese Ordinaten 


Bit - > (att) und > (exkl.) liegen. Die 9 mit 6 > 0 hingen mit 


den « einfach durch die Beziehung 9 = > + ie zusammen. Fiir ein be- 
stimmtes « > 0 konvergiert bez. divergiert 
3 
e 
s>0 


*) Wenn es sich nur um den Fall » —1 gehandelt hiitte, wire natiirlich der 
Weg iiber »>—0 ein Umweg gewesen. 
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offenbar*) gleichzeitig mit 


ae ati" 
aid ie 
2 «“ 


p>o0 e@—- > 


wo die « nach wachsenden Abszissen geordnet sind, also mit 


ai® (cos (a log 2) . sin (« log 2) 
SoH ey 


a 


Herr von Mangoldt**) hatte nun bewiesen, daB 


sin (a log x) 
pee 
fiir alle > 0 konvergiert; ich habe jetzt auBerdem bewiesen, dab 
>> cos (« log x) 
o_o « at 
fiir z= 1 (bekannt), p”, - divergiert und fiir alle anderen z >0 kon- 
vergiert. 
Also 


yew 


divergiert fiir y= 0. «x log p, — m log p und konvergiert fiir alle anderen 
reellen y. 

Diese Tatsache deutet wiederum***) auf einen arithmetischen Zu- 
sammenhang zwischen den komplexen Wurzeln 9 der Zetafunktion (d. h. den 
Wurzeln + « der §-Funktion) und den Primzahlen p hin. Ich habe aber 
keine Ahnung, worin derselbe besteht. 


Géttingen, den 1. Juli 1911. 


9 om S(E-—1)-D 


1 


. konvergiert absolut. 


1 
, Sk e(e—3) 


**) 1 c., 8.292. Es ist dies eine Interpretation der Konvergenz von (1) mit 
Riicksicht auf 


xf +ai oe 1 1 
x x - sin (@ log x) 
- om == —— | = 2 eos 
Y+-D (4 +t )- Tse 
“s « , 


Qa 


oe. 





¢ . 
***) Vgl. Handbuch, 8. 367—36. 
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Neue Eigenschaften der GauBischen Klammern und der 
Fareyschen Zahlenreihe. 


Von 
Loruar von ScurutKa in Wien. 


I. 


1. Definition der GauBischen Klammern. Sind a, b,..., e ge- 
gebene GréBen (Zahlen oder auch Funktionen), so werde mit 


[a, b, lean e] 


die Summe bezeichnet, welche entsteht, wenn zum Produkt ab---e alle 
jene Produkte, die daraus durch Weglassung eines oder mehrerer Paare 
von benachbarten Faktoren hervorgehen, hinzugefiigt werden. Ist die 
Anzahl der a, b, ---, e gerade, so sind auch alle wegzulassen und es ent- 
steht der Summand 1. Man nennt [a, b, ---, e] eine Gaupische Klammer, 
da diese Ausdriicke bei GauB, Disquisitiones arithmeticae, 27 auftreten; 
E. Lucas (Théorie des nombres J, Paris 1891, p. 458) belegt sie mit dem 
Namen cumulants. a, b, ---,e mégen die Elemente der GauBischen Klammern 
genannt werden. Die hier gegebene Definition geht auf eine von L. Euler 
(Comment. Petrop. 9 (1762/3), erschienen 1764, ,Specimen algorithmi singu- 
laris“, 8.56) angegebene und von V. Schlegel (Zeitschr. Math. Phys. 22 (1877), 
8. 402) eingehender begriindete Berechnungsvorschrift zuriick. Diese ist 
iibrigens in einer etwas allgemeineren, die zu den Kettenbriichen mit 
beliebigen Teilziihlern (vgl. Nr. 4) in Beziehung steht, enthalten, welche 
M. A. Stern (J. f. Math. 10 (1834), 8.5; Theorie der Kettenbriiche, Berlin 1834 
[Separatabdruck des vorigen], 8.5; Analysis, Leipzig und Heidelberg 1860, 
S. 269) gegeben hat. Eine andere, sehr interessante Regel hat E. F. A. 
Minding (Bull. Ac. St. Petersb. (3) 13 (1869), Sp. 524) angegeben: Um 
[a., by, dy, by, -- +, @;_3, 5,_,, @,] zu erhalten, bilde man alle Produkte aus 
verschiedenen Faktoren a und fiige zwischen je zwei Faktoren die Summe 
der dazwischenstehenden b ein; [a,, b,, ---, @,_,, 0;_,] ist der Koeffizient 
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von a, in dem eben genannten Ausdruck. Die Ubereinstimmung beider 
Definitionen ist leicht zu bestiitigen*). 
In den einfachsten Fiillen hat man 
[ ] =1, 
[a] = 2, 
[a,b] =ab+1, 
[a, b,c] = abe+a+e, 
[a, b, c,d] = abed+ab+ad+ed+1, 
|a, b, ¢, d, e| = abede + abe + abe + ade+ cde+a+e+e, 
usw. 

Da die Operation der Weglassung eines Elements zuweilen vorkommt, 
so mége festgesetzt werden, daB eine GauBische Klammer mit weniger als 
gar keinem Element (oder genauer — 1 Elementen) Null sein soll, sodaB 
also [] durch diese Operation zum Verschwinden gebracht wird. 

Aus der Definition geht unmittelbar hervor, dab 

[a, b, ---,e] =[¢,---, b, a] 
ist, die Reihe der Elemente einer GauBischen Klammer also umgekehrt 
werden darf. 

2. Rekursionsformel fiir die GauBischen Klammern. Teilt 
man die Glieder von [a, b, ---, d,e, f,g,---,] in zwei Komplexe ein, je 
nachdem bei ihrer Aufstellung das Paar e, f beibehalten oder weggelassen 
wurde, so ergibt sich sofort die Relation 


(1) la, b, ig d, ¢,f, 9, sory hl = [a, b,---, d, elif, 9, ss) h] 
a [a, b,-++, d|- [g,--+, A]. 
Als spezieller Fall mége der hervorgehoben werden, dab die eine, 


etwa die erste, der beiden Gruppen a, b,---,d,e und f,g,---, aus einem 
einzigen Element besteht: 


(2) “ye ae eee yee | 
Natiirlich ist ebenso 
(3) La, ---, ¢, d, e] = [a, ---,¢,d]-e + [a,---, e}. 


3. Abhingigkeit der GauBischen Klammern von einzelnen 
Elementen und Elementgruppen. Aus den Formeln (2) und (3) folgt 
[a, b,---, ¢, de, fi g,---, h] 
(4) = [a,b,---,¢,d]-e-[f,g,---,h] 
+ [a, b, -++, ¢] - If, 9, +++, A) + [4, b, ---, 6, d] ‘ Lg, --+, A], 


*) Hiernach wiire die Angabe in Enzyklopiidie der Math. Wiss. 1 A3, 8. 122, 
FuBnoten 350), 351); franz. Ausgabe I 4, S. 287, FuSnoten 222), 223) zu ergiinzen. 
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eine Formel, welche die Abhangigkeit der GauBischen Klammern von einem 
beliebigen Element e¢ klarstellt. 
Allgemeiner hat man 


[a, b, +--+, d,e, fg, --+,h, i,k, 1 ++, n] 
= [a, b,---,d,e,f, 9, -++,h, i] - [kl «++, n] 
+ [a, b,---,d,ef,9,---,h]-[L---,n], 


somit 
[a, b, «++, d, 6, f,g,--+,h, i, k,l, ---, n) 
= [a, b, r++, d, e| . if 9 yh, é| . [k, I,-++, 2] 
(5) + [a, b,--+,d]-[9,---, h, é] - [h, 1, ---, n] 
+ [a, b, rosy d, e| ° (9 res, h| . {1, tery n| 
+ [a, b, +++, d|\- [g,-++, h] ° [l,-++, n|, 
wodureh die Abhiangigkeit der GauBischen Klammer 
[a, b,---, def, g,-+,h, i,k, l-+-, n] 
von einer Gruppe nebeneinanderstehender Elemente 
, 9, °°", h, v 
beschrieben ist. 

4. Beziehung der GauBischen Klammern zu den Ketten- 
briichen. Aus Formel (2) folgt durch Division durch [}, ¢, ---, e] 
[a, b, c,---, e] 1 
[be,---,e] a+ [b,¢,-++,e] ? 
? fey: ++, e] : 


somit durch wiederholte Anwendung 


[a,b,¢,---,e} 1 
[b, ¢,-+-,e] rey b+ oa 


eg. 


[a, b, ¢, +, e] und [b,c,---,e] sind Zihler und Nenner des Kettenbruchs, 
wie sie sich bei Vermeidung alles Abkiirzens bilden; der SchluB von n 
auf m+ 1 zeigt, von 

[de] _de+i_ 4, 1 

ee ees 
ausgehend, die Richtigkeit dieser Behauptung sofort. Hierbei sind natiir- 
lich alle als Nenner auftretenden GauBischen Klammern als von Null ver- 
schieden vorauszusetzen. 

5. Darstellung der GauBischen Klammern als Determinanten. 

Es sei noch kurz auf die bekannte Darstellung der Gavéischen Klammern 
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als Determinanten (Kontinuanten) hingewiesen (siehe z. B. Pascal, Die 
Determinanten, Leipzig 1900, S. 151): 

ai10Q--- 0 0 

—-1b 1--- 0 0 


[a, b, ¢,-++, d,e] = vied liebe, *. 


0 0 O.--- a 1] 
G..O Dinas wh el 


Die Ubereinstimmung beider Ausdriicke folgt daraus, daB fiir die Deter- 
minanten ebenfalls die Kekursionsformel (2) gilt und 


[a] =a=la|, [a,b]—ab+1=—| ‘ _ 
ist. 

6. Sitze tiber GauBische Klammern mit einzelnen Nullen. 
Kommt in einer Gaubischen Klammer eine Null vor, so ergeben die 
Formeln (5) und (4) 

[a, b,---, 6, d, 6,0, fg, hy +++, a 
= [a, b, ---, ¢, d] -[e, 9, f] -[9, h, ---, a 
+ [a, 6, ---, e}-[0, f] - [g, A, --+, 4 
+ [a, b,---, ¢, d]-[e, 0} -[h, --+, | 
+ [a, b, ---, e]- [0] -[h, «++, a 
=[a,b,---,¢,d]-(e+f)-[g,4,---, 4] 
+ [a, b,---,e]-[g,h,---, @ 
+ [a, b, ---,¢,d]-[h, «++, 4], 
somit (Minding, a. a. 0.) 
(6) [a,b,---,¢4,¢,0,f,9,h---, i] =[a,b,---,4d,e+f,9,h,---, i]. 

Hieraus folgt fir e+f=—¢e+/" 

[a, b, ---, d, e, O, f, g,---, 7] = [a, b,---, d, &, 0, f', 9, +++, a]. 

Steht die Null am Anfang oder am Ende, so ergibt sich 


(7) [0, a, b, ---,e] = O-[a, b, --+, e] + [b, ---, e] = [B, ---, e] 
und ebenso 
(8) [a, ---, d, e, 0] = [a, ---, d]; 


im ersten Fall fallt a, im zweiten e ganz heraus. 
Die Formel (6) gestattet noch eine Erweiterung. Man hat niimlich 
nach (4) 


(9) 


[a, b, ---, d, e, 0, f, g,---, 4] 
= [a, b, ---,d,e]-[g,---,7]) + [a, b,---,d)-[f,g,---, a), 














a a Ce iin 

















GauBische Klammern und Fareysche Zahlenreihe. 569 


somit 


(10) 


[a, b, ---, d,¢, 0, f,9,---, 4] =[a,b,---,dee+f,g,---, 4] 
= [a, b, ---,d,e]-[g,---, 4] + [a, 6,---,d]-[f.g9,--, 4]. 


Hiernach kann nun wieder die Formel (4) einfacher so geschrieben 
werden: 
(11) [a, b,-++,¢, def, g,-++, hy] 
= [a, b, ‘++, 6, a] — [f 9 *+,h] + La, b, +++, 6, d, 0,f,9,°°*,h), 
was sich natiirlich auch direkt feststellen lieBe. 

7. GauBische Klammern mit mehrerep benachbarten Nullen. 
Aus der Formel (6) folgt fiir e = 0 
(12) La, b, lati d, 0, 0, fh gs i| ies La, b, row d, fh ae i}. 


Zwei nebeneinanderstehende Nullen kénnen daher ohne weiteres weg- 
gelassen werden. Man erkennt sofort, das dasselbe von jeder geraden An- 
zahl von Nullen gilt, wihrend eine ungerade Anzahl einer einzigen Null 
aquivalent ist. 

8. Distributive Sitze. Fiir GauBische Klammern, in denen ein 
Element als Summe von zwei Summanden erscheint, ergibt Formel (4) 
die Darstellung: 


[a, b,---,d,e+e,f,---,h] =[a,b,---,d]-(e+e)-[f,---, h] 
+ |a, b, «++, d, 0, f, +++, h] 
= [a, b,---,d]-e-[f,-+-,h] + [a, b,--+,d]-e-[f,--+, hi] 
' + [a,b,---,d,0,f,---,h], 
somit nach derselben Formel: 
[a,b,---,d,e+e,f,---,h] 
(13) = |a,b,---,d,e,f,---,h] + [a, b,---,d,e,f,--+,h] 
—|a,b,---,d,0,f,--+, hj. 
Hieraus folgt noch fiir e+e =@ + @: 
[a, b, ---, d, e, f,--+,h| + [a, b, ---, d, ee f,-++,h] 
= [a, b,---, d, @, f,---, hj + [a, b,---, d, @',f,---, A], 
worin wieder (13) als Spezialfall enthalten ist. 
Steht die zerlegte Zahl am Anfang, so gilt 
[a + a, b,---, e] = [a, b, «++, e] + [a’, b,-+-, e] _ [b,---, e], 
steht sie am Ende, eine analoge Formel. 


9. GauBische Klammern mit dem Element 1 am Anfang oder 
am Ende. Nach Formel (2) ist 


Mathematische Anpvalen. LXXI. 37 


(14) 
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(1, a, b, c,---,e] =[1, a] - [b, ¢,---,e] +[1]-[¢,---, e] 
= (a+1)-[b,¢,---,e] + [¢,---,¢] 
— [a+1,b,¢,---,e]. 
Umgekehrt ist 
[a, b,---,e] = [l,a—1, }, ---, e]. 


Analoge Formeln gelten, wenn 1 am Ende steht. 

Hieraus folgt, daB man durch eine solche Anderung die Anzahl der 
Elemente einer Gaubischen Klammer stets nach Belieben gerade oder un- 
gerade machen kann, eine Eigenschaft, die einer bekannten Eigenschaft 
der Kettenbriiche entspricht. 

10. GauBische Klammern mit dem Element 1 an beliebiger 
Stelle. Die Formel (4) ergibt : 


[a, b, ---, d, @, 1,f/,9,°°*, 4] 
= (a, b,---,d,e]-1-[f,g,---, A] 
+ [a, b,---,d]- [fg +++, h] 
+ [a, b,---, d,e]-[9,---,h]; 
nach Nr. 9 kann hierfiir gesetzt werden 
[a, 6, ---, d, e, 1,f,9,°°°, A] 
= [a, b,---,d,e+1]-[f9,---,h] 
+ [a, b, ---, d, e]- [f+ 1, 9,+--,h] 
— [a, b, ---, d,e]-[f,g,---, h); 
nimmt man das arithmetische Mittel und beachtet (9), so kann 
[a, b, ---, d, e, 1,f,9,---, 4) 
1 
a g (4, b,---,d,e+1)-[f,9,---,h] 


+ 5 [a,b +++, d,e]-[f+1,9,--+5 A] 


+ ; [a, b, ---, d, ¢, 0, f, 9) +++, h] 
gesetzt werdén. 
11. Umformung einer GauBischen Klammer durch ab- 
wechselnde Multiplikation und Division der Elemente. Hat die 
GauBische Klammer [a, }, c, d,---, e] eine gerade Zahl von Elementen, so ist 


“ b d € 
(15) [ta, t? te, ae re | _ [a, b, ¢, d, aie e}. 


In der Tat, es ist 
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und ebenso stimmen alle Glieder tiberein, die durch Weglassung korre- 
spondierender Faktorenpaare entstehen. 


Hingegen ist fiir eine ungerade Anzahl von Elementen a, b, ¢, d, ---, e: 


b d 
(16) [ta, hes i ee, te| = tla, b,c, d,---, e]. 
Denn es ist 


ta-—--¢et-=--- te=t-abed---e, 


und in derselben Beziehung stehen auch die tibrigen Glieder der Ent- 
wicklungen der beiden Ausdriicke zueinander. 
Es werde noch der spezielle Fall hervorgehoben: 


(17) [—a, —b, —¢,---,—e] = + [a, b, ¢,---, e], 
je nachdem die Anzahl] der Elemente a, b, c,---,e gerade oder ungerade ist. 
12. Der Determinantensatz der Kettenbriiche. Bringt man die 
GauBischen Klammern [b, ¢, ---, d,e] und [b, ¢,---,d] auf die Form 
e-[—e,—d,---,—c,—b] und —«-[—d,---,—c,—D)], 
wo ¢=-+ 1 ist, je nachdem die Anzahl der Elemente 2, ¢,---, d,e gerade 


oder ungerade ist (Formel (15) und (16)) und beachtet die Formel (9), so 
erhalt man 


la, b, Cer, a) [b, Cy", d, e| om la, b, Cer, d, e}[b, Orr's d| 

= ela, b, C,***, a) ‘ [—e¢, —d, coey ny —c] 

+ é[a, b, Cy", d, e] ‘ [—d, io at — | 

= é-[a,b,c,---,d,e,0,—e, —d,---,—¢e, —D]. 
Wendet man auf diese Klammer wiederholt die Formel (6) an, so zer- 
stéren sich e und —e, d und — d,---, b und — b und es bleibt nur 

ée-[a,0] =e 

iibrig. Mithin folgt 
(18) [a, b, >? d) . [b, ¢; roy d, e] ‘iad La, b, Cy", d, e] } [b, C,***y d| wes 
der bekannte Determinantensatz der Kettenbriiche. 

13. Die Zahlenreihe von Fibonacci. Die GauBischen Klammern 
mit lauter Einsern als Elementen bilden die sogenannte Zahlenreihe von 
Fibonacci (auch nach Lamé benannt; s. Encyklopiidie der math. Wissen- 
schaften I C 1, Nr. 9, 8.577, franzésische Ausgabe 1,, 5. 49; bei Matthiessen, 
Schliissel zu ... Heis, 3. Aufl., II, S. 122 heiBt sie Gerhardsche Reihe; bei 


Stolz und Gmeiner, Funktionentheorie, S. 561, wird sie nach Schimper 
benannt): 


1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 
1597, 2584, 4181, 6765, 10946, --.. 
87* 
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Wird das n“ Glied dieser Reihe mit u, bezeichnet, so liefert die 
Formel (1) 


4 4, 4, + M24 M3 = Mayes 
insbesondere 
Us + U1 = Men, 


die Formel (2) die bekannte Rekursionsformel 
(19) t= tU,_,+ %,_¢- 
Aus (18) folgt die Relation 
u} al Un41 4,1 _ (- 1)". 
u, stellt, wie leicht zu erkennen, auch die Anzahl der Glieder einer 


GauBischen Klammer mit n Elementen dar. 
Die Glieder der Fibonaccischen Reihen lassen sich auch in der Form 


un ()4CT)+CT) E> 


darstellen; die Reihe ist fortzusetzen, bis sie von selbst abbricht. 


IL. 


14. Darstellung einer Zahl im dyadischen Zahlensystem. 
Die Darstellung einer (ganzen) Zahl » im dyadischen Zahlensystem stellt 
eine Folge von Nullen und Eimsern dar, welche kurz beschrieben werden 
kann, indem angegeben wird, wieviel Kinser, dann, wieviel Nullen, dann 
wieder, wieviel Einser, usw. darin (von links angefangen) unmittelbar auf- 
einanderfolgen. Da ein regelmiiBiger Wechsel stattfindet, so geniigt die 
Angabe dieser Anzahlen; sind sie «, B, ---,@, so mége 


n= A(a, B,->*, é) 
gesetzt werden. 

So ist z. B. die Zahl 13, dyadisch 1101, durch die Anzahlen 2, 1, 1, 
die Zahl 236, dyadisch 11101100, durch die Anzahlen 3, 1, 2,2 charak- 
terisiert: 

13 = A(2,1,1), 236 = A(3, 1,2, 2). 
Man bemerkt sofort, daB die Zahl der auftretenden Anzahlen mit der ge- 
gebenen Zahl gleichzeitig gerade oder ungerade ist*). 

In engster Beziehung zu dieser Darstellung steht eine andere von 
J. Hermes (Math. Ann. 45 (1894), 8.372; auch dargestellt in Bachmann, 


*) Auf diese Darstellung hat O. Simony (Wien. Ber. 96 (1887), Abt. II 8. 214) hin- 
gewiesen; indem er gleiche Ziffern durch Exponenten zusammenfaBt, erscheinen die 
Zahlen als (symbolische) ,dyadische Produkte“, z. B. 


18 == 1°071', 236 = 1°91120?. 
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Niedere Zahlentheorie II, Leipzig 1910, S. 61) angegebene. Ist nimlich 
die Zahl m gegeben, so setze man 
2n—1= A(«, B, y, 8, +++, é); 
die Anzahl der Zahlen «, 6, y, 6,---,¢ ist nach der eben gemachten Be- 
merkung ungerade; nun ist offenbar 
Aa, B, 7, 9, ++, é) _ A(a, B+yt+d +:+++8) 
+ A(y,8-+--+8) 


ad A(e) 
und diese Summanden lassen sich ohne weiteres angeben: 
Ace, BE PHO foes $s) —QEHPH THO tte OHH THe te 
A(y, 8 ++ $s) = QTE H He Dt te 


A(e) = 2*— 2° 
Also ist 


On —1 — Qethtr+d+---+e_ Detyt+d+---+e 
+ OV +E+--- +e, QU+--- ten... 4 Soe 2°; 


die Zahl 2n—1 erscheint als Summe von abwechselnd positiv und negativ 
genommenen Potenzen von 2, deren Exponenten die Differenzen (,,Spatien“ , 
nach Hermes) 

a, B, 7, 9,---,é 
aufweisen. Geht man zu m iiber, so ergibt sich 


m = Det Btytdt---+e—-1_ DBt+y+d+---+e-1 
eee Te es - Dei. 
+ Qvt+d+---+e-1__ Qd+-- +e 14... 4+ Qe-l, 


dies bezeichnet Hermes als die Darstellung von » mit den Spatien (sie 
erscheinen bei ihm von unten auf geordnet) « — 1,---, 6, y, B, a. 

Es empfiehlt sich fiir die Anzahlen «, 6, y,---, ¢, unter gewissen 
Umstiinden die letzte ¢ ausgenommen, auch den Wert 0 zuzulassen; offen- 
bar ist 


(20) A(«, B,---, 7, 0, 0, +++, &) = A(a, B, +++, +4,---, 8), 
(21) A(a, B, ---, 2, 9, 6, d,---, é) 7 A(a, B, +++) ¥e +++, &)y 
(22) A(0, a, B, -- my é) = ACB. mut é), 


Beziehungen, die den Formeln (6), (12) und (7) genau analog sind. Die 
erwihnte Ausnahme ist darin begriindet, daB sonst wegen 


A(a, B,---, & 0) = Ale, B, «++, @) 
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die oben angegebene Kongruenz zwischen A und der Anzahl seiner Ele- 
mente nach dem Modul 2 nicht mehr allgemein giiltig ist. 


15. Definition der Fareyschen und der Sternschen Zahlen- 
reihe. Ist m eine beliebige Zahl und 


2n—1 = A(a, B,---, y, db, &), 
so werde 
>” [a, B, 2+ 7, 9, é] 
gesetzt. Man findet z. B. 


i= A(1), tr, -([1)=1, 
3 = A(2), t, = [2] = 2, 
5 = A(1, 1, 1), t, = (1, 1, 1] = 3, 
7 = A(3), t,= [3] = 3, 


9=A(1,2,1), 1,=—[1,2,1]=—4, 
usw. Die Reihe 


Ty, Tey Tg, °° * 


nennt Hermes (a. a. 0. 8.371) die Fareysche Zahlenreihe. Die ersten 
Glieder lauten (sie sind aus einem im folgenden ersichtlichen Grunde in 
Zeilen von je 16 geordnet und in besonderer Weise abgeteilt): 


1| 2| 3-3) 4 5-5 4,5 7 8 7-7 8 T7 5 
6 9 11 10 11 13 12 9-9 12 13 11 10 11 9 6 
7 11 14 13 15 18 17 «13 «14 «19 «21 18 17 «19 16 11- 
-11 16 19 17 18 21 19 14 13 17 18 15 13 14 11 7] 
| 8 18 17 16 19 23 22 17 19 26 29 25 24 27 23 16 

17 25 30 27 29 34 31 23 22 29 31 26 23 25 20 13- 

13 20 25 23 26 31 29 22 23 31 34 29 27 30 25 17 

16 23 27 24 25 29 26 19 17 22 23 19 16 17 13 8] 
| 9 15 20 19 23 28 27 21 24 33 37 32 31 35 30 21 
23 32 41 37 40 47 43 32 31 41 44 37 33 36 29 19 
20 31 39 36 41 49 46 45 37 50 9 47 44 49 41 28 
29 39 46 41 43 50 45 31 30 39 41 34 29 31 24 15- 
15 24 31.-- 


Ferner werde 
6, = [«, B,---, 7, é| 


gesetzt, also z. B. 
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6,=[ ]=1, 
6, =[ ]=1, 
6, = [1,1] = 2, 
6,=[ j=1, 


6, = (1, 2] = 3, 


usw. Ubrigens stehen die o zu den rt in einer einfachen Bezichung 
Aus 
2n—1=A(@, B,---, , 4, €) 
folgt niimlich 
2n = A(a, B,---,7,9—1, 1, 8), 


ache A(a, B,+-+,7,8—1, 1, e—1). 
(,= [«, B, oo, y,08—1, 1] 
gesetzt werden kann, so ist 
(23) 6,=t 
wo @(n) die Zahl bedeutet, die aus » entsteht, indem der gréBte ungerade 
Teiler von » um 1 vermebrt und diese Summe halbiert wird. In der 
Tat ist ja der gréBte ungerade Teiler von A(«, 8, ---, y, d—1, 1, e—1) eben 
A(a, B,---,¥,d—1, 1), 


und wird diese Zahl 2v — 1 genannt, so ist 


t, =[«, B,---,y,d—1, 1). 


Da nun auch 








@(n)? 


Die Reihe 
6, 63, 63, dad 
mége die Sternsche Zahlenreihe genannt werden, weil die Abschnitte 
(24) G1) Gg} Gy, G3, 53 Gy, G5, G5, G7, Og3 °° 


sich unter der Bezeichnung (1,1), (1,1),, (1,1),,--- im einer Arbeit von 
M. A. Stern (J. f. Math. 55 (1858), 8.193; auch dargestellt in Bachmann, 
Niedere Zahlentheorie I, Leipzig 1902, S. 141) finden. Die vorhin angegebene 
Beziehung (23) kann jetzt so ausgedriickt werden: Besetzt man die Plitze 
mit den Nummern 
2. &. | 

2-1, 2-3, 2-5, 2-7,-+-, 

i, 

i, 





4-1, 4-8, 4-5, 4- 
8-1, 8-3, 8-5, 8 


in jeder Zeile neuerdings von Anfang beginnend, mit den Zahlen der 
Fareyschen Zahlenreihe, so erhilt man die Sternsche Zahlenreihe. Aus 
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diesem Grund geniige es, einige Anfangsglieder der Sternschen Zahlenreihe 
anzugeben: 


iigisesias525841 
5647385727583 745 i 
65 9... 


16. Abschnitte der Fareyschen und der Sternschen Zahlen- 
reihe. Wenn fiir den Index x die Doppelungleichung 
-t<n Ss 2 
gilt, so liegt 2” — 1 zwischen 2% und 2***, wird daher im dyadischen 
System mit «+ 1 Ziffern geschrieben, anders ausgedriickt, in 
2n —1= A(a, B,---, y, 9, €) 
ist die Summe der Elemente gleich 2 + 1: 
@+B+---+y+d+e=2+1. 
Ist ferner n + n’= 2+ 27-14 1 =3-27-!4 1, daher 
2n—1+2n’—1=3-2", 
so muB 
2n’—1=— A(1, e—1, B,-+-, y, 8, e—1, 1) 
sein; in der Tat ist ja 
A(«, B, «++, 7, 9, €) + A(l,a—1,---,y,d,e—1, 1) 
_— (Qe+e+---+ytd+e_ Dat---tytdte4 ...4 Dy+dte_ ites Qe_ DO) 
+ (Qatar --trtdte_ Qa-ltpe---y+dte 4 OBt+---+yt+dte_.., 
—Qrt+d+e 4 Qit+e_ 2e 4 91 _ 90) 
one Q.Qerpr---tytdt+e_ Ja-1ltp+---+ytd+e  Qat+2?_ 9x3 .9n, 
Also ist 
t =, a—1,B,---,y,d,e—1, 1} 
= (a, B,---, y, 0, @] = 4,. 
Die Fareysche Reihe zerfallt also in Abschnitte von der Linge 
1, 1,3 4---, 9973 ---, 
von denen jéder symmetrisch ist. 
Die Sternsche Entwicklung besitzt ahnliche Eigenschaften. Es sei jetzt 


2-'<a x 
und 


m+n’ = 274 24-1— 3.24-1, 
Weiter sei 2¢ die héchste in m aufgehende Potenz von 2, also 


1 1 
on) =a (E+1)— at 2° 























s 
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Dann ist 

27-14 2S n= 2* — Be, 
also 

2*-e- 2 + 1 Se S 2-0-1, 


Ferner ist 2¢ auch die héchste in mn’ aufgehende Potenz von 2, denn 


mn =3-2*-!— n — 2 (s-#"-e-* — x)? 
2 


und 3.2*-e-1! — = ist gewiB ungerade, da p< a—1 ist. Also ist 


n 1 /n’ \ ~n’ 1 
o@)—s(otl—-sats 

und 
n+n 


a(n) + a(n’) = tt + 1 = 3-2*-e-2 + 1. 


Hieraus folgt nun nach dem eben bewiesenen 


, = Ty (mn) _ Tor (n’)9 
somit wegen (23) 
6,=6,,. 
Man kann noch hinzufiigen, daB dies auch noch fiir n = 2*-', n’ = 2* 
(oder umgekehrt) gilt. In der Tat ist ja 


Gox-1 = Gyn — a. 


Die in (24) angegebenen Abschnitte der Sternschen Entwicklung von 
der Linge 
2, 3, 5, 9, +++, 27-1 + 1,--- 


sind also symmetrisch und zwar beginnen und enden sie mit Einsern. 
Diese Einser sind in der Tabelle in Nr. 15 durch gekennzeichnet. 

17. Rekursionsformeln fiir die Fareysche und die Sternsche 
Zahlenreihe. Es sei 


2n—1= A(a, B, oY, é, é) — Qatrptr---+ytd+e pre 
+ Qr+d+e_ Qdte 4 Qe _ 90 
Ist nun ¢ > 2, so ergibt die Gleichung 
Qn —3 me Qetht- ty tdte_ ... 4 Qr+dte_ Qd+e4 Qe__ 984 gi_ 30 
unmittelbar 
2n —3 = A(a, B,---, y, 0, €—2, 1, 1); 
ist dagegen ¢ = 1, 
2n— 1a Qetet--tytdth _ .., 4 Ov +d+1_ Doi 4 91_ 90 
so mu 
Qn — 3 =a Qatst---tyt+d+1_ ooo + Qvtd+1_ Od+24 Qd+1_ QO 
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gesetzt werden, also ist dann 
2n —3 = A(a, B,---,y—1,1,641). 
Nun ist aber sowohl 


[a, B,---, 7, 0, €] = [a, B,---, y, 8] + [«, B,---, y, 8, €—2, 1}, 
denn 


[a, B,---, 7, 0, €] = [a, B,---, , O]-e + [a, B,---, ], 
[«, B,---, y, 8, e—2, 1] = [a, B,---, y, 0, e—1) 


' = [«, B,---, y, 9]-(e—1) + [a, B,--+, y] 
(Formel (3)), als auch ? 


[a, B,---, 7, 4, 1] = [«, B,---, 7, 8] + [«, B,---,y—1, 1], 
somit auf jeden Fall 


(25) Tt, _ 6, + 6, 1° 
Hierfiir kann wegen (23) auch gesetzt werden: 
(26) += Tea (n) + T(m—1)° 


Dieser Rekursionsformel geniigen also die Zahlen der Fareyschen 
Zahlenreihe. 

Um eine iihnliche Eigenschaft fiir die Sternsche Zahlenreihe zu er- 
halten, nehme man zunichst » ungerade an; » = 2v—1; man hat nach (23) 
6,=T, 

und nach (25) 

(27) 63,1 = 5, + 4, _;. 

Fiir gerade n(=2yv) folgt hingegen aus der Relation @(2v) = @(v) un- 
mittelbar 

(28) 6,, = 6,. 

18. Interkalation und Gemination. Die Operation, zwischen je 
zwei Glieder einer Reihe ihre Summe einzuschieben, mége mit E. Lucas 
(Théorie des Nombres, I, Paris 1891, 8. 465) als Interkalation, die Opera- 
tion hingegen, bloB diese Summen zu bilden und die Glieder der urspriing- 
lichen Reihe nicht beizubehalten, als Gemination bezeichnet werden. Aus 
einer Reihe 

a, b,c, d, +++ 
entsteht also durch Interkalation die Reihe 
a, a+b, b, b+, ¢,e+d, d,---, 
durch Gemination die Reihe 
a,a+b,b+c¢,c+d,---, 
indem als Anfangsglied stets Null hinzuzudenken ist. 

Die Resultate der vorigen Nummer lassen sich nunmehr bequem in 

Worte fassen: 
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Durch Gemination der Sternschen Zahlenreihe entsteht die Fareysche, 
durch Interkalation dagegen wieder die Sternsche Zahlenreihe. 

Hierin liegt auch der Beweis der in Nr. 15 behaupteten Identitiét der 
Abschnitte (24) der Sternschen Zahlenreihe mit den Entwicklungen (1, 1),, 
(1, 1),, (1, 1),, usw. von Stern. 

Man iiberzeugt sich leicht durch sukzessive Bildung der Reihenglieder, 
deB die einzigen Reihen, die mit der Sternschen Zahlenreihe die Eigen- 
schaft teilen, sich durch Interkalation wieder zu erzeugen, die aus ihr durch 
Multiplikation siimtlicher Glieder mit demselben Faktor / hervorgehenden 
Reihen 

ko,, ke,, key, -- 
sind. 


19. Die Hermessche Rekursionsformel fiir die Fareysche 
Zahlenreihe. Es sei wieder 
2n—1 = A(a, B,---, 7, 4, €) 
ae Date tytdte_ Ost---tytdtey ...4 Qvtdte_ Odte + 2°— 2° 


Wird zur Abkiirzung 


Ot+Bt+---tr7t+é+ens+l 
gesetzt, so ist (vgl. auch Nr. 16) 
F-!<ad ; 
vy =n—27-1 und v’ = 27+ 1 — n = 27-14 1 — yw sind daher zwei Zahlen 
zwischen 1 und 2*~', beide Schranken eingeschlossen. Nun hat man 
Qy —1 = 2m — 1 — 2% me Dorit st tytdte_ OBt---tytotey ... 
4 Qvtd+e_ Qote4 9 90 A(w—1, B,--+, 7, 9, 8) 
und 
Qv’ — 1 27+! (Qn —1) — Bet tytdte_... — Qytdte 
4+ Qo+e_ Qe4 2I_ 20, A(p,--+ 7, 4,&¢—1, 1), 
ferner nach der Formel (2) 


La, B, ‘++ y, 0, €] = [«—1, B,---, 7, 0, e] + [B,---, 7, 0,€—1, 1], 

also 

T= T, + Ty 
Diese Rekursionsformel ist von Hermes a. a. O. aufgestellt worden; sie 
dient tibrigens dort zur Definition der Fareyschen Zahlenreihe. 

20. Reste der Glieder der Fareyschen und der Sternschen 
Zahlenreihe nach dem Modul 2. Die Zahlen rt, sind gerade, wenn 
n = 2(3), ungerade, wenn » =0 oder 1(3) ist. Dies. kann auf folgende 
Art bewiesen werden. Es sei 
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2n —1 = A(a, B,--+, 8) = Wert +e — Botte... 4 Qe 9 
also 


oo la, B, aie é}. 


Wird jede der Zahlen «, A, ---, ¢ durch ihren echten (d. h. kleinsten nicht 
negativen) Rest nach 2 ersetzt (wobei jedoch bei geradem « an der letzten 
Stelle nicht 0, sondern 2 zu nehmen ist), so verindert sich [«, £,---, €] 
als ganze Funktion von «, B,---,¢ nur um ein Vielfaches von 2; in 
A(a, B,---, €) hingegen werden alle Exponenten um gerade Zahlen (0 ein- 
geschlossen) verindert, somit behilt nach dem Fermatschen Satz 2*= 2°(3) 
der Ausdruck seinen echten Rest nach 3. In den neu entstandenen Aus- 
driicken kann man ohne jede Anderung ihres Wertes eine Gruppe 7, 0, 6 
durch y + 6 ersetzt und ein Paar 0,0 an beliebiger Stelle, 0, y am An- 
fang weggelassen werden (Formeln (6), (12), (7), (20), (21), (22)). Die An- 
zahl der Elemente, die anfinglich ungerade war, bleibt es hierbei stets. 
Wird diese Reduktion ausgefiihrt, so lange es angeht, so kommt man ent- 
weder auf das Element 2 oder auf Ausdriicke, die lauter Elemente 1 ent- 
halten, oder auf Ausdriicke, die lauter Elemente 1, nur an letzter Stelle ein 
Element 2 enthalten. 

Der erste Fall kénnte auch unter den dritten subsumiert werden. Im 
zweiten Fall kénnen nun noch je 6 Einser weggelassen werden, ohne dab 
der echte Rest der GauBischen Klammer nach 2, oder der echte Rest des 
Ausdrucks A nach 3 eine Anderung erfihrt. Sind nimlich etwa 2v — 1 
Einser vorhanden, so ist 


[1, 1, Saee 1| —= M%,1- 
Nun folgt aus (19) 


Uu,= 2u,_ + U,_3=4,_3(2), 
also auch 
u,= u,_¢(2) 
oder 
Us, = My,_7(2). 
Andererseits ist py 


A(1,1,--, 1) =4"-'+ 4-*4+---4+1= — 
und 
4”°—1 4y-3—1 
“==, 
weil 
4*=1(9) 
ist. 


Im dritten Fall gilt ahnliches. Wieder kénnen je 6 Einser weggelassen 
werden, ohne daB der Rest der GauBischen Klammer nach 2 oder der 
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echte Rest des Ausdrucks 4 nach 3 geiindert wird. Sind etwa 2v Kinser 
vorhanden, so ist nach (8) 
[1, 1, seat 1, 2] _ Uy 41 
und wieder wie vorhin 
ts, 1 = Mg,_5 (2). 

Andererseits ist re ee 

A(1, 1,---, 1,2) =4"+ 4"-'+---+4=4- 
und wieder 


4°—1 
3 





4°—1 = 4y~-S_ 
os: em. 


Werden also noch diese Reduktionen verwertet, so kommt man schlieB- 
lich stets auf eine der Elementreihen 


4 


2; 
1; 1,1,1; 1,1,1,1,1; 
1,1,2; 1,1,1,1,2 
Nun ist 
[2] = 2; 
[1] = 1; [1,1,1)=3; [1,1,1,1,1] = 8; 
[1,1,2]=5; [1,1,1,1,2]=13 
und 
A(2)= 3; 
A(1)= 1; A(1,1,1)= 5; A(1,1,1,1, 1) = 21; 


A(1, 1,2)=11; A(1,1,1,1, 2) =43; 





da aber “t+ 2 =2, *t41 21, *ttog=o, *t*-11=2, 


ut) 6= 0, “t+ = 22 =1 (3) ist, so ist das angegebene Gesetz in 


diesen Fallen und somit auch allgemein giiltig. 

Die Zahlen 6, sind gerade, wenn » =0(3), ungerade, wenn n= 1 
oder 2(3) ist. Das Resultat ist leicht auf das vorige zurtickzufiihren. Ist 
nimlich » durch 3 teilbar, so ist es sein gréBter ungerader Faktor eben- 
falls und (n) = 2(3), folglich 

— Tu (n) = 0(2); 
ist m nicht durch 3 teilbar, so ist es der gréBte ungerade Faktor auch 
nicht, also = 1 oder 2(3), demnach w(m) =1 oder 0(3) und 

6, = Tq) = 1(2). ; 

21. Gemination der Fareyschen Zahienreihe. Weitere Resultate 
iiber das Verhalten der Zahlen rt, ergeben sich, wenn man die Zahlenreihe 


Ty T+ Ty, Te + Ts, °° *y 
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die durch Gemination der Fareyschen Zeilenreihe entsteht, untersucht. 
Man betrachte ein Glied r,+ 1, ,, dieser Reihe. Es sei 2¢ die héchste in 
n aufgehende Potenz von 2 und n= 2¢-¥v, also » ungerade. Die Dar- 
stellung von 2% —1 im dyadischen System und daher mit 9 + 1 (nicht 
mehr und nicht weniger) Einsern schlieBen; es sei daher 

2n—1 = A(a, B,---, , 9, &@+1) 


ame Dt Peo +7 tO +et+otl_ OB+---+y+d+e+ orl - 
2 ett 


_— Dyt+d+etor+1 Od +e+0+1__ Det+o+1 9e+1__ 90. 

2 ett 4 Were Qerett4 2 29; 
dabei ist ¢>1. Hieraus folgt 

Qn + 1 mm Qetht tr tdtetetl_ Ost---tytdteteti a ..._ Qredteteri 


+ Qo+etor+i De+etl4 Pe+2__ De+14 D1_ go 
= A(a, B,---, y, 6,é—1, 1, @, 1}, 
daher 
T+ T.41= [@, B,--:, 7, 9,&,@+1] + [e, B,---, 7; d,e—1, 1, Q, 1) 
= [«, B,--, 7,9] -[é,e+1] + [e, B,--7]-[e+ 1] 
+ [«, B,--:, y, 9] -[e—1, 1, e, 1] + [«, B,---, 7] - [1, @, 1) 
= [@, B, --+, ¥, 8]: (289 + 3e) + [e, B,--- 7] - (29 +3) 
= (2¢ +3) -[e, B,--, 7, 9, €] = (2¢ +3) - [e, B+, 7, 4,e—1, 1] 
nach (1), (2). Nun ist aber 


A(a, B,---, y, 6,€—1, 1) = Qetstertytdte_ Oster tytdte4 .,._ Qrtdte 
Oo+e_ 981 91. 90.9" 
+2 & +2 = “ 9 3 
also 


T, + Tag1 = (2043): th. 


e 

Die durch Gemination der Fareyschen Zahlenreihe entstehende Reihe 

wird daher auch erhalten, indem man an die Plitze mit den Nummern 
x & 

2-1, 2-3, 2- 

4-1, 4-3, 

8-1, 8-3, 8. 


or 


ee, 


> 
-7, 
“7, 
-7, 


rs 
SS oO oo 
0 ~ bo 


die 3-fach, 5-fach, 7-fach, 9-fach, --- genommenen Zahlen der Fareyschen 
Reihe, jedesmal vom Anfang beginnend, setzt. Dem Anfangsglied 1 ist 
hierbei, etwas abweichend von Nr. 18, der Platz 0 zugewiesen, die ersten 
Glieder lauten 


1, 3, 5, 6, 7, 9, 10, 9, 9, 12, 15, 15, 14, 15, 15, 12, 11, -- 
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Hieraus folgt z. B.: fiir jedes » isi 


.+=— T,-1(3); 
die durch 3 teilbaren Zahlen treten daher jedesmal in Paaren auf und 
haben ahnliche Eigenschaften. 
22. Beziehung der Fareyschen und der Sternschen Zahlen- 
reihe zu den Bruchreihen von Farey und Brocot. Die Zahlenreihen 


4 
6,’ 6,° 
% 6, O, e 
6, F 6, . G, , 
% 4 & G& &. 
6,’ 6,’ 6,’ 6,’ 6,” 


(wo 9,= 0 der Gleichférmigkeit wegen hinzugenommen ist) sind mit den 
von E. Lucas (Théorie des Nombres, 1 p. 469) als séries de Brocot be- 
zeichneten Reihen identisch. In den ersten Fillen ist dies unmittelbar zu 
bestiitigen, weiterhin folgt es aus den Formeln (27) und (28). 

Ordnet man die Brocotschen Reihen nacheinander an, laBt aber jedes 
schon einmal vorgekommene Glied weg, so entsteht eine Reihe, die durch 


0 - Te Rh: Sh Me | i ee he 


at. ad eg Be be ea »* 
1 tT, Ts. 7 % %° ’ ty Ts, 


dargestellt werden kann. Ist 


We 2n —1= A(a, B, y, --:, 0, &), 
so ist nach Nr. 4 


1 

n —— — 1 
n «+- ~ 
iad 7+. 


ala 


a 1 
try a 


Der Ubergang von der x" Brocotschen zur n“*® Fareyschen Bruch- 
reihe geschieht durch Weglassung aller Glieder, in denen Zihler oder 
Nenner gréBer als » sind. Uber die Fareyschen Bruchreihen sehe man etwa 
Hurwitz, Math. Ann. 44 (1894), 8. 417, K. Th. Vahlen, J. f. Math. 115 (1895), 
S. 221 oder Bachmann, Niedere Zahlentheorie. 


Wien, am 18. Juni 1911. 
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Uber den Satz von Budan-Fourier. 
Von 


A. Hurwirz in Ziirich. 


Der Satz von Budan-Fourier gibt bekanntlich eine obere Grenze fiir 
die Anzahl der Wurzeln einer reellen Gleichung »” Grades 
(1) f(z) =9, 
welche in ein gegebenes Intervall hineinfallen. In den bekannten Lehr- 
biichern der Algebra ist aber die Formulierung dieses Satzes fiir den Fall, 
wo die Gleichung in den Endpunkten des gegebenen Intervalles Wurzeln 
besitzt, ungenau oder direkt falsch. Die richtige Fassung des Satzes 
ist diese: 

Es bedeute N die Anzahl der Wurzeln der reellen Gleichung n*" Grades 
f(x) =0, die dem Bereiche 
(2) a<a<b 
angehiren, also der in das Intervall a---b fallenden Wurzeln, wobei die 
obere Grenze b zum Intervall gerechnet wird, die untere Grenze a aber nicht. 
Dabei ist jede Wurzel mit ihrer Multiplizitiit zu zihlen. 

Es sei ferner W(x) die Anzahl der Zeichenwechsel, welche die Reihe 
der Funktionswerte 
(3) f(z), F@), F°(@), +++» F(a) 
darbietet, mit der Bestimmung, daB bei der Abziihlung dieser Zeichenwechsel 
etwa verschwindende Glieder der Reihe (3) einfach tibergangen werden sollen. 
Dann gilt die Gleichung 
(4) N = W(a) — W(b) — 2», 
unter v eine nicht negative ganze Zahl verstanden. 

In den folgenden Zeilen méchte ich einen neuen Beweis dieses Satzes 
geben, der auf einer wiederholten Anwendung des Rolleschen Theorems 
beruht*). Dabei wird sich der Satz von Budan-Fourier als spezieller Fall 


*) In anderer Weise haben Laguerre (Oeuvres I, p. 4) fiir die Descartessche Regel 
und K. Petr (Casopis, 36, 8.49) fir den Budanschen Satz das Rollesche Theorem 
benutzt. Von der letzteren, tschechisch geschriebenen Arbeit war mir nur das Referat 
in Bd. 38, 8. 121 des Jahrbuchs iiber die Fortschritte der Mathematik zugiinglich. 
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eines, wie es scheint bisher nicht bekannten, allgemeineren Satzes heraus- 
stellen. 

Es sei f(x) eine reelle Funktion der reellen Veriinderlichen x. Fiir 
jeden in Betracht zu ziehenden Wert des Argumentes soll f(x) regulir im 
Sinne der Theorie der analytischen Funktionen vorausgesetzt werden. 
Auch soll f(x) sich nicht auf eine Konstante reduzieren. Aus diesen ein 
fiir allemal festzuhaltenden Voraussetzungen folgt, daB fiir jeden bestimmten 
Wert von z in der Reihe der Ableitungen 


f' (2), f" (2); f" (2), eos 

sich mindestens ein von Null verschiedenes Glied befindet. (Denn sonst 
wiirde die Taylorsche Entwickelung fiir den betreffenden Wert von x einen 
konstanten Wert von f(x) ergeben.) Ferner folgt, daB sowohl f(x) wie f(x) 
nur Nullstellen mit bestimmter ganzzahliger Multiplizitiéit zulassen und daB 
die Anzahl solcher Nullstellen fiir jedes in Betracht zu ziehende Intervall 
endlich ist. Es sei hier gleich bemerkt, daB die Anzahlen von Nullstellen 
in der Folge stets mit Beriicksichtigung ihrer Multiplizitat gezihlt werden. 

Dies festgesetzt, bezeichne jetzt x die Abszisse eines bestimmten 
Punktes P der Kurve 
(5) y = f(2). 
Schreitet man auf der Kurve von P aus in Richtung der wachsenden 
Abszissen fort, so wird sich die Kurve von der Abszissenuchse entfernen, 
wenn der absolute Betrag oder auch das Quadrat der Ordinate zunimimt, 


wenn also < (y’) > 0 oder 


(6) f(2)f (x) >o 

ist. Dagegen findet Anniherung an die Abszissenlinie statt, wenn 
(7) f(a) f (@) <0 

ist. 


Fiihrt die positive Richtung der Abszissenlinie von links nach rechts, 
so wird demnach in geniigender Nihe rechts von einem Durchschnitts- 
punkte der Kurve (5) mit der Abszissenlinie f(x) /’(z) > 0, dagegen links 
{(x)f'(x) <0 sein. Hieraus folgt bekanntlich das Rollesche Theorem, 
welches besagt, daB zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen von f(x) 
eine ungerade Anzahl von Nullstellen von /’(z) liegt. 

Man betrachte ferner ein Intervall a---2,, fiir welches die Funktion f(x) 
nur am Endpunkt 2, verschwindet und fiir welches auBerdem f’(a) von 
Null verschieden ist. Dann wird die Anzahl der Nullstellen von /’(x) im 
Innern dieses Intervalles gerade oder ungerade sein, je nachdem f(a) f(a) 
negativ oder positiv ist. Denn geniigend nahe links von 2, hat f’(#) im 
ersten Falle das namliche, im zweiten Falle aber entgegengesetztes Vor- 

Mathematische Annalen. LXXI. 38 
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zeichen wie f(a). Dieser Bemerkung zufolge laBt sich die Anzahl der 
Nullstellen von /’(x) im Innern des Intervalles a---2z, in der Form 


(8) 1+ sgn rere +2u 


ausdriicken, unter uw eine nicht negative ganze Zahl verstanden. Das Zeichen 
sgn [7] 

bedeutet hier, wie stets in der Folge, in iiblicher Weise den Wert + 1, 
— 1 oder 0, je nachdem die als reell vorausgesetzte Zahl r positiv, negativ 
oder Null ist. 

Wenn fiir das Intervall z,---b die Funktion f(z) nur im Anfangs- 
punkte z, verschwindet und /’(b) von Null verschieden ist, so findet man 
analog, daB die Anzahl der zwischen z, und } liegenden Nullstellen von f" (x) 


, a> b 4 - 
(9) _— ) f°) + 2p 


betriigt, unter uw’ wiederum eine nicht negative ganze Zahl verstanden. 

Nunmebr betrachte ich ein Intervall a---b, an dessen Grenzen f(x) 
und f’(x) von Null verschieden sind. Die in dem Intervalle befindlichen 
verschiedenen Nullstellen von f(x) seien nach aufsteigender GréBe geordnet 
(10) Ty Ty, ***, 2X, 
und m,, m,,---,m, ihre beziiglichen Multiplizitéten. Die Anzahl aller 
Nullstellen von f(x) in dem Intervalle betrigt dann 
(11) N=m,+ m+---+m,. 

Die Anzahl der Nullstellen von f’(z) in dem Intervalle zihle ich 
folgendermaBen ab. Die Anzahl der zwischen a und z,, bez. zwischen z, 
und 6 liegenden Nullstellen wird durch (8) bez. (9) ausgedriickt. Dazu 
kommen die zwischen je zwei aufeinanderfolgenden der Stellen (10) be- 
findlichen Nullstellen, deren Anzahl nach dem Rolleschen Theorem gleich 
r — 1 vermehrt um eine nicht negative gerade Zahl ist. Endlich ist noch 
zu berticksichtigen, daB in den Stellen (10) 

(m,—1) + (ms—1) +---+(m,—1)=N—r 
Nullstellen von f’(x) liegen. Alles zusammengenommen findet sich fiir die 
Anzahl N’ der Nullstellen von f(z) im Intervalle a---b der Ausdruck 


unter v eine nicht negative ganze Zahl verstanden. 

Die Gleichung (12) ist hier unter der Voraussetzung abgeleitet, dab f(x) 
im Innern des Intervalles a---b mindestens eine Nullstelle aufweist. Da 
man sich aber sofort iiberzeugt, daB die Gleichung auch in dem Falle 
giiltig bleibt, wo f(z) keine Nullstelle in dem Intervalle a---b besitzt 





(al: 
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(also N= 0 zu setzen ist), so darf man allgemein folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Wenn f(x) und f’ (x) an den Grenzen eines Intervalles a---b von Null 
verschieden sind, so besteht zwischen den Anzahlen N und N’ der Null- 
stellen von f(x) und f'(x), die im Innern des Intervalles liegen, die Be- 
ziehung ’ ; 

(12) N= N+ wie Fe) — ee ron + 2y, 


wobei v eine nicht negative ganze Zahl bedeutet. 
Die Gleichung (12) will ich zuniichst in eine etwas andere Form 
bringen, indem ich zur Abkiirzung 


(13) w(a) = 1 — sgn if) f(a) 


setze. Es ist dann nach (12) 
(14) N = N’ + w(a) — w(b) — 2v. 

Die hierbei stattfindende beschrinkende Voraussetzung, dab f(7) und 
f'() an den Grenzen des Intervalles a---b von Null verschieden sein 
miissen, liBt sich folgendermaBen beseitigen. 

Wenn fiir einen bestimmten Wert von z die Funktion /(«) verschwindet, 
so wird fiir jeden geniigend klein gewiihlten positiven Wert von h 


f(a+h)f@r+h)>o0 
w(a+h)=0 


sein. Ist dagegen f(z) von Null verschieden und ist dann weiter f(z) 
das erste Glied in der Reihe 


f' (2), f" (2), f"' (2), so 
welches nicht Null ist, so zeigt die Entwickelung 
, , ibe 
f(a th) f' (ath) =f@)f@) gayi tt 


daB fiir jeden geniigend klein gewiahlten positiven Wert von h das Vor 
zeichen von f(a +h)f'(a+h) tibereinstimmt mit dem von f(x)f®(«) und 
folglich 


und folglich 


(A) 
w(e+h) = —enlfoe @)| 


ist. Da nun 
[sgn f(x)]? = 0 oder 1 
ist, je nachdem f(x) verschwindet oder nicht, so kann man zusammen- 
fassend sagen: 
Fir jeden geniigend kleinen positiven Wert von h gilt die Gleichung 
(15) w(a +h) = [sgn f(x)}? 1— sen fe) (Me) . 


38* 
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wenn /“)(x) das erste nicht verschwindende Glied der Reihe 
(16) f (2), f'(@), F"(@), +> 
bezeichnet. 

Es sei nun a---b ein beliebiges Intervall. Ich wihle dann die posi- 
tive GréBe h so klein, daB erstens die Formel (15) fir «=a und «=b 
Giltigkeit besitzt und daB zweitens in den Bereichen 

a<azcat+h, b<axcb+h 
f(z) und f(x) von Null verschieden bleiben. Die Formel (14) darf jetzt 
auf das Intervall a+h---b-+h angewendet werden. Dabei bedeuten 
dann N und N’ die Anzahlen der Nullstellen von f(x) bez. f’(x) in dem 
Bereiche 
a<z<b, 

wihrend w(a+h) und w(b+h) nach Gleichung (15) auszudriicken sind. 

Es ergibt sich daher folgender Satz: 

Die Funktion f(x) sei in dem Intervall 


(17) a<z<b 
reel, reguliir und nicht konstant. Ferner mége in der Reihe 
(18) f(z), f° @), F"@), --- 


fiir «=a das Glied f(a), fiir x=b aber f(b) das erste nicht ver- 
schwindende Glied sein. Zwischen den Anzahlen N und N’ der Nullstelien 
von f(x) bez. f'(x) im Bereiche 

(19) a<a2<b 

besteht dann die Beziehung 


(20) N=N’+ [sgn f(a)}? 1 — sgn Vie) f@)| _ [sgn f(b) }? i— ro ro) — 2y, 


unter v eine nicht negative ganze Zahl verstanden. 

Der in der Gleichung (15) auftretende Wert haingt von der Funktion f(z) 
und dem Argumente z ab und mége dementsprechend mit Wf(x) bezeichnet 
werden, sodaB also dieses Zeichen durch die Gleichung 


(21) Wf(a) = [sgn f(x)}?*—°™ ne) f@)| 


definiert wird, unter f(x) das erste nicht verschwindende Glied der 
Reihe (18) verstanden. 

Mit Anwendung dieser Bezeichnung stellt sich die Gleichung (20) in 
der Form 
(22) N = N’+ Wf(a) — Wf(b) — 2» 
dar. Wenn nun die Funktionen der Reihe (18) bis f“-"(a) inklusive 
simtlich nicht konstant sind, so kann man den vorstehenden Satz auf 
alle diese Funktionen anwenden, wodurch die Gleichungen 








v, 
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Ns =N" + Wf) —WhW® -2 , 
Nv =N"+Wf'(a) —Wf'(b) —20” , 
Ne-) = NO +4 Wfe- (a) — Wft-9(b) — 2ve-9 
entstehen. Dabei bedeuten N”, N”’, ---, N“” die Anzahlen der Nullstellen 


von f’ (x), f(x), ---, f(a) beziiglich in dem Bereiche a < x < b. 
Die Addition dieser Gleichungen zu (22) liefert 


(23) N = N+ W(a) — W(b) — 2u, 
wenn allgemein 
(24) W (2) — Wf(2) + Wf (a) + +--+ WFe-%(@) 


gesetzt wird und mw eine nicht negative ganze Zahl bedeutet. 

Die Funktion W(x) laBt sich in einfacher Weise deuten. Ist naimlich 
fiir einen bestimmten Wert von 2 die Funktion f(x) nicht Null, so wird 
der Gleichung (21) zufolge Wf(x)=1 sein, wenn f(z) mit dem ersten 
nicht verschwindenden Gliede der Reihe 


f(z), f° (@), +++ FOR), 
nimlich mit f(x), einen Zeichenwechsel darbietet. Bietet aber f(2) mit 
diesem Gliede eine Zeichenfolge dar oder ist f(x) =0, so wird Wf(x) =0 sein. 
Entsprechendes gilt von Wf’(x), Wf" (x),---, Wf"-(a), sodaB also 
W(a) nichts anderes bedeutet als die Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe 


(25) f(x), f(z), f" (2), ae f(z), 
wenn bei der Abzahlung dieser Zeichenwechsel etwa verschwindende Glieder 
dieser Reihe als nicht vorhanden betrachtet werden. 

Beriicksichtigt man noch, daB die Voraussetzung, f(x) sei nicht kon- 
stant, von selbst erfiillt ist, wenn unter den Ableitungen der Funktion 
sich eine befindet, die fiir einen bestimmten Wert des Argumentes nicht 
Null ist, so erkennt man nun, daB folgender Satz gilt: 

Die Funktion f(a) sei in dem Intervalle 

ax<a2<b 
reell und reguldr; ferner sei die r* (r>1) Ableitung der Funktion fiir «=a 
und fiir «=b von Null verschieden. Zwischen den Anzahlen N und N® 
der Nullstellen von f(x) und f(x) im Bereiche 

ax<a2z<ib 
besteht dann die Beziehung 

N = N“)+ W(a) — W(b) — 2u, 

unter W(a) und W(b) die Anzahlen der Zeichenwechsel verstanden, welche 


die Reihe 
f(@), f'(@), fF’ (@), +++, FO 
fiir « =a bez. « =b darbietet, wobei etwa verschwindende Glieder der Reihe 
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als nicht vorhanden betvachtet werden. Die Zahl w ist eine nicht negative 
ganze Zahl. 

Wendet man diesen Satz auf den Fall an, wo f(x) eine ganze runk- 
tion n® Grades ist und wahlt man dann iiberdies noch r=, so erhiilt 
man das Budan-Fouriersche Theorem in der eingangs gegebenen Fassung. 

Aus dem allgemeinen Satze folgert man leicht weitere interessante 
Siitze, wenn die Funktion f(z) an einer oder auch an beiden Grenzen des 
betrachteten Intervalles singulire Stellen darbietet. Ich begniige mich 
damit, dieses nur fiir einen der hier méglichen Fille niaher auszufiihren. 
Es werde vorausgesetzt, dab die Funktion f(x) reell und regular analytisch 
sei fiir alle Punkte des Intervalles a---b mit Ausnahme der oberen 
Grenze b. Diese sei singuliir und zwar in der Art, dab die Funktion f(x) 
und jede ihrer ersten r Ableitungen mit bestimmtem Vorzeichen unendlich 
wird, wenn das Argument x von kleineren Werten her gegen b konvergiert. 

Nach der Bemerkung, die oben zu der Beziehung (6) fiihrte, werden 
dann fiir jeden geniigend kleinen positiven Wert von h 

f(b—h), f'(b—h), f"(b—h), «++, FO—h) 
von Null verschiedene Werte gleichen Vorzeichens besitzen. 

Wendet man daher den obigen Satz auf das Intervail a---b —h an, 
so ergibt sich der neue Satz: _ 

Die Funktion f(x) sei in dem Bereiche 

a<a2<b 
reell und reguliir. Bei Anniherung an b werde sie, ebenso wie jede ihrer 
ersten r Ableitungen mit bestimmtem Vorzeichen unendlich. Ferner sei f(a) 
von Null verschieden. Zwischen den Anzahlen N und N“ der Nullstellen 
von f(x) und f(x) im Bereiche 

a<2z<b 
besteht dann die Beziehung 

N= N” + W(a) — 2u, 
unter W(a) die Anzahl der Zeichenwechsel in der Reihe 
f(a), f(a), f"(@), si f(a) 

verstanden; wobei etwa verschwindende Glieder der Reihe als nicht vor- 
handen zu betrachten sind. Die Zahl wu ist eine nicht negative ganze Zahl. 

Die folgende spezielle Anwendung dieses Satzes fiihrt auf einen be- 
kannten Satz von Laguerre*). Dabei liegt das Intervall 0 --- a zugrunde, 
sodaB in unserem Satze a = 0 zu nehmen und b durch a@ zu ersetzen ist. 
Die Koeffizienten der Potenzreihe 


(26) f(a) =e +e2+ 27 +---+ 6,4" 4+--- 





*) Oeuvres I, 8S. 67ff. (Paris, 1898). 
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seien reell. Die positive Zahl a gehére dem Innern des Konvergenzbe- 
reiches von /(x) an und es sei f(a) von Null verschieden. Auf die Funktion 
(27) ; fe = + (+44) = + (@+4,4+¢,4") 5 + dial 


i1{— 
a 


ist dann fiir das Intervall 0---a@ unser Satz anwendbar. Die Reihe der 
Nullwerte der Ableitungen dieser Funktion ist nun, von positiven Faktoren 
abgesehen diese: 

(28) Coy So +44, GY +e,a+ Ga*, & +¢,a+ ¢,a* + ca’,---. 

Da diese Werte den von Null verschiedenen Funktionswert f(a) zur Grenze 
haben, so werden von einer bestimmten Stelle ab alle Glieder der Reihe 
das nimliche Vorzeichen besitzen. Aus diesem Grunde wird auch die 


r® Ableitung der Funktion f 4. wie die r-malige Differentiation der 


1 — 
a 


Gleichung (27) zeigt, keine Nullstelle fir 0 < «<a besitzen, sobald r 
gentigend groB gewihlt wird. Aus unserem Satze folgt also: 

Die Anzahl der zwischen 0 und a liegenden Nullstellen der Potenzreihe 

f(z) =% +¢2+622+¢,2°+.--- 
ist wm eine gerade, nicht negative Zahl kleiner als die Anzahl der Zeichen- 
wechsel in der Reihe 
Cor (og + 4, G +,4+ ¢,0*, oo + ¢,4+¢,a* + c,a5,---. 

Dabei ist aber vorausgesetzt, dap f(a) von Null verschieden ist. 

Dies ist der erwiihnte Satz von Laguerre. Man kann ihm leicht eine 
Reihe von ahnlichen Siitzen an die Seite stellen. Setzt man z. B. in vor- 
stehender Betrachtung an die Stelle der Funktion (27) die Funktion 


f(x) lg (1 — =)» so ergibt sich, daB der Laguerresche Satz richtig bleibt, 


wenn man in seinem Ausspruch an die Stelle der Zahlenreihe (28) die 
folgende: 


1 1 1 1 1 1 
. 2 2 3 
Cr gOT4% 3 Mt TaG tea, Got saat, Ga’ + a',--- 


setzt. DaB die letztere Reihe wieder nur endlich viele Zeichenwechsel 
darbietet, folgt aus der leicht zu erweisenden Tatsache, daB 


; 1 1 1 1 
Lim » (> Oot att, eet +> 10"! +6, 0") 


=q+¢a+c,a°+---= f(a) 


ist. 


Ziirich, den 15. August 1911. 
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Note on the Geometrical Construction of certain Polygons. 
By 


C. H. Cuepmet of Hove (England). 


The numerous existing constructions of the regular polygon of 17 
sides, with which the writer of this Note is acquainted, are geometrical 
in the sense that they are effected by means of ruler and compasses; but 
they all seem to: depend for their proof on methods lying outside the 
domain of pure geometry. Indeed F. Klein in his ‘Famous Problems 
in Elementary Geometry’ (Authorized Translation by Beman and Smith, 
1897, page 32) remarks ‘there is no known construction of the regular 
polygon of 17 sides baved upon purely geometric considerations.’ 

It is proposed to show in this Note, that not only can the polygon 
of 2><17 sides be constructed by a succession of steps leading to a 
Euclidean proof, but also that this method is applicable — in part at 
least — to a series including all the Gaussian polygons. 

The construction of the decagon by Euclid corresponds to a simplified 
or degenerate case, and in consequence from this example alone it is 
almost impossible to recover the general method; but he lays off an 
abscissa a, connected by a relationship (a quadratic equation) with r, 
the radius of a given circle. 

And from the construction of the polygon of 2><17 sides, now given 
we see that the general case also demands an abscissa a and a relationship 
(here a system of quadratics) between a and r. 

We mention the decagon in preference to the pentagon, as Euclid 
only constructs the latter by first obtaining the side of the former; and 
it seems that the natural geometrical divisions of the circle are all 
primarily, not by odd numbers 3, 5, 17, --- but by even numbers 2><3, 
25, 217, ete. 


1. The equation 


a"=1 (wheren—4¥+1; y=1,2,3,---) 
may always be resolved into a system of 2-y equations of a certain form. 
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To make this clear, take a definite case, say y= 3; 2 —1; and 
we have the 6(—2y) equations 


(1) r—a=—r(b—r), (2) B—r =r(r—e), 
(3) r?— ce =r(d—r), (4) @—r’? =r(r—e), 
6) #-#=r(f—n), (6) f—r=r(¢r+e), 


where r represents the radius of a given circle. 
That this system corresponds to z® = 1, can be shown algebraically 


by puttirg r= 1; a= 2+ -, when we obtain 


b——(2?+ 3), em — (2+ b> f= — (e +55) 


x 
so that (6) gives 
1 1 


64 _ . 
ome Ta 8+ = 


and 2 — — gives <= 1. 


2. But the principal aim of this note is to develop the Geometrical 
Interpretation of the system as it stands above. 

Taking a circle AYC, centre O, radius r (Fig. 1), we draw the 
diameter AC. 

Assuming that, for the purposes of this explanation, a is granted, 
we lay off OT =a. We draw TQ(=7r) to the circumference, and pro- 
duce Q7 to cut the circle again in U. We join OU, UC. 

Then UC is the side of the polygon of 2 >< 65 sides, for the angle 
OUC has each angle at the base 32 times the angle at the apex. 

For join AQ, OQ and with centre Q, radius r, draw the circle 
through O and 7. 

Then because OT =a, and QT =r, we have by (1) that TU=b—r, 
and that QU = b; and by (2) 6? is less than 2r*, and therefore UO will 
cut the circle OVT in V, and also by (2) VU=r—c, and OV=c. 

Join QV and produce it to cut the circle in W; then again we get 
by (3) that QW=—=d, and by (4) that OW will cut the circle OVT in 
X; and that OX =e. 

Join QX and produce to Y and we get by (5) that 


(7) QY=f 


and by (6) that OY will not cut the circle OVT towards Y. Complete 
the diameter YZ, and join ZU cutting OC in P. 
Then because 07 =a we have by (6) that 


(8) QA=f. 
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So that by (7) and (8) QA = QY, and the angle QAC = the angle QYZ, 
and angle PUC = 2. angle TUC. 

But angle UTC = QTO = QOT =2. angle TUC, and therefore the | 
angle PUC = angle UTC, and the triangles PUC, UTC are similar, | 
and the 


(9) angle PUC = 2. angle UPC. 
But angle WOU=2-WQU= 4-angle UOC 
and Yow = 4-WOU = 16-angle UOC 
and therefore angle YOV = 20-angle UOC. 
and the angle UPC = 11-angle UOC; . 
and therefore by (9), angle PUC = 22-angle UOC; 
and the whole angle OUC = (10+22) = 32-angle UOC. 

















i) 


Pig. 1. 
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3. It will be seen readily that this method of proof is independent 
of the number of equations in the system (provided that the number is 
even). The modus operandi is always the same. By means of the system, 
we prove VA=QY, and that the angle PUC=2-UPC. We then 
show that the angle 


UPC =~ (40 + 490 +---+ 49-16) +0; 
where 
@—_* , mangle UOC, 


4” + 
and that angle 


OUC = 3 (40 + 4904... + 49-10) +20 


= (4—1)-2-(0440+4.-..+4 49-36) + 20 
= 2(49-10 — 0) + 20 = 2. 49-19, 


It is also to be noticed that the angle YOC (= angle 0@T) always 
being of the form (6+ 46+ 4°0+---+ 4-16), this is ensured by giving 


y 9 
a (or OT) the value 2-r-cos : =s 6; from which it follows that a is 
less than r, and the angle 


a ania 
0QT =~ 6 — 1 O04 404--- 4 4-18, 


4. In the case considered, 65 is not a prime number, and so 
although the method of proof works correctly with a granted, this value 
cannot be found by means of the ruler and compasses of Euclidean con- 
struction. 

With y= 1; 2° = 1, we have the degenerate case, for with b=r-+a, 
the 2 equations become identical. 

But with y= 2; z’=1, we have a Gaussian case, and a, connected 
with a system of 4 (—2y) equations can be determined, and laid off as follows, 
Let ABC be a given circle, centre O, radius r (Fig. 2). Draw the dia- 
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meter AC, and GA tangent at A, and BO radius parallel to it. Cut 
off OD=+ r. Join DB, and with centre D, radius DB, describe a 


circle cutting AC in E and F, and AG in G. Join EB, EG and with 
centre E, radius EP. describe circle cutting AC in H and J and with 
centre E, radius EG, describe circle cutting AC in M and N and EB 
in K. Join MK. Lay off JS= MK. Bisect OS in 7. 
Then 

OT =a. ' 
To show that a is connected with a system of 4 equations, we commence 
by noting the following simple theorems of elementary geometry: 


(10) OE-0F =r, 


(11) OE—OF= 1, and 2-0OF =2.0E—r, 
(12) E@ =(O0E-—r)(OE+0P), . 
(13) EB’= OE(OE+OP), 
(14) OH: OJ =r, 
(15) OH-—0OJ=2-08, 
(16) OH? = 4-0E* + 2r°— OJ, 
OH r MK 
(17) cn ot 


Now 
HJ? HB? = MN? MK 
or OH? — 7° + 2r? 
oe 4-50 or OH(OH—OJ)+2-0F-0F 4: E@ 
or 4-OE(OE+0F): 2-0E(0H+ OF) = 4(OE—r)(OE+0F): MK' 
by (13) by (12) 
and 


(18) MK* = 2(0E-r) (OH+ 0F) 
= 2r? —2r-OH+ 2-0E-OH—2r-OF 
= 2r?— 2r-OH+ OH*®—2r-OE 
(for by (15) 2-OL.OH=OH*—r'; 
and by (11) — 2r-OF =— 2r-0E + r°) 
= 4r? — 2r-OH + 2-O0E(2-OE—r) — OJ* (by (16) 
= 8r? — 2r-OH— OJ* by (11). 
Similarly it can be shown that 
(19) NK?* = 8r? + 2r- 0J — OH’. 
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Now it is evident from the figure that MK is greater than OJ, and 
NE is less than OH; so that putting 
MK=a+e, NK=d—b, 
OJ =a—e, OH=d+b, 


a, b, c and d are all real and positive, and inserting them in (17), (18), 
and (19), we have 
d+b_ =r wif +e 


r a—e d—b’ 


(a+c)? = 8r? — 2r(d+b) — (a—c)?, 


and 
(d—b)*? = 8r? + 2r(a—c) — (d+b)*, 

giving 

a’ — c? = r(d—b), @ — bh? = r(a+e), 

a® + & = 4r? — r(d+b), d® + b? = 4r*? + r(a—c) 
and 

r?— a? =r(b—r), b? — r? = r(r—c) 

r?— ¢? = r(d—r), @ —r* =r(r+a) ‘ 


a system of 4 equations of the form in paragraph 1. And 
OT = | (0J+ MK) =a.*) 


5. The above method has not yet been extended to give the con- 
struction of a and accompanying systems for the higher cases 257 and 
65537. The equation «*’ = 1 has been solved, and it is not impossible 
that a geometrical construction of the polygon of 2>< 257 sides may 
shed considerable light on the structure in the higher case. 

Professor Hermes of Lingen effected the solution of 2°’ = 1, and his 
manuscripts, preserved at Géttingen, fill a bulky portfolio. If however 
the general method of constructing the systems were discovered, the whole 
problem could perhaps be dealt with in a few pages of geometry. 

6. To bring out the connection between Mr. Richmond’s construction 
of the 17-sided polygon (Math. Ann. 67) — as representative of the class 
mentioned in our opening sentence — and this construction of the polygon 


*) With reference to Figure 2, it is possible to lay off JS in other ways: for 
instance having obtained the point F, bisect FC, and there erect an ordinate 
cutting the circle ABC in C’; obtain J either as in the text, or by bisecting angle 
FBO, join BJ and produce to J’, so that JJ’ =CC’; then the perpendicular to 
BJ’, at J’ will pass through S. This has perhaps a more compact appearance; but 
the requirements of the purely geometric proof being borne in mind, the method 
adopted seems on the whole more simple. 
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of 2-17 sides, it may be noted that in the former the abscissas 
(say 2 cos se and 2 cos a ) are defined by the relationships 


2 cos * + 2 cos a =tan® (where 40=tan~' 4), 


6x P 10x 3a 
2 cos 57 >< 2 cos 17 = tan (o+=*), 
whilst in the construction in this Note the abscissas are defined by 


2 cos 5* — 2 cos {* —2 cos S* +2 cos “VE — OJ = tan , 
4 


17 17 17 
2 cos <* + 2 cos * = 2 cos ~—2 cos 0% = MK = cosec &V1—tan 20. 


Thus the latter method depends, not on definition by swm and pro- 
duct but on definition by sum and difference, and it appears to lend itself 
more readily to geometrical proof. These two facts suggest that although 
geometry and algebra can both handle one quadratic equation with equal 
ease, this similarity does not continue without modification as we reach 
problems involving auxiliary quadratics. 


Berichtigung 
za dem Aufsatze von L. E. J. Brouwer: ,,Uber Abbildung von Mannigfaltigkeiten“. 
Math. Ann. 71, 8. 97—115. 
8.101, Z. 1  statt: nur lies: nun 
8. 110, Z.19 statt: wird lies: werden 
8. 112, Z. 27 statt: welche lies: welches 


Bemerkung 
zu dem Aufsatze von L. E. J. Brouwer: ,,Uber Jordansche Mannigfaltigkeiten“. 
Math. Ann. 71, 8. 320—327. 


In diesem Aufsatze wird die Begriindung der Jnvarianz des Abbildungsgrades 
auf den Jordanschen Satz gestiitzt. Sie ist aber davon unabhingig, weil die im § 6 
bewiesene Eigenschaft, daB fiir eine Folge von Abbildungen der Grad des Produktes 
gleich dem Produkte der Grade ist, zugleich als Folgerung Satz 5 enthiilt. 

Bezeichnen wir niimlich den Grad der in Satz 5 gemeinten eineindeutigen und 
stetigen Beziehung mit c, den Grad der inversen Beziehung mit c’, so besitzt das 
Produkt dieser beiden Beziehungen den Grad ce’. Dieses Produkt ist aber die Identitit, 
sodaB ce’ gleich 1, und sowohl ¢ wie ¢’ gleich +1 sein muf, 
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Bemerkung zur Nichteuklidischen Geometrie. 
Von 


Max Snow in StraBburg i. E. 


Der Festschrift fiir Kummer von 1891 fiige ich das Folgende hinzu. 
Der Bertrandsche Beweis des Parallelenaxioms beruht auf der Annahme, 
daB der Winkel als bestimmter Bruchteil der Ebene gréBer ist als der 
Streifen, der ein verschwindender ist. Als Streifen gilt dabei das Stiick 
der Ebene zwischen zwei Geraden, die auf derselben dritten senkrecht 
stehen. DaB die Annahme fiir die imaginire Geometrie falsch ist, folgt 


daraus, daB wenn man den Paralielwinkel zu : d mit mg, den zud mit w 


bezeichnet, der Streifen den zweifachen Winkel 180—2q um die ver- 
schwindende, weil endliche GréiBe 2(a—2q) iibertrifft. Der scheinbare 
Widerspruch, daB der Streifen zugleich ein bestimmter und ein unendlich 
kleiner Bruchteil der Ebene sei, lift sich dadurch, daB, wenn man den 
Streifen lings seines Abstandes verschiebt, nur die Abschnitte zwischen 
den beiden Parallelen im Abstande der Distanz zu 90 —w zur realen 
Deckung gelangen, bezw. dadurch da die simtlichen reellen Punkte der 
einen nur einem endlichen Kontinuum der andern zugeordnet sind, oder 
kiirzer dadurch, daB alle koaxialen Nichtschneidenden sich im selben imagi- 
niiren Punkte schneiden. Um es ganz deutlich auszudriicken, bei der 
Streifenverschiebung decken sich Flichenstiicke, deren Inhalte von der 
Breite unabhingig und gleich dem Maximaldreieck sind. 


StraBburg i. E., Oktober 1911 





J. Mottzrvr. Darstellung beliebiger stetiger Funktionen. 


Berichtigung zu meinem Aufsatz: ,,Darstellung beliebiger stetiger 
Funktionen“, Math. Ann. 66. 


Von 


Jouannes Mouuervur in Kopenhagen. 


Herr H. Weyl war so freundlich, mich auf einen Fehler der letzten 
SchluBreihe meiner oben genannten Arbeit aufmerksam zu machen. In- 
dessen braucht man nur statt der Zeilen: ,,Zuerst enthalt ...“ bis ,,Nach 
Satz 3 ...“(S.516) das folgende einfache Verfahren einzuschlagen. a’,(x) wird 
zunichst so bestimmt, dab f(x) — a(x) < ws in mindestens einem ratio- 
nalen Punkte jedes der » gleich langen Teilintervalle ist; nun halten wir 
die Funktion a,(z) in den m Punkten fest und lassen sie sonst gleich- 
maBig steigen (vgl. 8.515). Jedes Mal, wenn f(z) in einem Punkte 
erreicht wird, korrigieren wir die Grenzfunktion mittels eines ratio- 
nalen Punktes (vgl. S. 515). Es laBt sich dieses Verfahren immer fort- 


setzen, wenn die Approximation = noch nicht in samtlichen rationalen 


Punkten erreicht ist. Weil nun die Menge der Rationalzahlen in irgend 
einer Weise wohlgeordnet doch nur von dem Typus einer Zahl der zweiten 
Klasse sein kann, kénnen wir schlieBlich a(x) durch eine Funktion a,(z) 


ersetzen, die in siimtlichen rationalen Punkten die Approximation = erreicht. 


Die Folge a,() < a,(x)--- konvergiert dann gleichmiiBig gegen f(z). 








